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J’avais  conçu  depuis  long-temps  un  vif  désir  de 
contribuer  de  tout  mon  pouvoir  à l’avancement  des 
sciences  dont  l’étude  a fait  l’une  des  plus  heureuses 
occupations  de  ma  vie;  mais  j’étais  encore  incertain 
sur  la  marche  qfue  j’avais  à suivre  pour  atteindre  ce 
but,  lorsque  plusieurs  savants  qui  veulent  bien 
m’honorer  de  leur  amitié  se  réunirent  pour  me  per- 
suader que  je  rendrais  un  service  éminent  à l’ensei- 
gnement des  mathématiques  si  j’arrivais  à popula- 
riser les  belles  et  rigoureuses  méthodes  du  plus 
habile  de  nos  géomètres.  Je  me  suis  laissé  convain- 
cre sans  effort;  j’avais  eu  moi-même  cette  pensée; 
je  savais  d’ailleurs  que  M.  Cauchy,  qui , à la  qualité 
glorieuse  d’élève,  me  permet  d’ajouter  celle  plus 
glorieuse  encore  d’ami,  m’accepterait  volontiers 
pour  intermédiaire  et  pour  écho  dans  ses  savantes 
communications  avec  le  public. 
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On  apprécie  généralement  les  grands  et  beaux 
travaux  de  M.  Cauchy  sur  la  théorie  des  nombres, 
sur  la  mécanique  céleste , et  sur  la  théorie  de  la  lu-  ' 
mière.  Le  monde  savant  a applaudi  et  applaudit 
bien  plus  encore  aujourd’hui  aux  admirables  mé- 
moires par  lesquels  il  a reculé  toutes  les  limites  de 
la  science;  mais  il  me  semble  qu’on  ignore  ce  que 
l’enseignement  classique  des  mathématiques  lui  doit 
de  perfectionnements  inespérés.  Depuis  plus  de 
trente-quatre  ans,  celui  qu’on  affectait  naguère 
d’appeler  un  jeune  professeur,  n’a  pas  cessé  de 
combler  quelqu’une  des  lacunes  que  présente  l’en- 
seignement élémentaire  des  sciences.  On  l’a  vu 
chaque  année  substituer  des  méthodes  simples  et 
rigoureuses  aux  méthodes  empiriques  et  incom- 
plètes que  l’on  gémit  de  rencontrer  jusque  dans 
des  auteurs  très  estimés.  La  justice  et  la  reconnais- 
sance me  font  un  devoir  de  prouver  ce  que  j’avance. 

M.  Cauchy  a rédigé  sur  des  bases  nouvelles , et 
l’on  sait  à quelle  occasion  , des  traités  élémentaires 
d’Arithmétique  et  de  Géométrie;  on  aime  à voir  un 
grand  génie,  inspiré  par  un  noble  dévouement, 
suspendre  la  poursuite  de  ses  brillantes  découvertes 
pour  rendre  accessibles  à un  jeune  et  royal  exilé 
les  importants  secrets  des  sciences. 

Si  de  l’arithmétique  et  de  la  géométrie  nous  pas- 
sons à l’algèbre  et  à l’analyse  algébrique,  nous  ver- 
rons M.  Cauchy  lutter  sans  cesse  contre  des  difficul- 
tés qui  , jusqu’à  lui,  avaient  semblé  grandir  avec  la 
science.  11  commence  d’abord  par  substituer  desdé- 
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(initions  précises,  des  démonstrations  rigoureuses, 
aux  paralogismes  et  aux  cercles  vicieux  qui  servent 
malheureusement  d'introduction  au  plus  grand 
nombre  des  traités  d’analyse  ; puis  c’est  une  succes- 
sion non  interrompue  d’améliorations  longtemps 
attendues  en  vain.  La  science  reçoit  de  lui  tour  à 
tour,  1°  une  méthode  générale  de  résolution  d’un 
nombre  quelconque  d’équations  du  premier  degré 
à plusieurs  inconnues,  méthode  plus  élégante  et 
plus  facile  que  celle  de  Laplace;  2"  une  théorie  nou- 
velle et  très  simple  des  combinaisons  et  des  nombres 
tigurésque  MM.  Mayer  et  Choquet  ont  introduite  en 
partie  dans  leur  Traité  d’ Algèbre;  3°  une  démonstra- 
tion , aussi  élémentaire  qu’elle  peut  l’ètre,  du  théo- 
rème fondamental  que  toute  équation  a une  racine; 
4°  une  théorie  très  ingénieuse  des  fonctions  symé- 
triques, qui  permet  de calculer  directement,  à l’aide 
de  simples  divisions  algébriques , une  fonction  sy- 
métrique quelconque  des  racines  d’une  équation 
donnée;  5°  un  moyen  sur  d’éviter  l’équation  aux 
carrés  des  différences  et  d’obtenir  immédiatement , 
par  un  calcul  arithmétique , quand  les  coefficients 
de  l’équation  primitive  sont  des  nombres  entiers, 
une  limite  inférieure  à la  plus  petite  différence  entre 
les  racines  réelles  de  cette  équation  ou  entre  les  mo- 
dules de  ses  racines  imaginaires  ; 6°  la  première  so- 
lution connue  du  problème  proposé  par  Lagrange 
sur  la  détermination  exacte  du  nombre  des  racines 
réelles  d’une  équation  algébrique;  70  une  théorie  en- 
tièrement neuve,  conduisant  a des  démonstrations 
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simples  et.  directes  des  beaux  théorèmes  de  Descar- 
tes, de  Dubuat , deBudan,  de  Fourier  et  de  Sturm, 
sur  la  détermination  exacte  ou  approchée  des  raci- 
nes réelles  d’une  équation  donnée  ; 70  un  théorème 
nouveau  et  vraiment  extraordinaire,  qui  donne  le 
nombre  des  racines  imaginaires  dont  la  partie  réelle 
et  la  partie  imaginaire  sont  comprises  entre  des  li- 
mites données,  théorème  qui  contient,  comme  cas 
particulier,  le  théorème  de  Sturm  et  tous  les  théo- 
rèmes analogues;  8°  une  méthode  rigoureuse  pour 
le  calcul  par  approximations  successives  des  racines 
d’une  équation  numérique  quelconque  : cette  mé- 
thode, qui  se  réduit  à celle  de  Newton  quand  cette 
dernière  est  applicable , donne  réellement  à chaque 
opération  une  approximation  plus  grande;  90  des 
considérations  importantes  sur  la  convergence  des 
séries,  et  deux  règles  très  simples  pour  l’apprécia- 
tion de  cette  convergence;  io°  la  solution  d’un 
grand  nombre  de  questions  difficiles  d’analyse. 

Je  me  propose  de  réunir  sous  peu  de  jours, 
dans  un  petit  volume  , l’ensemble  de  ces  perfection- 
nements; ce  sera  une  exposition  nouvelle  et  très 
élémentaire  de  la  théorie  générale  des  équations,  et 
du  grand  problème  de  la  résolution  des  équations 
numériques. 

Nous  devons  encore  à M.  Cauchy  une  rédaction 
complètement  neuve  des  deux  trigonoinétries  rec- 
tiligne et  sphérique,  et  de  l’application  de  l’algèbre 
à la  géométrie.  Il  a eu  l’heureuse  idée  de  ramener 
l’étude  des  ligneset  des  surfaces  du  second  degré  à la 
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discussion  facile  et  simple  d’une  équatioü  à trois  ter- 
mes-/’*-4-2*r-f-M— Ar=o.  Il  suffit  alorsdecjuelques rai- 
sonnements évidents,  de  quelques  calculs  élégants, 
sans  transformation  aucune 'des  coordonnées,  pour 
faire  ressortir  toutes  les  propriétés  de  ces  lignes  et 
de  ces  surfaces.  S’il  s’agit  par  exemple  des  surfaces 
du  second  degré , on  arrive  dans  deux  ou  trois  le- 
çons, en  suivant  une  marche  très  uniforme  et  lout-à- 
fait  analytique,  aux  équations  du  centre,  du  plan 
diamétral,  des  plans  diamétraux  principaux,  des 
axes  principaux , du  plan  tangent,  des  sections  rec- 
tilignes, des  sections  circulaires,  dçs  foyers  ; aux  re- 
lations qui  unissent  les  axes  principaux  aux  diamè- 
tres conjugués,  etc.,  etc.  Il  me  tarde  aussi,  en 
publiant  cette  admirable  méthode , de  simplifier 
Renseignement  de  la  géométrie  analytique. 

Quant  à ce  qui  concerne  les  traités  de  Calcul  dif- 
férentiel , de  Calcul  intégral  et  de  Mécanique  dont, 
j’entreprends  aujourd’hui  la  publication,  il  suffira 
de  les  parcourir  pour  se  convaincre  qu’ils  différent 
totalement  des  traités  publiés  par  d’autres  auteurs, 
qu’ils  sont  presque  en  entier  l’œuvre  de  l’illustre 
géomètre.  Quand  il  emprunte  à ses  devanciers  les 
énoncés  des  théorèmes,  le  mode  au  moins  de  démons- 
tration est  à lui.  Un  verra  mieux  ce  qui  lui  appar- 
tient plus  en  propre  dans  l’analyse  que  je  placerai  à 
la  tète  de  chacun  des  volumes  de  cet  ouvrage.  Je 
n’ai  à m’occuper  aujourd’hui  que  du  Calcul  diffé- 
rentiel. 

Ce  Traité  doit  être  regardé  comme  une  édition 
T.  i.  b 
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nouvelle,  mais  considérablement  augmentée,  des 
Leçons  de  M.  Cauchy.  Je  l’ai  fait  aussi  complet 
qu’il  m’a  été  possible;  ce  n’était  pas  assez  qu’il 
fût  au  niveau  de  la  science  telle  que  l'avaient  faite 
jusqu’ici  les  traités  classiques;  ces  traités  ne  prépa- 
raient pas  suffisamment  à la  lecture  des  ouvrages 
des  grands  maîtres;  il  fallait  nécessairement  donner 
à l’enseignement  un  nouvel  essor  : j’ai  essayé  de  le 
faire.  J’ai  fait  entrer  dans  la  composition  de  ce  pre- 
mier volume  les  ouvrages  suivants  de  M.  Cauchy  : 
i°  les  Leçons  sur  le  Calcul  différentiel , deuxième 
édition , Paris , 1 829;  20  les  Leçons  sur  l’application 
du  Calcul  infinitésimal  à la  Géométrie , t.  icr,  Pa- 
*•  ris,  1826;  3°  un  Mémoire  publié  dans  le  troisième 
volume  des  Exercices  de  mathématiques , sur  les 
surfaces  que  peuvent  engendrer,  en  se  mouvant, 
dans  l’espace,  des  lignes  droites  ou  courbes  de 
forme  constante  ou  variable;  4°  un  Mémoire  sur  la 
théorie  des  suites  et  les  lois  de  leur  convergence, 
imprimé  d’abord  dans  les  Comptes  rendus  de  l’Aca- 
démie  des  Sciences , et  plus  tard , avec  des  additions 
importantes , dans  la  neuvième  livraison  des  Exer- 
cices d’ Analyse  et  de  Physique  mathématique  ; 5°  un 
Mémoire  sur  l’interpolation , d’abord  lithographié , 
puis  inséré  dans  le 'troisième  volume  du  Journal  de 
Mathématiques  deM.  Liouvilïe;  6°  divers  Mémoi- 
res sur  le  calcul  des  résidus , faisant  partie  des  Exer-1- 
cices  de  mathématiques  ; 70  un  Traité  inédit  du  calcul 
aux  différences  finies;  8°  enfin  un  cahier  manus- 
crit que  M.  Cauchy  a bien  voulu  me  confier,  et  qui 
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devait  former  le  troisième  volume  îles  Applications 
du  Calcul  infinitésimal  à la  Géométrie.  L’ensemble 
de  ces  Traités  et  Mémoires  formait  plus  de  io^o 
pages  in-4°  ; pour  le  resserrer  dans  les  limites  d’un 
seul  volume  in-8°,  il  a fallu  changer  presque  en- 
tièrement la  rédaction.  J’avais  à la  rendre  à la  fois 
plus  concise  et  plus  élémentaire;  puissé-je  avoir 
réussi  ! 

Ce  qui,  je  l’espère,  attirera  surtout  l’attention 
dans  ce  nouvel  ouvrage,  c’est  la  rigueur  et  la  netteté 
des  démonstrations.  La  rigueur  est  le  caractère , j’o-  * 
serais  presque  dire  le  caractère  distinctif  de  la  ma- 
nière de  M.  Cauchy;  son  esprit  éminemment  exact 
et  pénétrant  n’a  jaïnais  pu  s’accommoder  de  ces 
demi-preuves  auxquelles  tant  d’autres  géomètres  se 
sont  résignés.  Cette  rigueur  n’est  pas  ennemie  de  la 
simplicité,  elle  en  est  au  contraire  la  compagne  insé- 
parable. Une  démonstration  incomplète  est  une  dif- 
ficulté cachée,*  mais  non  résolue,  qui  tôt  ou  tard  se 
fera  jour  et  deviendra  la  source  de  difficultés  plus 
grandes  encore;  une  preuve  rigoureuse  est  toujours, 
au  contraire,  unedifficultévaincue.  Avant  que  M. Cau- 
chy publiât  ses  Traités,  les  démonstrations  des  théorè- 
mes fondamentaux  du  Calcul  différentiel  reposaient 
trop  souvent  sur  la  considération  de  certaines  séries 
que  l’on  employait  sans  discernement , sans  avoir  pu 
s’assurer  qu’elles  étaient  convergentes,  ou  qu’elles 
étaient  l’expression  exacte  des  fonctions  qui  sem- 
blaient leur  avoir  donné  naissance.  C’était  un  vérita- 
• ble  abus  contre  lequel  M.  Cauchy  n’a  pas  cessé  de 

b.  . 
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réclamer  ; il  n’a  jamais  eu  recours  à un  développe- 
ment en  série  sans  avoir  d’abord  mis  en  évidence  sa 
possibilité , sa  forme , sa  convergence , son  existence 
e»  un  mot,  comme  expression  de  telle  fonction 
donnée.  Je  crois  pouvoir  affirmer  sans  crainte  qu’en 
étudiant  ou  en  enseignant  ces  Leçons,  on  ne  rencon- 
trera pas  une  seule  démonstration  qui  ne  satisfasse 
pleinement  l’esprit.  Je  suis  même  convaincu  que  dès 
qu’on  se  sera  familiarisé  avec  les  notations,  d’ailleurs 
très  simples  et  très  élégantes,  de  M.-  Cauchy , on  sera 
forcé  de  reconnaître  que  ses  méthodes  sont  les  plus 
élémentaires  de  toutes. 

J’ai  cru  devoir  prendre  pour  base  et  pour  point 
de  départ  du  Calcul  différentiel  la  considération  de 
la  fonction  dérivée,  dont  on  se  fait  toujours  une  idée 
nette  et  précise  en  disant  qu’elle  est  la  limite  du  rap- 
port de  l’accroissement  de  la  fonction  à l’accroisse- 
ment de  la  variable  indépendante.  De  la  définition 
de  la  dérivée  je  passe  à la  différentiélle , qui  est  le 
produit  de  la  dérivée  par  l’accroissement  arbitraire 
attribué  à la  variable  indépendante.  Je  n’ai  pas  craint 
de  dire  que  cette  différentielle , regardée  par  Euler 
comme  rigoureusement  égale  à o,  est  en  réalité  une 
quantité  indéterminée  finie  ou  indéfiniment  petite, 
suivant  que  l’accroissement  arbitraire  attribué  à la  va- 
riableindépendante  est  lui-même  fini  ou  indéfiniment 
petit  : de  fait  cependant , dans  le  calcul  différentiel 
considéré  comme  distinct  du  calcul  aux  différences 
finies,  la  différentielle  est  toujours  une  quantité  très 
petite.  M.  Cauchy  a cru  , dans  ces  dernières  années, 
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devoir  donner  de  la  différentielle  une  définition  di- 
recte, immédiate,  indépendante  de  la  considération 
des  fonctions  dérivées.  Se  rapprochant  des  idées  de 
Maclaûfin  et  de  d’Alembert,  il  appelle  différentielles 
des  quantités  dont  les  rapports  sont  équivalents  aux 
dernières  raisons  des  accroissements  que  peuvent 
prendre  simultanément  les  variables,  lin  partant  de 
cette  définition  on  peut  calculer  les  différentielles 
sans  passer  par  les  dérivées,  comme  je  l’ai  fait  voir 
avec  détail  dans  la  quatorzième  leçon  ; niais  je  n’ai 
pas  voulu  la 'prendre  pour  point  de  départ  : elle 
n’est  réellement  avantageuse  que  lorsqu’il  est  ques- 
tion des  fonctions  de  plusieurs  variables  indépen- 
dantes; j’aurais  craint , en  l’employant  trop  tôt,  de 
jeter  quelque  obscurité  sur  les  principes  du  Calcul 
différentiel  qu’il  importait  tant  d’éclaircir. 

On  verra  que  je  me,  suis  efforcé  de  faire  compren- 
dre parfaitement  le  sens  des  notations  du  Calcul  dif- 
férentiel et  de  leur  enlever  tout  ce  qu’elles  pouvaient 
présenter  d’obscur  ou  d’ambigu.  Je  regrette  de  n’a-  * 
voir  pas  banni  complètement  de  ces  leçons  les  no- 
tations vagues  et  incommodes  -f , %dx,%,  , 

v dxdxdx  dy 

^ dx,  ^ dx,  pour  leur  substituer  les  notations 

plus  tranchées =DX  f,  dxy,  z'=D*z,  z7'=Drz, 
dxz , dy.z,  etc. 

Puisque  le  développement  des  fonctions  en  séries 
n’est  qu’une  des  .nombreuses  applications  du  Calcul 
différentiel , j’ai  cru,  toujours  en  suivant  M.  Cau- 
chy, et  quoique  l’opinion  contraire  ait  été  soutenue 
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par  Lagrange , dans  son  remarquable  et  célèbre  ou- 
vrage sur  le  calcul  des  fonctions,  qu'il  importait 
d’établir  les  principes  fondamentaux  de  cette  bran- 
che importante  de  l’analyse,  indépendamment  de 
ce  développement  ou  indépendamment  de  la  for- 
mule de  Taylor.  M.  Cauchy  ramène  dans  tous  les 
cas  le  calcul  des  dérivées  à la  considération  des 
valeurs  que  prennent  pour  x = o les  trois  ex- 

I 

pressions  ( i -+-  j?)x  , -O-Th*). , ; cette  méthode 

paraît  au  premier  abord  trop  subtile , elle  n’est  réel- 
lement qu’ingénieuse , et  il  est  presque  impossible 
de  l’éviter  sans  tomber  dans  quelque  cercle  vicieux, 
ou  sans  cesser  de  marcher  du  simple  au  composé. 
Il  est  d’ailleurs  utile  de  montrer  de  bonne  heure 
aux  élèves  le  parti  qu’on  peut  tirer  d’une  heureuse 
transformation  analytique. .Dans  une  Note  sur  la  li- 


mite de 


insérée  dans  le  dernier  numéro  du 


.Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées , 

M.  Liouville  dénonce  comme  insuffisantes  les  dé- 
monstrations dont  on  fait  ordinairement  usage  pour 
prouver  que  cette  limite  a pour  valeur  le  nombre 

e=  i 4- •-•+-  — 1-  etc.  J’aime  à croire  que  cette 

observation  ne  s’étend  pas  à la  marche  suivie  par 
M.  Cauchy,  et  que  M.  Liouville,  dans  sa  pen- 
sée du  moins,  a fait  une  exception  en  faveur  de 
son  illustre  confrère.  Dans  tous  les  cas , comme 
cette  limite  est  pour  M.  Cauchy  la  ba$e  du  Calcul  * 
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différentiel,  je  ne  puis  me  dispenser  de  faire  res- 
sortir en  peu  de  mots  la  rigoureuse  exactitude  de 
§a  méthode.  Il  n’a  pas  à prouver  que  la  limite  de 

l’expression  ( i + - ) est  égale  au  nombre  e , cette  vé-  9 


rité  est  pour  lui  le  résultat  d’une  définition,  car 
il  appelle  e cette  limite,  qui  , toujours  la  même 
quel  que  soit.r,  positif  ou  négatif, .entier  ou  fraction- 
naire, est  une  quantité  finie  plus  grande  que  a et 
plus  petite  que  3.  La  seule  ch(*e  à démontrer,  pour 
M.  Cauchy,  c’est  que  le  nombre  e ainsi  défini  est 
égal  à la  somme  i -+-  | +r^+,  ~ -t-etc.,  cequ’il 
fait  très  rigoureusement  quand,  après  avoir  prouvé 

!..  JC  X* 

que  la  sérié  e*  = 1 -f-  --+- - — --f-  etc.  . . est  conver- 
gente quel  que  soit  x , il  y fait  x = i . 

Au  point  de  vue  où  je  me  suis  placé  avec  M.  Cau- 
chy, la  cinquième  leçon,  sur  les  relations  qui  existent 
entre  les  fonctions  d’une  seule  variable  et  leurs  dé- 
rivées, est  la  plus  essentielle  de  toutes.  Elle  contient 
réellement  en  germe  Je  Calcul  différentiel  et  leCalcul 
intégral  tout  entier,  avec  leurs  plus  importantes  ap- 
plications. Quand  les  élèves  l’auront  bien  comprise, 
rien  ne  pourra  plus  les  arrêter.  Les  démonstrations 
des  deux  théorèmes  fondamentaux  de  cette  leçon 
me  semblent  ne  laisser  rien  à desirer  sous  le  rapport 
de  la  simplicité  et  dé  la  clarté  ; elles  demandent  ce- 
pendant à être  l’objet  d’une  étude  sérieuse , car  la 
généralité  de  ces  théorèmes  leur  donne  je  ne  sais 
quelle  apparence  d’abstraction  qui  effraie  an  pre- 
mier abord. 
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J’ai  rangé  dans  le  meilleur  ordre  possible  les  ap- 
plications analytiques  du  Calcul  différentiel;  on 
n’étudiera  pas  sans  intérêt  et  sans  fruit  la  leçon  sur 
• les  quantités  infiniment  petites,  et  les  règles  dont 
l’ensemble  constitue  la  méthode  infinitésimale.  Dans 
les  dernières  années  de  sa  vie,  le  grand  géopiètre 
enlevé  trop  tôt  à la  France,  dont  il  faisait  la  gloire, 

M.  Poisson,  déc  la*ra  la  guerre  à la  théorie  des  fonc- 
tions telle  que  l’avait  faite  le  génie  de  Lagrange,  et 
s’arma- de  toute  sa  puissance  pour  ramener  le  monde 
savant  à la  méthode  infinitésimale.  Il  affirma  que 
les  infiniment  petits  ne  sont  pas  seulement  itn  moyen 
d’investigation  imaginé  par  les  géomètres,  mais 
qu’ils  ont  une  existence  réelle,  c’est-à-dire  qu’il 
existe  des  grandeurs  qui  ne  sont  point  milles,  qui 
même  peuvent  être  doubles,  triples,  quadruples 
d’autres  grandeurs  , et  sont  cependant  moindres  ac- 
tuellement que  toute  grandeur  donnée.  Quoique 
appuyées  d’une  si  imposante  autorité,  ces  assertions  . 
furent  vivement  combattues  et  repoussées  : elles 
n’énonçaient  pas  seulement  on  mystère  dont  la 
raison  aurait  pu  s’effrayer  sans  avoir  le  droit  de  le 
rejeter;  beauconp  d’esprits  judicieux  y virent  une 
évidente  impossibilité.  En  effet , ou  ces  grandeurs, 
plus  petites  que  toute  grandeur  donnée,  sont  encore 
étendues  et  divisibles,  ou  elles  sont  simples  et  indi- 
visibles : dans  le  premier  cas  leur  existence  est  une 
chimère,  puisque,  nécessairement  plus  grandes  que 
leur  moitié,  leur  quart,  etc.,  elles  ne  sont  pas 
moindres  actuellement  que  toute  grandeur  donnée; 
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dans  la  seconde  hypothèse,  elles  ne  seraient  plus  des 
grandeurs  mathématiques,  les  adopter;  ce  serait 
renoncer  à l’idée  du  continu  divisible  à l’infini, 
point  de  départ  nécessaire  et  fondement  de  toutes 
les  sciences  mathématiques.  Quelques  applications 
moins  heureuses  de  ces  principes,  dont  le  plus  grand 
inconvénient  était  de  ramener  trop  ouvertement  la 
science  à son  berceau,  firent  mieux  comprendre 
la  nécessité  des  méthodes  plus  rigoureuses  dont 
MM.  Poinsot  et  Cauchy  s’étaient  faits  les  défenseurs. 
Pour  ces  géomètres,  un  infiniment  petit  n’est  qu’une 
quantité  variable  ou  indéterminée  qui  a zéro  poiu’ 
limite,  qui  peut  décroître  indéfiniment  sans  s’arrê- 
ter à une  valeur  appréciable;  une  quantité  qui,  prise 
isolément,  peut  être  conçue  plus  petite  que  toute  ' 
quantité  donnée.  Il  suffit  de  cette  définition  pour 
mettre  hors  de  doute  les  règles  fondamentales  de  la 
méthodeinfinitésimale.  Convenablement  appliquées, 
ces  règles  ne  peuvent  pas  égarer;  si  j’ai  évité  d’en 
faire  usage,  c’est  uniquement  parce  que  Jeur  em- 
ploi entraîne  nécessairement  des  considérations  pré- 
liminaires assez  délicates,  qui  font  perdre  à la  mé- 
thode infinitésimale  le  seul  avantage  qu’on  semblait 
ne  pouvoir  pas  lui  disputer,  la  promptitude  avec  la- 
quelle elle-  conduit  au  but.  Pour  faire  mieux  com- 
prendre ma  pensée,  je  me  hâte  de  recourir  à un 
exemple.  Si  l’on  veut  obtenir  par  la  méthode  infini- 
tésimale la  différentielle  de  l’arc  s d’une  courbe,  il  ne 
suffit  pas  de  remarquer  que  l’accroissement  As  de 
l’arc  étant  sensiblement  égal  à sa  corde  , on  a 
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à*=  \ / I — (—  - , 

àx  V âx  * ’ 

— = ds=\/dx'->rdyx. 

Pour  que  cette  marche  soit  admissible,  il  faut  néces-  * 
sairement  démontrer  avant  tout  que  l’accroissement 
de  l’arc  diffère  de  la  corde  d’une  quantité  infini- 
ment petite  du  second  ordre,  ou  du  moins  que  le 
rapport  de  l’accroissement  de  l’arc  à sa  corde  a pour 
limite  l’unité.  Entravée  par  cette  démonstration  et 
ramenée  aux  proportions  de  la  méthode  que  nous 
avons  adoptée  dans  notre  Traité,  la  méthode  infini- 
tésimale devient,  ce  semble,  rigoureuse,  mais  en  ces- 
sant d’être  expéditive  , et  l’on  est  forcé  de  convenir 
que , très  avantageuse  quand  il  s’agit  de  prévoir  ou 
de  retrouver  les  résultats,  elle  ne  constitue  pas  à 
elle  seule  une  méthode  d’exposition  suffisamment 
exacte  et  classique. 

Pour  me  conformer  à un  usage  reçu  et  distinguer 
l’une  de  l’autre  les  formules  qui  donnent  les  déve- 
loppements de  F [x  + h ) suivant  les  puissances  as- 
cendantes de  h , et  de  F (x)  suivant  les  puissances  as- 
cendantes de  x , j’ai  appelé  la  première  formule  de  ' 
Taylor,  la  seconde  formule  de  Maclaurin;  mais  en 
réalité  la  gloire  de  ces  deux  formules , qu.’on  a voulu 
aussi  attribuer  à un  autre  géomètre  anglais,  ap- 
partient tout  entière  à Taylor,  comme  le  recon- 
naissent ouvertement  Maclaurirf  et  Stirling  dans 
plusieurs  endroits  de  leurs  ouvrages. 

Après  la  démonstration  si  simple  et  si  ingénieuse 
que  M.  Cauchy  a donnée  de  ces  deux  formules  fon- 
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da mentales,  je  ne  concevrais  pas  qu’on  put  recourir 
encore  à la  méthode  trop  imparfaite  et  trop  inexacte 
des  coefficients  indéterminés,  qui  suppose  tout  et 
. prouve  seulement  que  dans  tous  les  cas  où  les  fonc- 
tions F ( x ) et  F (x  h)  pourront  être  exprimées 
par  des  séries  convergentes  ordonnées  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  x ou  de  h , ces  séries 
coïncideront  avec  la  série  de  Maclaurin  ou  avec  la 
série  de  Taylor. 

On  renvoie  ordinairement  au  calcul  intégral  la 
décomposition  des  fractions  rationnelles  en  frac- 
tions simples,  et  pour  effectuer  cette  décomposition 
on  a recours  encore  à la  mauvaise  méthode  des  coef- 
ficients indéterminés;  M.  Cauchy  a montré  depuis 
lohg-temps  que  cette  décomposition  est  une  simple 
extension  delaformule  de  Taylor  au  cas  où  la  fonc- 
tion qu’il  s’agit  de  développer,  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  x — a,  devient  infinie  pourx  = a. 

La  douzième  leçon,  sur  les  formules  de  Moivre , 
sur  la  définition  ou  la  détermination  du  sens  qu’il 
faut  attacher  aiix  expressions  xa , A*,  Lx , sinx, 
cosx,  dans  le  cas  où  la  variable  x prend  une  valeur 
imaginaire,  mérite  aussi  beaucoup  d’attention.  Les 
notions  qui  s’y  trouvent  réunies  sont  malheureuse- 
ment fort  peu  répandues,  et  je  regrette  de  n’avoir  pas 
pu  entrer  à ce  sujet  dans  de  plus  grands  détails,  que 
i’on  trouvera  du  reste  dans  l’analyse  algébrique  de 
M.  Cauchy. 

Je  me  félicité  d’avoir  pu,  dans  la  dix-septième 
leçon,  donner  une  démonstration  élémentaire» de 
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cet  admirable  théorème  de  M.  Cauchy,  qui  ra- 
mène la  loi  de  convergence  des  séries  à la  loi  de 
continuité  des  fonctions  qui  leur  ont  donné . nais- 
sance, et  suivant  lequel  une  fonction  quelconque, 
réelle  ou  iinagirtaire,  d’une  variable  réelle  ou  ima- 
ginaire x,  est  développable  en  série  convergente 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x , 
tant  que  le  module  de  cette  variable  conserve  une 

t valeur  inférieure  à celle  pour  laquelle  la  fonction  et 
sa  dérivée  cessent  d’étre  finies  et  continues,  c’est-à- 
dire  cessent  de  prendre  pour  chaque  valeur  de  la 
variable  une  valeur  unique  et  finie , croissant  ou  dé- 
croissant infiniment  peu  avec  cette  même  variable. 
Ce  beau  théorème , en  ramenant  le  développement 
d’une  fonction  quelconque  F ( x ) à celui  de  l’expres- 
sion très  simple  — , fournit,  i°  une  démonstration 

âfiL  W * . * Z X 

très  remarquable  de  la  formule  de  Taylor;  i°  une 
expression  nouvelle  du  reste  de  cette  série.  Il  s’étend 
d’ailleurs  avec  une  extrême  facilité  au  cas  de  plu- 
sieurs variables  indépendantes. 

On  ne  trouve  dans  aucun  ouvrage  élémentaire 
la  démonstration  de  la  belle  série  donnée  par  La- 
grange pour  le  développement  des  fonctions  impli- 
cites ; il  faut  même  nécessairement  convenir  que  les 
raisonnements  par  lesquels  on  a essayé  jusqu’ici  d’é- 
tablir cette  série  laissent  beaucoup  à desirer;  on 
admettait  sans  preuves  la  possibilité  et  la  forme  de 
ce  développement,  on  prétendait  mettre  son  exis- 
tençe  hors  de  doute,  indépendamment  de  la  considé- 
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ration  des  valeurs  attribuées  à la  variable,  ce  qui  ne 
peut  être,  puisque  la  série  n’est  convergente  qu’entre 
certaines  limites  quelquefois  très  rapprochées.  Tl 
m’en  aurait  trop  coûté  de  laisser  dans  l’enseigne- 
ment une  si  grande  lacune;  cédant  à mes  vives  ins- 
tances, M.  Cauchy,  pour  qui  lutter  contre  une  dif- 
ficulté 'est  déjà  l’avoir  vaincue,  est  heureusement 
parvenu  à étendre  aux  fonctions  implicites  les  règles 
de  convergence  qu’il  avait  établies  pour  les  fonctions 
explicites , et  à donner  de  la  série  de  Lagrange  une 
démonstration  aussi  neuve  que  rigoureuse,  qui,  je 
n’en  doute  pas , sera  bien  accueillie  de  tous  les  géo- 
mètres. L’application  qu’il  a faite  de  cette  théorie . 
nouvelle  à une  question  importante , résolue  avec  de 
grands  efforts  par  le  célèbre  Laplace  dans  deux 
longs  Mémoires,  mettra  mieux  en  évidence  ses  im- 


menses avantages. 

On  a souvent  besoin , dans  la  théorie  du  contact 
des  courbes  et  dans  la  solution  de  plusieurs  autres 
questions  d’analyse,  de  comparer  entre  elles  les  dé- 
rivées de  deux  ou  de  plusieurs  variables  indépendan- 
tes prises  successivement  par  rapport  à diverses  va- 
riables considérées  comme  indépendantes.  Les  bases 
de  cette  comparaison  manquent  dans  la  plupart  des 
ouvrages  élémentaires,  j’ai  essayé  de  la  rendre  ri- 


goureuse et  facile  à l’aide  d’une  suite  de  théorèmes 
importants  dont  l’ensemble  forme  la  première  partie 
de  la  dix-neuvième  lèçon.  Pour  ne  renvoyer  au  Cal- 
cul intégral  rien  de  ce  qui  appartient  proprement 
au  Cg|cul  différentiel , j’ai  pris  soin,  dans  cette  même 
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leçon , d’établir  les  principes  et  les  formules  qui  ser- 
vent à l’élimination  des  constantes  ou  des  fonctions 
arbitraires  avec  l’aide  d’un  certain  nombre  de  dif- 
férentiations. 

Je  ne  m’étendrai  pas,  dans  cette  Introduction,  sur 
la  seconde  partie  du  Calcul  différentiel  ; elle  est,  plus 
encore  que  la  première,  l’ouvrage  de  M.  Cauchy; 
dans  l’impossibilité  de  mieux  faire,  j’ai  dû  souvent  me 
borner  à le  copier.  Après  m’être  ainsi  effacé,  j'aurai 
acquis  le  droit  de  dire  que  l’ensemble  de  ces  applica- 
tions géométriques  me  semble  véritablement  un  chef- 
d’œuvre.  Je  ne  crois  pas  qu’on  puisse  concevoir  plus 
de  précision  et  de  clarté  dans  les  définitions,  plus 
de  simplicité  et  de  rigueur  dans  les  démonstrations , 
plus  d’élégance  et  de  rapidité  dans  les  transforma- 
tions analytiques.  Dans  ce  bel  ensemble,  je  recom- 
manderai comme  plus  spécialement  dignes  d’at- 
tention, i°  les  considérations  si  ingénieuses  par 
lesquelles  M.  Cauchy  est  parvenu  à établir  les  équa- 
tions que  doivent  vérifier  les  coordonnées  des  points 
singuliers  ; a0  la  recherche  de  la  courbure , du  rayon 
de  courbure  et  du  centre  de  courbure  d’une  courbe 
plane  ou  quelconque;  3°  l’appréciation  du  contact 
des  courbes  ou  des  surfaces  courbes;  4°  la  détermi- 
nation des  rayons  de  courbure  et  des  lignes  de  cour- 
bure des  surfaces;  5°  la  recherche  des  équations 
finies  ou  aux  différentielles  partielles , des  surfâtes 
que  peuvent  engendrer  en  se  mouvant  dans  l’espace 
des  lignes  droites  et  courbes  de  forme  constante  ou 
variable,  soit  que  ces  surfaces  doivent  passer  par  * 
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Une  directrice  déterminée,  soit  qu’elles  doivent  être 
circonscrites  à une. surface  donnée  ; 6° enfin  la  théo- 
rie des  lignes  et  des  surfaces  enveloppes. 

Le  calcul  des  résidus,  création  de  M.  Cauchy, 
est  devenu  entre  ses  mains  un  puissant  instrument 
d’investigations  nouvelles  et  profondes.  Il  en  a dé- 
duit des  procédés  rapides  pour  la  détermination 
d’urt  nombre  immense  d’intégrales  définies  et  des 
méthodes  d’intégration  spécialement  applicables  aux 
équations  que  l’on  rencontre  le  plus  souvent  dans 
la  solution  des  problèmes  de  physique  mathéma- 
tique. J’ai  cru  dès-lors  rendre  service  aux  géomètres 
en  ajoutant  une  leçon  sur  les  principes  élémentaires 
de  ce  calcul , complément  nécessaire  du  Calcul  dif- 
férentiel. Le  calcul  direct  aux  différences  finies  avait 
aussi  naturellement  sa  place  dans  ce  premier  volume; 
j’ai  été  heureux  de  trouver  dans  les  manuscrits  de 
M.  Cauchy  tous  les  matériaux  de  la  quarante-cin- 
quième leçon.  On  verra  avec  plaisir  comment 
M.  Cauchy,  après  avoir  ramené  la  recherche  de  la 
différence  finie  de  l’ordre  n au  cas  très  simple  où  la 
fonction  donnée  F (x)  est  égale  à (Ve,  déduit  les  deux 
formules  fondamentales  du  calcul  aux  différences 
finies  de  la  considération  des  équations  symboliques. 

Deux  Notes  enfin  complètent  ce  volume.  La  pre- 
mière a pour  objet  les  formules  nouvelles  d’interpo- 
lation de  M.  Cauchy,  qui  sont  peut-être  l’un  de  ses 
plus  beaux  titres  de  gloire,  et  qui  bientôt,  je  l’es- 
père , seront  exclusivement  adoptées , parce  qu'elles, 
peuvent  seules  résoudre  le  problème  de  l’interpola- 
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lion  avec  une  approximation  certaine  et  suffisante. 

Je  n’aurais  pas  assez  fait  pour  Ja  clarté  fie  cet  ou- 
vrage si  je  ne  donnais  pas  quelques  explications  au 
sujet  d’un  procédé  d’élimination  employé  presque  à 
chaque  page  et  à l’aide  duquel  on  échappe  souvent 
à d’immenses  calculs.  Quand  il  s’agit  de  déduire 
d’un  certain  nombre  d’équations  les  valeurs  d’un 
nombre  égal  d’inconnues,  M.  Cauchy  a presque 
toujours  soin  de  ramener  ces  équations  à une  suite 
de  fractions  égales  dont  les  numérateurs,  toutes  les 
fois  que  la  chose  est  possible,  renferment  la  pre- 
mière puissance  d’une  seule  des  inconnues.  Cette 
transformation  faite,  il  achève  l’élimination  avec  une 
dextérité  admirable,  en  égalant  chacune  de  ces  frac- 
tions multipliée,  s’il  est  nécessaire,  par  un  facteur 
convenablement  choisi , au  rapport  que  l’on  obtient 
en  divisant  la  somme  des  numérateurs  par  la  somme 
des  dénominateurs,  ou  la  racine  carrée  de  la  somme 
des  carrés  des  numérateurs  par  la  racine  carrée  de 
la  somme  des  carrés  des  dénominateurs.  Le  choix 
des  facteurs  n’est  jamais  entièrement  arbitraire  ni 
par  conséquent  difficile , parce  que  les  équations 
mêmes  de  la  question  indiquent  toujours  ce  qu’ils 
doivent  être.  Pour  mieux  faire . comprendre  cette 
méthode  si  ingénieuse  et  si  féconde,  reprenons  un 
instant  l’exemple  de  la  page  279.  Il  s’agit  de  trouver 
le  rayon  de  courbure  et  les  coordonnées  polaires 
du  centre  de  courbure , d’une  courbe  plane  quel- 
conque; les  trois  inconnues  /%,  d{  et  p doivent  satis- 
faire à l’équation  du  cercle  osculate'ur  et  à ses  équa- 
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tions  différentielles  du  premier  et  du  second  ordre  : 
ces  trois  équations  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

(1)  [r,  sin(a  — a,)]*  -+-  [r,  cos  (a  — a,)  — r]*  = f.*, 

(2)  rr,sin(a  — u,)du  — [rt  cos(a  — «,)  — r\dr  = o, 

(3)  /•1sin(a  — a,)[rrf*a  + 2rfarfr] 

— [r,cos(a — a,) — r\(d*r — rdu1)— — {dr1-\-r‘du1)\ 

on  tire  de  la  seconde 

/•,cos(a  — a,)  — r r,sin(a  — a,) 

rdu  dr 

Les  inconnues  r,,  u,  ne  sontpasiciau  premier  degré, 
mais  il  est  facile  de  voir  que  dès  qu’on  aura 
r,  cos  ( u — u<)  et  r,  sin(«  — w,) , on  aura  immédiate- 
ment r,  = r?  sin*  (a  — «,)  et 

sin(u  — «,)  ou  cos(«  — u,),  et  par  suite  De 
plus  l’équation  (1)  montre  qu’en  divisant  la  racine 
carrée  de  la  somme  des  carrés  des  numérateurs  des 
fractions  qui  précèdent  par  la  racine  carrée  de  la 
somme  des  carrés  des  dénominateurs,  on  aura  le 

rapport  très  simple  p , dont  le  numéra- 

rr  r V/rfr*  + r*rfB> 

teur  renferme  la  troisième  inconnue  p au  premier 
degré.  Enfin  si,  ayant  égard  à l’équation  (3),  et 
après  avoir  multiplié  haut  et  bas  la  première  des  frac- 
tions par  d2r — rdu2,  la  seconde  par  rd2u H-  idudr, 
on  divise  la  somme  des  numérateurs  par  la  somme 
des  dénominateurs , les  inconnues  r,  et  «,  disparaî- 
tront et  l’on  obtiendra  le  rapport 

dr1 

r(drd1u  — dudxr)  -\-(?dr*  r*dux)  du  ’ 

T.  i.  c 
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qui  servira  immédiatement  au  calcul  des  trois  in- 
connues. Cet  exemple  suffit  pour  montrer,  dans 
tous  les  cas , la  marche  à suivre.  Il  est  bien  choisi, 
car  l’élimination  que  nous  venons  de  faire  aurait  été 
trop  pénible  par  d’autres  procédés. 

Les  théorèmes  sur  lesquels  reposent  cette  mé- 
thode d’élimination  de  M.  Cauchy  sont  d’ailleurs 
évidents , car  des  équations 


on  tire 


+ + etc.  a a' a" 

£-M'-M"+ete. 35  b ~ T'  ~ J"  etc*; 

a a a' a'  a"  a"  a a a' a.' a”  a"  a a' 

*°‘  Va  ~ Y7> ~W~  bu-hb'u'  + bu«"  =b=T,etC  '' 

a*  ^a’x a** a’-t-a'*  -+-  a"*-f-etc. 

V~V*~W!T  $»-+-  b,x-hb"'+  etc.’ 

a a' a" /a 1 -f-  a '*  + a "*  -f-  etc. 

b~b'~b"  V b'+-b,x+b"'+<AC: 


En  faisant  ressortir  ce  que  j’ai  trouvé  de  neuf 
et  de  vraiment  admirable  dans  les  travaux  de 
M.  Cauchy , j’ai  accompli  un  devoir  sacré , j’ai 
répondu  au  premier  besoin  de  mon  cœur.  Qu’il 
me  soit  permis  en  finissant  d’exprimer  ma  recon- 
naissance à quelques  savants  qui  m’ont  été  gran- 
dement utiles  par  leurs  bienveillants  conseils  ou  par 
leurs  écrits  : àM.  Lacroix,  le  doyen  de  cette  géné- 
ration de  géomètres  qui  a conquis  tant  de  gloire  à 
notre  France  et  qui,  par  ses  ouvrages  si  répandus, 
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fut  mon  premier  maître;  àM.JPoinsot,  qui  nous  a 
donné  dans  sa  Statique  un  modèle  incomparable  de 
rédac^m  claire  et  précise  que  les  auteurs  de  trai- 
tés classiques  doivent  s’efforcer  d’imiter;  à M.  Co- 
riolis,  dont  la  modestie  profonde  égale  le  grand 
savoir,  et  qui  a bien  voulu  me  confier  des  notes  ma- 
nuscrites sur  le  Calcul  différentiel  qu’il  avait  rédi- 
gées pour  l’École  Polytechnique.  Je  dirai  lifljeux 
dans  l’introduction  au  Calcul  intégral  tout  ce  que  * 
je  dois  à MM.  Sturm  et  Liouville , qui , jeunes  en- 
core, se  plaçant  au  premier  rang  des  analystes, 
préludèrent,  par  d’élégants  Mémoires  qui  leur  ont 
ouvert  les  portes  de  l’Académie  des  Sciences,  aux 
importants  travaux  par  lesquels  ils  soutiennent  si 
dignement  l’honneur  du  premier  corps  savant  de 
l’Europe. 


Paris,  a5  novembre  1840. 


ERRA  TA. 


Page  ao,  ligue  t,  au  lieu  de  second  facteur,  lises  second  terme 
Page  3»,  dernière  ligne , au  lieu  de'dw=( — sinx-f-  — i cosx), 

dv&zx.  — w l/— ï dx,  lises  dw  = ( — sin  x -+•  V/  — I cos  x)dx , 
dw  = sv  1/ — 1 dx 

Page  37,  ligne  3,'  au  lieu  de  F(x),  lises  /(x ) 

Page  4a,  lignes  5 et  6,  au  lieu  de  x , lire*  x„ 

Page  64,  ligne  a,  aulleude  pluspetît,  lires  plus  grand 
Page  71,  ligne  4 1 au  lieu  de  tang  x lises  arc  tangx 

Page  74,  ligne  dernière,  au  lieu  de  p„...  >u^>u„  , lises  . 


Page  80, ‘ ligne  14,  au  heu  de  Uses  — J^^^o 

Page  116,  ligne  ta,  au  lieu  de  1^^,  lises  p 

Page  iî8,  ligne  1 , au  lieu  de  bd?d^d[ u,  lises  bd'^dj.d',  u + etc. 

Page  i53,  ligne  t8,  au  lieu  de  -+-I0,  lises  -f  nl0 

t|  | , ^ ^ 

lires  l 

Page  279,  lignes  19,30,33,  au  lieu  de  r cos  (b — u,),  lises  r,cos(u— u,). 
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PREMIÈRE  PARTIE.  v-v  v '/ 


PRINCIPES  GÉNÉRAUX  ET  APPLICATIONS  ANALYTIQUES. 


PREMIERE  LEÇON. 


Définitions.  — Des  variables  et  des  fonctions  continues  ou  discontinues, 
explicites  ou  implicites,  simples  ou  composées.  — Dos  limites  des 
fonctions.  — Dérivée  et  différentielle.  — Objet  du  Calcul  différentiel. 


1 . On  nomme  quantité  variable  celle  que  l’on  considère 
comme  devant  recevoir  successivement  plusieurs  valeurs 
différentes  les  unes  des  autres.  On  appelle  au  contraire 
quantité  constante,  toute  quantité  qui  reçoit  une  valeur 
fixe  et  déterminée.  Lorsque  des  grandeurs  variables  sont 
tellement  liées  entre welles  que  les  valeurs  d’ùne*ou  de 
quelques-unes  étant  données  on  puisse  en  conclure  toutes 
les  autres,  on  conçoit  ces  diverses  grandeurs  exprimées 
au  moyen  d’une  ou  de  plusieurs  d’entre  elles  qui  prennent 
le  nom  de  variables  indépendantes;  les  autres  grandeurs , 
exprimées  au  moyen  des  variables  indépendantes,  sont  ce 
qu’on  appelle  des  fonctions  de  ces  variables. 

2.  Les  fonctions  sont  explicites  et  s’expriment  à l’aide 
des  notations  y = F{:r),  y ==  f(x ),  z = F(x,y), 
3 =/(*»Jr)»  « = F(x,  y,  z),  u — f (x,  y,  z ),  quand 
les  valeurs  des  variables  dépendantes  sont  données  immé- 
diatement par  des  équations  résolues  : elles  sont  impli- 
cites lorsque  les  variables  dépendantes  sont  liées  aux 

T.  x.  x 
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variables  indépendantes  par  des  équations  non  résolues 
= °>  /(*>  jr)  = o. 

Il  est  important  de  remarquer  que  si  deux  fonctions 
sont  représentées  par  la  môme  caractéristique  F ou  J",  ou 
f ? ou  X’  ctc-  > ®Ues  sont  formées  de  la  même  manière  au 
moyen  des  variables  qu’elles  renferment. 

3.  Les  fonctions  se  divisent,  i°  en  fonctions  simples  ou 
composées  suivant  qu’elles  résultent  d’une  ou  de  plusieurs 
opérations  effectuées  sur  les  variables;  2°  en  fonctions 
algébriques  rationnelles  ou  irrationnelles  lorsqu’elles  ré- 
sultent des  cinq  premières  opérations  de  l'algèbre , et  en 
fonctions  transcendantes. 

-I.  Une  fonction  y — F (x)  est  continue  lorsqu’à  cha- 
que valeur  de  la  variable  répond  une  valeur  unique  et 
finie  de  la  fonction,  et  que  de  plus  un  changement 
infiniment  petit  h = Ax  dans  la  valeur  de  la  variable 
indépendante,  produisant  dans  la  valeur  de  la  fonc- 
tion un  changement  Ay  infiniment  peti  t,  la  différence 
Ay  = F (x  -| -h)  — F (x)  = F(x-4- Ax)  — F(x)  est  infi- 
niment petite.  Si  ces  deux  conditions  ne  sont  pas  rem- 
plie la  fonction  est  discontinue.  On  appelle  ici  infini- 
ment petite  une  quantité  très  petite  qui  a o pour  limite, 
qui  peut  décroître  indéfiniment,  sans  s’arrêter  à une  va- 
leur appréciable,  ou  une  quantité  que  l’on  peut  concevoir 
plus  petite  que  toute  quantité  donnée.  Les  changements 
Ax,  Ayr  peuvent  être  positifs  ou  négatifs,  on  les  désigne 
cependant  toujours  sous  le  nom  d’accroissements. 

5.  Lorsqu’une  première  variable  dépend  d’une  ou  de 
plusieurs  quantités  qui  dépendent  elles-mêmes  d’une  ou 
de  plusieurs  autres  variables,  on  dit  que  la  première  va- 
in able  est  fonction  de  fonction.  Exemple  : si  l’on  a 

z = FO),  y — f (*)» 

z sera  une  fonction  de  fonction  de  x. 
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6.  On  appelle  en  général  limite  d’une  fonction , la  va- 
leur vers  laquelle  elle  converge  loi-sque  la  variable  dont 
elle  dépend  converge  elle-même  vers  une  valeur  déter- 
minée. Cette  limite  peut  se  présenter  d’abord  sous  une 
forme  indéterniinée , et  pour  la  calculer  il  faut  souvent 
recourir  & divers  artifices.  Ainsi,  par  exemple,  les  fonctions 

/ \x  L(f-4*-ar)  , 

y — ( i -H  ar)  , y — se  présentent  pour  x — o 

sous  les  formes  indéterminées  i® , ~ , et  acquièrent  ce- 
pendant, pour  la  valeur  o donnée  à la  variable,  les  va- 
leurs finies  e = 2,  71828...:  Le  =r-,  a étant  la  base 

du?  système  de  logarithmes  désignés  par  L,  et  1 représen- 
tant les  logarithmes  pris  dans  le  système  dont  la  base  se- 
rait e ou  les  logarithmes  népériens  et  hyperboliques.  La 
considération  de  ces  deux  limites  étant  extrêmement  im- 
portante , nous  donnerons  ici  la  preuve  de  leur  existence 
et  le  moyen  de  les  calculer. 

La  variable  x en  convergeant  verso,  ou  plutôt  ~ en 

convergeant  vers  l’infiui,  peut  admettre  des  valeurs  posi- 
tives entières  ou  fractionnaires,  ou  des  valeurs  négatives. 
Examinons  d’abord  le  premier  cas. 

■ Si  - = m , m étant  un  nombrfe  entier , on  aura 

X ' 


, ~ ( 1 m m—l  1 

(<+'r)  = ( 1 -) J = I —I—  1 — | j 

' '•  \ mj  1 % _m* 


m m — 1 m — 2 1 

5 — ‘ — =q>-etc., 

12  3 mr 


ou,  en  effectuant  la  division, 


I I I 


2 3 4 \ m 


- H |;)+etc-> 


m 


1.. 
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lorsque  x est  très  petit  ou  m très  grand,  tous  les  termes 

i » . I 

du  second  membre  sont  positifs,  la  limite  de  (i-+-a:)x 
est  donc  un  nombre  plus  grand  que  2.  De  plus  le  second 
membre  croîtra  certainement  si,  après  avoir  négligé  les 
I 3 3 * 

termes  négatifs, , on  remplace  chacun 

m m m 

des  dénominateurs  3,  4i  5...  etc. , par  un  dénominateur 
plus  petit  2 ; nous  aurons  donc 
1 

lim.(  1 -f-x)*  <C2-l-T  + T*+"»-l_"iT_l_'**  etc*  ■—  3. 


La  limité  de  ( 1 +x)x  est  donc  comprise  entre  2 et  3.  On 
la  désigne  par  la  lettre  c,  et  l’on  aura  de  e,  qui  est  une 
quantité  incommensurable , une  valeur  très  approchée  en 
donnant  à m une  très  grande  valeur;  en  supposant,  par 
exemple,  m — 1 000  000 , on  trouve , à un  cent-millième 
près,  e = 2,71828. 

Si  - est  un  nombre  fractionnaire , il  sera  compris  entre 

X 1 

deux  nombres  entiers  consécutifs  m et  n = m 1 , et 
l’on  aura 


1 

- = m -f- fi—n  — 


1 


L’expression  ( 1 -+-  x)x  sera  donc  évidemment  renfermée 
entre  les  deux  suivantes  : 


1 


(■*£) 

(.-:■) 


■\ 
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Quand  x décroît  indéfiniment , ou  quand  m et  n croissent 
à l’infini , les  deux  quantftcs  ^ i + ^ 1 -f-^  j conver- 

gent l’une  et  l’autre  vers  la  limite  e,  tandis  que  les  expô- 
sants  1+^,1  ^ approchent  indéfiniment  de  la  limite  i$ 

» i 

il  en  résulte  que  les  deux  expressions  ^ i + , 

I 

et  par  suite  l’expression  intermédiaire  (i  x)x  conver- 
gent encore  vers  la  limite  e. 

Enfin  si  x devient  négatif,  i-f-x  sera  plus  petit  que 


i , l’on  pourra  poser  i -f-  x ■■ 


i “4™  ^ 


, a étant  mie  quan- 


tité positive  qui  converge  elle-même  vers  zéro,  et  l’on 
trouvera 

i f-*-‘  f I"|(  *.-<-«) 

(>+*)*=(>+*)  “ =L(  « 


puis  en  passant  à la  limite , lim.  ( i -f-  x)x  = <?. 
Considérons  maintenant  l'expression 
On  a 

l[(,+*/]  = H1±î.), 

donc 

lim.  ^ ^ — lim.  l£  ( i -f-jr)*  ] = Le, 

X 3 

ou,  en  vertu  d’un  théorème  connu, 

L(i-l-x)  i 

lim.— — —*■  = — . 


la’ 
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et  par  suite 


lim. 


Sl±îi  =!#='=, . 

x le 


On  trouvera  aussi  que  le  rapport  — — - a pour  limite  l’u- 
nité, lorsqu’on  fait  converger  x vers  la  limite  o.  En  effet, 
sinx  est  plus  petit  que  l’arc  x ; l’arc  à son  tour  est  plus 
petit  que  tango:  puisque  le  triangle  formé  par  la  tan- 
gente , la  sécante  et  le  rayon  R , et  qui  a pour  mesure 
ÿR  tang  x,  est  plus  grand  que  le  secteur  correspondant 
|Rx. 

On  a donc 


smx  . x 

<-  = 

x x 


sinx  sinx 

— - cosx. 

x tangx 


sinx 


Or  cosx  à la  limite  est  égal  à i,  .donc  le  rapport 

*«• 

toujours  compris  entre  deux  quantités  qui , à la  limite, 

sont  toutes  deux  égales  à l’unité,  aura  lui-même  l’unité 

..  . sinx 

pour  limite,  et  nous  aurons  lim.  — i. 

, A/  F(x-t-Ax) — F(x) 

7.  Le  rapport  — se  presenje  quand 


AX 


on  fait  x = o sous  la  forme  indéterminée  - et  acquiert 

néanmoins  en  réalité  une  valeur  finie , qui  est  en  général 
une  fonction  nouvelle  de  x,  et  exprime  la  tangente  tri- 
gonométrique  de  l’angle  que  fait  avec  l’axe  des  x la  tan- 
gente à la  courbe  j-  = F(x),  au  point  x, y.  Cette  fonc- 
tion nouvelle , limite  du  rapport  de  l’accroissement  de  la 
fonction  à l’accroissement  de  la  variable  indépendante, 
prend  le  nom  de  dérivée  et  se  désigne  par  l’une  desnota- 


/ T«/  \ r AT  i-  F(x-t-ax) — F (x) 

tions^  ou  F (x)  = lim.  — = lim.  — — - — - — — v . 

&X  A«2T 


8.  Puisque  le  rapport  — a pour  limite  F'(x),  il  faut 


AX 


qu’il  diffère  de  F'(x)  d’une  quantité  s qui  s’évanouisse 


Digitized  by  GcJOgle 


PREMIÈRE  LÉÇOH. 

avec  Ax,  on  aura  donc 

= P(I)+I) 

A X AX 

et  par  suite 

\ 

a/3=F(x-+-ax) — F(ir)= AxF'(x)+«  Ax=1y/A-r-|-i  Ax. 

Le  premier  terme  dè  l’accroissement  A y ou  le  produit  de 
la  dérivée  y par  l’accroissement  Ax  de  la  variable  indé- 
pendante, s’appelle  la  différentielle  de  la  fonction  y et  se 
désigne  par  la  notation  dy,  de  sorte  que  l’on  a identi- 
quement 

dy  —ÿbx  — F'(x)ax,  ou  même  dy  — y'dx  = F'(x)<£r, 

parce  qu’il  suit  des  définitions  données,  que  la  différen- 
tielle dx  de  la  variable  indépendante  est  égale  à son  ac- 
croissement. 

La  différentielle  sera  d’ailleurs,  en  général,  une  quan- 
tité finie  ou  infiniment  petite,  suivant  que  l’accroisse- 
ment Ax  = dx  sera  lui-même  fini  ou  infiniment  petit. 

Quand  Ax  est  infiniment  petit,  i doit  l’être  aussi,  puisque 

le  rapport  —■  doit  alors  différer  infiniment  peu  de  sa  li- 
mite j';  on  peut  done,  dans  l’équation  ^ =.y'  t,  né- 
gliger e par  rapport  à la  quantité  finie ce  qui  donne 
Ay  —y'Ax=  dy,  d’où  l’on  conclut  que  là  différentielle, 
lorsqu’elle  est  infiniment  petite,  est  sensiblement  égale  à 
l’accroissement  de  la  fonction  et  réciproquement.  t 

9.  La  recherche  des  dérivées  et  des  différentielles  des 
fonctions  simples  et  composées,  l’application  des  proprié- 
tés de  ces  différentielles.et  de  ces  dérivées  à diverses  ques- 
tions d’analyse  et  de  géométrie,  forment  l’objet  du  calcul 
différentiel. 
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DEUXIÈME  LEÇON. 


Calcul  des  dérivées  et  des  différentielles  des  fonctions  simples. 

y f _ ■>  ._  ' •••  • ;•  ' 


10.  La  dérivée  et  la  différentielle  d’une  quantité  cons- 
tante sont  nécessairement  nulles. 

On  trouvera 


4/  A*  _ 

.1».  Pour  jr=a+x..-  — =— -i,..- 

donc  lim.  ^ = / = i , dy—y'dx  — dx ; 


A* 

* " 

• a y 

2°.  Pour  y — a — 

. AX 


Al 

A X 


y>  — — i,  dy  —y'dx  = — dx-, 

• a y oax 

3°.  Pour  y—ax...-—  — 


» N 


AX  AX 

y —à,  dy  — y dx  = adx  ; 

M.. 

a a 


*.  a A 7 x+Ax^-*a:__ 

4».  Pour  r = - 


AX  (x— j— Ax)x*  ' 

ai  , . a<£r 

y=--^df^ydx=,-—-. 


&.y  (x-f-Ax)»— x* 

5°.  Pour  — ^ 
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9 


Ax 


— = «,  '(  I +«)“ — t=C, 


. a et  S seront  deux  quantités  qui  décroîtront  indéfiniment 
avec  A x , et  nous  aurons  * 

^ = x--V 

&X  *•  a 

l’équation  (i-+-a)fl  — i = ê donne 
« ^ 

(i  + «)*  = i +î|  1(  i + ff)  = «1  ( I -f- a); 

IJ  . 1 ( 1 -f—  et) 

or  les  deux  expressions  — — — et  — — y — - convergeant 

OL  b 

toutes  deux  vers  la  limite  i , nous  pouvons  poser 


y et  â étant  encore  des  .quantités  qui  convergent  vers  la 
limite  o;  ces  deux  équations  jointes  à celle  qui  précède, 
donneront 


i -f-  ^ £ 

— — , lun.  ~ = a, 

i -f-  y * 


et  par  suite  * 

A Y 

lim  — = y'  — ax“~‘,  dy  z=ydx  — ax“~'dx-, 

AX 

de  sorte  que  dans  tous  les  cas , pour  avoir  la  dérivée  d’une 
puissance  dé  x , il  faut  la  multiplier  par  son  exposant  et 
diminuer  ensuite  cet  exposant  d’une  unité  5 

% 

6°.  Pour  y=ax,  — = - - = ^-(aSx — 1)  , 

Ax  Ax  Ax'  ' 


posons  ar * — 1 = a,  d’où  Ax  = L ( 1 -f-  a),  nous 
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A 7 _ * 

Ax 


a1 


L(  i +*)  L(  i -{-*)’  . 


et 


Iim.  — 1 — = y — — = a*  \a , dy  — y'dx  — a*  1 adx  : 

Ax  * ^ 


si  a ==  e , y—  ex,  on  aura  y = ex,  dy  = e*dx  ; la  déri- 
vée de  ex  est  cette  même  exponentielle  -, 

% 

_ Ay  L (x+Ax) — Lx 

5°.  Pour  y=Lx,  — — — i - — — z , — -, 


• Ax 


posons 


il  vient 


Ax 

— = d’où  Ax  — ax. 


^=.L(1±Î)  lim.^  , = îf=  ■ 

Ax  x « Ax  • x xl« 


Ax 


dy  : 


L edx  dx 

X xla  ’ 


i . I , dx 

si  a = e , y — \x,  on  aura  y dy  = — ; 

**  X 


„ „ . ûr  sin(x-4-Àx) — sinx 

S».  Pour  y—smx,  ^ = -, ^ , 


en  posant 


d’où 


x Ax  ~ a b , x — a — b, 


, Ax  Ax 

a=x- 1 , b = — , 

2 2 

sin(x+ Ax) — sinx=sin(«-j-À) — sin(o  — ft)  = ?.siniros« 


. Ax 


= 2sm— -cos(  x-| j, 


Ax  \ 
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II 


il  vient 

. Ax 

. sin — 
Ar  ^ 

Ax  Ax 
2 


(*+t)’  Um’  ^=/=cos*=sin(*+i)  Ï 

d/  = cosx^ix  = sin  ^ x + ^ ^ </r; 


_ Ar  cos(x-f-Ax) — cosx 

q°.  Pour  r = cosx,  — = — - - , 

y J ’ Ax  • Ax 

. y . 

et  par  une  transformation  semblable  à celle  qui  précède, 


Ay 

_ 

AX 

lim 

AT_ 

' AX 

rf/  = 

sm- 


AX 


io°.  Pour  / = arc  sin  x, 


x = sin/,  cos/  = y' i — x1 , Ax  = sin(/  + A/)  — sin  /, 

AT 

i 


= ^=  — X 

a V 2 / AX  .A/ 


sm—  cos 
2 


lim.  — = y— — - — = — * , dy  ~ , 

AX  COS  J 1 — x* 


c4r 


ii°.  Pour  / = arc  cosx,  x = cos/ , sin/=l/i — x*, 

.A y . ( A/  \ 

ax  =cos(/4-  a/)  — cos  / = — 2 sin—  sinl  /+  — J, 


«TOf 


.y 
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Remarque.  Si  l’on  ajoute  les  différentielles  des  deux 
fonctions  arc  sinx,  arccosx,  on  trouvera  o,  ce  qui  doit 
être,  puisque  la  somme  de  ces  deux  arcs  est  évidemment 
égale  à une  quantité  constante  dont  la  différentielle  est 
nécessairement  nulle. 
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TROISIÈME  LEÇON. 

Dérivées  et  différentielles  des  fonctions  de  fonctions , des  fonctions 
composées  et  des  fonctions  implicites. 


H.  Supposons  que  z soit  une  fonction  de  fonction  de 
X,  déterminée  par  les  équations  z = F (y),  y =f(x)  5 
en  donnant  à x un  accroissement  Ax,  y et  z prendront 
des  accroissements  Ay,  A z , et  l’on  aura 


AZ  _F(jr+Ajr)— F(jr)_F(j-hAjr)-~ F(y)  Ay 

Ax  Ax  ù.y  Ax ’ 


• • p ( y —J—-  ùk  Y ) ~ p ( y ) . 

à la  limite , le  premier  facteur  -AL -LJ. LU.  devient 

évidemment  la  dérivée  de  z , prise  par  rapport  ày,  comme 
si  y était  variable  indépendante  ; désignons  cette  dérivée 
par  z 


' x* 


nous  désignerons  par  z x la  dérivée  de  z prise 

A a 
Âx* 


par  rapport  à x,  ou  la  limite  du  rapport  le  deuxième 


facteur 


Ly_ 

Ax 


a pour  limite  la  dérivée  y1  x ou  y de  y prise 


par  rapport  à x ; nous  avons  donc  en  dernier  résultat 

Z X = Z y y X'  • 

Ainsi  la  dérivée  d’une  fonction  de  fonction,  est  égale 
au  produit  de  deux  dérivées,  l’une  z r prise  par  rapport 
ky , comme  si  était  variable  indépendante , et  l’autre  y1  x 
prise  par  rapport  à x.  En  désignant  par  dxz,  drz,  dxy  les 
différentielles  de  z prises  par  rapport  à x et  à y et  de  y 
prise  par  rapport  à x,  on  aura  , n°  8,  en  vertu  des  défi- 
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nitions  admises, 

dzz  = zfxdx,  dri  = z'Tdjr,  dxy=/zdx  —y'dx, 
et  par  suite 

dzZ dj-z  dxy  dxz  , _ dyZ  d.y 

dx  dy'  dx  ’ dx  dy‘  dx  ‘ X' 

On  est  convenu  de  supprimer  les  indices  x,  y et  d’écrire 
simplement 

dz  dz  dy  dz  . dz  dr 

— = — . — . — dx  = ~dx. 

dx  dy  dx  ’ dx  dy  dx 

en  laissant  aux  dénominateurs  dx , dy , désormais  insé- 
parables des  numérateurs,  à désigner  que  les  dérivées  sont 
prises  tantôt  par  rapport  à y , tantôt  par  rapport  à X. 

Ainsi  ~ n’est  pas  proprement  une  fraction  ; mais  un  sym- 
bole , une  notation  qui  indique  la  dérivée  de  z prise  par 
rapport  ky.  On  écrit  cependant  souvent  dz  x=  ~ dx, 

au  lieu  de  ^ dx  = > parce  que  le  second 

membre  indique  suffisamment  par  sa  forme  que  la  diffé- 
rentielle du  Ier  est  prise  par  rapport  à x. 

Si  l’on  avait  u = F(»,  z=f(y),  y=xy(x), 

on  aurait  de  même 

F(z-f-  iz) — F (z)  /(y-f-sr)— -f(y)  Ajr 

àx  A«  \y  &x' 

• • 

Les  trois  facteurs  du  2e  membre  ont  respectivement  pour 
limites  les  dérivées  u',,  z'  r,  y'x  de  » par  rapport  su  z,  de 
z par  rapport  ky,  de  y par  rapport  k x ; ou  aura  donc 
u'x  — u, . z1  r .y1  x , et  la  dérivée  d’une  fonction  de  fonc- 
tions est  toujours^  égale  au  produit  des-  dérivées»  de  toutes 
les  variables  prises  chacune  par  rapport  à celle  qui  la  suit 
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ou  dont  elle  dépend  immédiatement,  comme  si  elle  était 
variable  indépendante.  En  admettant  les  notations  précé- 
dentes, on  aura 

dzti  d,u  djZ  dxy 
dx  dz  ' dy  dx  ’ 

que  l'on  écrit  simplement 

du du  dz  dy  du  dz  dy 

dx  dz  dy  dx  ’ dz  dy  dx 

Applications.  i°.  z = y,  z'  — y ' , dz  =.  dy. 

2°.  a = a ±jy, 

y étant  une  fonction  de  x,  on  aura 


dz 

dx 


dz  — ± dy, 


une  constante  ajoutée  à une  fonction  ne  change  rien  à sa 
dérivée  ou  à sa  différentielle , et  par  conséquent  deux  fonc- 
tions qui  ne  diffèrent  que  d’une  quantité  constante  ont 
la  même  différentielle  et  la  même  dérivée. 

„ dz  dy  dy 

3».  * = dz  = a-dx  = ady. 


On  ditférentie  sans  avoir  égard  à la  constante  qui  reste 
simplement  eu  facteur. 


4°.  z — 


a dz  a dy  a 

-,  ,Xj= 

y dx  y1  ■ dx 


f/a—  — — — r/x  — — (— 
y'dx 


y 


r dz  dr  , 

5U.  z—y*,  — =aya~' aya  y ^ 


dy 

dz  = aya  1 dx  = (i y a~ 1 dy  ; 
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*:  i i 1 -L  dy 

ti“.  z—Vf  = r~,  dzxx-y  dy,  dz=-~. 

La  différentielle  d’un  radical  du  second  degré  esl  donc 
toujours  égale  à la  différentielle  delà  quantité  sous  le  radi- 
cal divisée  par  le  double  du  radical. 

-<*.  z — ar,  — = aJ\a'~-,  dz  — a?\ady  ; 

' dx  dx 

dz  i dy  . y dy  i 

8°.  j = Lr,  — — -f- , dz—  dx  z=  - dy, 

~ dx  >1  adx  y\adx  y\a 

dz  dy  , dy 

u.°z  = sinr»  -r-  = cos r~ , dz  = cosy-- dx  = cosydy -, 

■ dx  dx  dx 


dz  .dy 

cosr,  — = — s)  n y—,dzz 
dx  dx 


il".  z=arcsmj^, 


dz 


- s\ny~-dx—  — sinx<-/>; 


dy 


dy  _ 
dx  — \/T- — y*  dx  ’ ~ l/(  —j1  ’ 

dy 


dz  I dy  , 

i z = arc  cosr,  — = dz  — - 

dx  i/>  —y*dx'  y/ \— y' 

La  règle  générale  est  donc  de  differentier  comme  si  y 

était  variable  indépendante,  puis  de  substituer  à ~ ou 

à dy  , leur  valeur  en  x tirée  de  l’équation  = f{pc). 

12.  On  calcule  avec  non  moins  de  facilité  les  dérivées 
et  les  différentielles  des  fonctions  composées. 
iu.  Pour  u = z ±.y,  on  trouve 


Sz  . Sy  , du  . . . -dy.dz 

= -*-.■  " =,ü=^±z  -£-7ii-  d“  = i*±'h 


SU 

sx  sx  Sx 


La  dérivée  ou  la  différentielle  de  la  somme  ou  de  la 
différence  de  deux  fonctions  est  égale  à la  somme  ou  à 
la  différence  des  dérivées  ou  des  différentielles  de  ces 
fonctions. 
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2°.  Pour  u 


zy  i 


• Su  — (z+àz)  Cr+Ar) — zy  w az  a r A 

**  ax  -sz;+-r^+^Aj!’ 


lim. 


AU 


, du  dy  dz 

ax~u  ~dx~zdi+^di= v+r*- 


Plus  généralement  si  w = vuzy... , on  trouvera 

, dw 

— ~fa~  llzy~ 'V- ■■ u>  + ‘‘,ly- • • z'  -J-  vuz. ..y  -f-  etc.  ; 
dw  = uzy . . . dv  -f-  vzy.  ..du  -f-  vuy.  ..dz  -f-  vuz. . . dy  -f-  etc.  ; 

c'est-à-dire,  que  pour  avoir  la  dérivée  ou  la  différen- 
tielle d’un  produit,  il  faut  dans  ce  produit  remplacer 
tour  à tour  chaque  facteur  par  sa  dérivée  ou  sa  différen- 
tielle et  faire  la  somme  des  produits  ainsi  obtenus. 

On  peut  arriver  d’une  autre  manière  à cette  conclusion. 
En  effet,  l’équation  w = vuzy...  donne 

w1  = v*u7z7y*...,  1«’“  = le» -Hii’ -Hz» -H j» -f.  etc- . 

en  différentiant  les  deux  membres  de  cette  équation  iden- 
tique, on  trouve 


dw 

w 


_ dv  du 

V U 


dz  dy 

■ — H + etc. , 

z y 


dw  = uzy.  ..dv -y  vzy.  ,.du-\-  vuy.  ..dz-\-  vuz.. . dy  -f-  etc. 


Nota.  Nous  avons  élevé  au  carré  pour  éviter  les  loga- 
rithmes imaginaires,  dans  le  cas  où  les  quantités  e,  «, 
z,  y...  seraient  négatives. 


Exemples  : 


Z — xl.r  , Z — X°  e~x. 


AZ  A T 

y z-L 

AX  AX 

rfr  + ày)’ 

lin,.  1“  = n'  = ÿ du 

AX  dx  y1  y a 


3°.  Pour  « = -,  — —(  ZJ±A-—Z 
y Ax  \y+Ay  y 


y J ax 
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La  différentielle  d’une  fraction  est  donc  égale  au  déno- 
minateur multiplié  par  la  différentielle  du  numérateur, 
moins  le  numérateur  multiplié  par  la  différentielle  du 
dénominateur,  le  tout  divisé  parle  carré  du  dénominateur. 
On  pourrait  arriver  au  même  théorème  de  la  manière 
suivante  : 


L’équation  il  = - donne 

, , . du  dz 

la1  = lz*  — 1 r* , — ~ — 
a , z 

1 4°.  Pour  il  — y', 


djr  ■ ydz  — zdy 

7’  7 


\u=z\y,  —=z—  -\-dz\y,  du=y‘  '[zdy-\-y\ydz]. 


13.  On  peut  déduire  de  l’examen  de  ces  divers  cas 
particuliers  la  règle  générale  suivante  : pour  différentier 
une  fonction  composée  quelconque,  il  suffit  de  différen- 
tier  tour  à tour  par  rapport  à chacune  des  fonctions  dont 
elle  est  formée,  comme  si  les  autres  étaient  constantes,  * 
et  de  faire  la  somme  des  quantités  ainsi  obtenues.  En 
vertu  de  cette  règle , les  équations 

v = uyz , u=  y* , u — .r*, 

donnent  bien 

di>  — yzdu  -J-  uydz  -f-  uzdy , du  = y‘~‘  (zdy  -f-  y\ydz) , 
du  x*(  l -f-  lx)  d.r. 


sin  x 

AppJicat.  r=tangx— dy. 


cosx  sin*x  , 

- dx  H — dx . 


cosx 


cos*x 


dx 


UU, 

dy  ~ "^7  = ('  + ten6*x)  foi 


y = cot  X : 


COS  X 

sin  x 


» dy  — ■ 

dx 


SI  Tl  X 


\dx~™ 3, 

sin  x sin1  x 


dy  — — = — ( I rot1  x)  dx  : 

sin’x  ' ' 
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r — arctangx,  x — tangj  — l'iLZ , dx~-djr 

cos  y cos*_y  ’ 

dy  — dx  cos*  y — — ^ 

J i-f-x*’ 

y=  arccotx,  dy  — — dx  sin’  y — — - ^ 

i-f-x1' 

Si  l’on  a plus  généralement  u = F (y,  z),  y et  z étant 
deux  fonctions  quelconques  de  x,  d’après  la  règle  ci-dessus 
énoncée,  la  différentielle  du  se  composera  de  deux  par- 
ties; l’une  sera  la  différentielle  de  F(y,  z)  prise  par  rap- 
port à y comme  si  x était  constant,  différentielle  que 
1 on  peut  et  que  l’on  doit  désigner  par  la  notation 
dF(y,  z)  dy  , . du 

— dj~  dxdX'  ou  simP,ement  d~ydyi I’autre  sera  la  diffé- 
rentielle-- dz  de  F (y , z)  prise  par  rapport  à x comme 

si  y était  constant;  on  aura  donc  du  = ~ dy  -f-  ~ dz  : 

or  cette  équation,  qui  est  d’une  très  grande  importance 
dans  la  recherche  des  différentielles,  peut  se  démontrer 
facilement  comme  il  suit.  En  effet,  donnons  à x un  ac- 
croissement A x,y,  z , u prendront  des  accroissements 
Ay,  Az,  Au,  et  nous  aurons  % 


En  passant  à la  limite,  le  ier  membre  devient  — • Te 

dx  ’ 

i"  terme  du  .'membre  est  ^ . d£  ouïe  produit  de^g  par 

la  ^déri  vée  de  F z)~u  prise  par  rapport  ày,  comme  si 

/était  seul  variable,  et  x constant.  Pour  mieux  connaître 
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ce  que  sera  à la  limite  le  second  facteur,  faisons  d'abord 
b.y  — o , il  devient 

F(r»  z-h  Az)  — F (y,  z)  as  r 
Csz  sx  ’ 

et  si  l’on  y fait  de  plus  Az  = o,  on  voit  évidemment  que 
ce  terme  à la  limite  est  bien  le  produit  de  ^ par  la  déri- 
vée de  F(jy,  z ) prise  par  rapport  à z , comme  si  z était 
seul  variable,  et  y constant.  Nous  avons  donc  réelle- 
ment 


du  du  dy 

dx  dy  dx 


du  dz 
dz  dx 


, du  , du  , 

et  du  — — dy  -j — dz . 

dy  ' dz 


Si  l’on  avait  iv  = F( y,  z,  u,  v,...),  on  trouverait  de  la 
même  manière 


div  , dw  dw  dw  . 

rf<v  = — fl r + — az  -j — — du  -j — — - dv  -f-  etc. , 
dy  dz  du  J 


dv 


et  la  règle  que  nous  avons  donnée  plus  haut  pour  la  dif- 
férentiàtion  des  fonctions  composées,  se  trouve  rigou- 
reusement démontrée  5 c’est-à-dire  que  pour  obtenir  la 
différentielle  d’une  fonction  composée,  il  suffit  de  difl’é- 
rentier  tour  à tour  par  rapport  à chacune  des  fonctions 
composantes,  et  de  faire  la  somme  des  différentielles 

ainsi  obtenues.  Ces  d^Fércntielles  dy,  ^ dz , ~ du, 

dy  J dz  du 

~ dv , s’appellent  les  différentielles  partielles  de  la  fonc- 
tion F {y,  z,  u , v,...). 

Exemple  : si  u — F (sin  x , cos  x) , en  posant  sin  x —y, 
cos  x=  z , on  aura 


et  si 


du  = — cos  xdx — sin  xdx  ; 

dy  dz 

a — cos'x-f-sin’z, 

du  — — 2 cos  xsinzrfx-J-  2 sin  x cos  xdx  — o. 


ce  qui  doit  être  puisque  cos2 x sin’a:  ==  1. 
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U.  Il  reste  à déterminer  les  dérivées  et  les  différen- 
tielles  des  fonctions  implicites. 

On  a déjà  vu  que  si  deux  fonctions  de  x , y et  z 
sont  identiquement  égales,  c’est-à-dire  offrent  toujours 
la  même  valeur,  quel  que  soit  x , l'équation  y — z en- 
traîne les  suivantes 


y-i-  sy  = z + nz, 


S=S’  r'=z''  dr—dz ; 


les  dérivées  et  les  différentielles  de  ces  fonctions  seront 
donc  aussi  toujours  égales.  De  plus,  si  une  fonction  de  x 
est  nulle  identiquement,  c’est-à-dire  quel. que  soit  x , sa 
dérivée  et  sa  différentielle  seront  encore  identiquement 
milles.  En  effet,  l’équation  identique  y =.  F ( x ) = o , 
donne 

y -+-  <1/  = F(ar  -f-  â.r) — F(jr)=o,  Ar  = ot  — = o, 

a* 


dy 

dx 


= 7'=°»  dy=o. 


Cela  posé,  considérons  une  fonction  implicite  quelconque 
donnée  par  l’équation  u = F (x , y)  = o.  Si  dans  cette 
équation  l’on  substituait  à y la  valeur  y = f(x ) qu’on  en 
retirerait  en  la  résolvant,  l’équalion  résultant  de  la  substi- 
tution, F[ar,  y(x)]=o,  serait  identiquement  nulle  ou  serait 
vérifiée  quelleque  fût  x , sa  différentielle  et  sa  dérivée  se- 
raient par  conséquent  milles  aussi.  Si  donc,  en  considé- 
rant y comme  tenant  la  place  de  sa  valeur  en  x,  011 
dillérentic  l’équation  F (.r,  y)  = o , il  faudra  égaler 
cette  différentielle  à o;  or  l’équation  F (x,y)  — o 11’est 
qu'un  cas  particulier  de  l’équation  u = F (y,  z),  celui 
où  u=  o,  y = J(x)  , z = X]  sa  différentielle  sera  donc 


du  , du 
— dx  4-  — rtr 
rlx  dy 


du  du 

et  nous  aurons  — dx  -| — - dy  = o , 
dx  dy 


r-  .rr-. 
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dy 

dx 


du 

dx 

du’ 

dy 


du 

' dx 

dy  — — — dx. 
du 

df 


II  est  donc  facile  dans  tous  les  cas  , sans  résoudre  l’équa- 
tion  F(a:,jy)  = o,  d’obtenir  la  dérivée  , ou  la  diffé- 

UX 

v 

rentielle  dy  5 il  suffit  pour  cela  de  prendre  les  dérivées  du 
Ier  membre  tour  à tour,  comme  si  x et  y étaient  variables 
indépendantes;  le  quotient  de  ces  dérivées  pris  en  signe 

contraire  donnera  la  dérivée^;  en  le  multipliant  par 

dx  ou  aura  la  différentielle  dy. 

Ier  Exemple: 

y3-^-xi — 3axyz=o;  ^ = 3x*  — - 3 ay , ~=3 y’  — 3 «x; 
donc 


dy_ 

dx 


x * — ay  ay—x 1 

y*—ax  y,-—ax‘ 


2e  Exemple  : 


du  du  „ , 

y*—xr—0,  —=y*\y—yxr~',  — =r  xy*~>  — x*  1 x; 

donc 


dy. 

dx 


yxX-1  — y1  1 y 
xy*~l  — x y 1 x 


y 1 — x.r  l > 

x*  — Xy  1 x ’ 


Nota.  Dans  les  équations  qui  précèdent , aux  notations 

— , — on  substitue  souvent  les  notations  équivalentes 
dx  dy 

dF  dF 

dx  ’ dy 
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QUATRIÈME  LEÇON. 

Ile»  dérivées  et  différentielles  successives.  — Changement  de  lu  variable 
indépendante.  — Différentielles  des  fonctions  imaginaires. 


15.  La  ilérivue  F'(x)  d’une  fonction  quelconque  F ( X ) 
étant  généralement  une  nouvelle  fonction  de  x,  elle  aura 
aussi  sa  dérivée  et  sa  différentielle,  et  l’on  conçoit  que 
d’une  fonction  donnée  F (x)  on  pourra  déduire  en  géné- 
ral une  suite  de  fonctions  nouvelles,  dont  chacune  sera 
la  dérivée  de  la  précédente.  Ces  fonctions  nouvelles  sont 
ce  qu’on  nomme  les  dérivées  des  divers  ordres  de  y ou 
F (.t),  et  on  les  indique  à l’aide  des  notations 

.j'*'",  . 

ou 

F'(x),  F"(jr),  F'"(a;)....  F(''-‘)(xj,  FC">(*). 

Ainsi  y'  ou  F'(x)  sera  la  dérivée  du  premier  ordre  de  la 
fonction  proposée  y — F(x)  \y"  ou  F "(x)  sera  la  dérivée  du 
second  ordre  dey  et  en  même  temps  la  dérivée  du  premier 
ordre  dey...  Enlin^(")  ouFt',)  (x)  (n  désignant  un  nombre 
entier  quelconque)  sera  la  dérivée  de  l’ordre  n de  y et  en 
même  temps  la  dérivée  du  premier  ordre  dey''~,,,  etc. 

16.  Comme  la  différentielle  dy  — y'dx , d’une  fonc- 
tion de  la.  variable  x est  une  autre  fonction  de  cette  va- 
riable, on  pourra  la  différencier  plusieurs  fois  de  suite, 
et  l’on  obtiendra  de  cette  manière  les  différentielles  des 
divers  ^ordres  de  la  fonction^.  11  semble  qu’il  faudrait  les 
désigner  par  les  notations  d.dy , d.d.dy.  . . d.d. d.d.dy  ; 
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*4  * 

mais  on  est  convenu,  pour  abréger,  de  les  écrire  de  la 
manière  suivante 

djr,  d'y,  d3y,  d*y, d"r. 

' 

Il  existe  entre  les  dérivées  et  les  différentielles  successives 
des  relations  remarquables  qui  peuvent  cependant  être 
regardées  comme  le  résultat  de  certaines  conventions. 

Pour  calculer  d'y,  il  faut  différentiel-  l’expression 
dy  =±y  dx-,  or  dans  cette  expression  on  regarde  le  facteur 
dx,  qui  est  l’accroissement  arbitraire  Ax  attribué  à la 
variable  a:  dans  la  première  différentiation , comme  in- 
dépendant de  cette  variable,  et  il  l’est  en  effet,  comme 
ne  variant  pas  avec  elle  : y'dx  = F' (x)dx  est  donc  un 
produit  dans  lequel  le  facteur  dx  est  constant,  et  dont  on 
obtiendra  la  dérivée  en  donnant  à x un  nouvel  accrois- 
sement Ax , et  prenant  la  limite  de  la  quantité 

&x  ’ 

limite  qui  est  évidemment  égale  à y'dx  : telle  est  donc  la 
dérivée  de  dy,  et  si  l’on  convient  de  prendre  le  second 
accroissement  Ax  égal  au  premier  dx,  la  différentielle 
de  dy  sera  y" dx',  et  l’on  aura 

d'y  — y" dx'. 

En  procédant  delà  même  manière,  on  aura  successive- 
ment 

tPy = d . y"dx 1 = dx'dy"—ymdxi,  d*y  =.y"'dx^..  ,dny  ~ yn)dx". 

La  différentielle  de  l’ordre  quelconque  n est  donc  égale 
à la  dérivée  de  l’ordre  n multipliée  par  la  puissance  nihn‘, 
dx ",  de  l’accroissement  arbitraire  attribué  à la  variable  x, 
et  réciproquement  la  dérivée  de  l’ordre  n,  y(n),  est  le  coef- 
ficient par  lequel  il  faut  multiplier  la  n‘ime  puissance 
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dx“  de  dx  = Ax , pour  obtenir  la  différentielle  de  l’or- 
dre». C’est  pour  cette  raison  quej-(n)  est  quelquefois  ap- 
pelé le  coefficient  différentiel  de  l’ordre  n. 

Appliquons  ces  principes  généraux  d’abord  aux  fonc- 
tions simples  : 


!°. 

y- 

— a - 

y = i,  y — o 

, ym  — o.. 

. y(") 

o, 

? 

o 

11 

>> 

•8 

II 

$ 

, d3y—0. 

II 

h 

o; 

2°. 

y 

= a - 

II 

K 

ï 

n 

V. 

H 

1 

O 

II 

O 

. .yR'>= 

o, 

$• 

II 

1 

fr 

ft. 

II 

o 

d^y  — o.  . 

,dny  = 

o; 

3°. 

y- 

— cix , y = a,  y"  = o , . . , 

•yw  =o, 

dy  — adx , 

d1y=  o... 

c 

II 

■h 

? 

4°- 

y 

a 

X 

— ax~' y’  ——  ax~' 

, y"  =•+■  2 ax~3.  . . 

yW 

= ( — i)"i.2.3 ...nax 

d'y  ~ ( — i )*i . a .3 . . . nax~  ("+ 1 '>dxn. 


Le  coefficient  ( — i)“  exprime  que  la  dérivée  est  accom- 
pagnée du  signe  — quand  n est  impair,  et  du  signe 
quand  n est  pair. 

5°.  y = x°,  y ~ ax**1 , y"  = a ( a — i )xa~I. ... 
jW  — a (a — i ) (a  — a). . (a  — -«  + i )x^-n; 
d'y  = a(a  — i ) . . . (a  — a -f-  i)xa~ndxa. 

Cette  dérivée  de  l’ordre  n ue  sera  jamais  nulle  si  a est  un 
nombre  fractionnaire  ou  une  quantité  négative,  mais  elle 
s’évanouira  si  a est  un  nombre  entier  m , quand  n sera 
égal  à m H-  i . Ainsi  la  dérivée  et  la  différentielle  de  l’or- 
dre (m  i ) de  oc"'  sont  nullcs  ; la  dérivée  de  l’ordre  m 
est  la  quantité  constante  m(m  — i)  (m  — a). . . i,  ou 

1.2.3...///.  * 

6°.  y = a1 , y1  — azla , y * — a*la* . . . , jM  = arla’‘  ; 

dn)y  — a*\andxn. 

Si 

a = c,  y = e*. . . , yO  — e*. . . , ddOy  — cxdxn , 
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toutes  les  dérivées  de  e*  sont  cette  même  exponentielle: 
Les  dérivées  successives  de  y = e-*,  sont 

y'  — y " ~ -f-  e~z.  . . jt")= z(. — i )ne~x, 
et  l’on  a N 

dny  — ( — i Yé~*dxn. 

'Ç  , I 

r = LM.y  = J-=jl^., 

- g . 1.  a.  3.. 

f — i y»- 1 

tliny  — .12.3 ..  .(n  — i )x~ndxn 

< a:" 

®0,  ^ = s*n  Æ>  ~ sin  ^ + -y,  y-"  = sin  ^ x -}-  2-^... 
rW  = »n^  + «^,  dt*)y=:sm(x-\-n^jdx".  ' 

sin  (*4 -n^J  n’a  que  quatre  valeurs  différentes;  n en 
effet  ne  peut  avoir  qu  une  des  formes  suivantes  : 

4/w,  4"*  + i>  4w  + a»  3. 

Dans  le  premier  cas 

sin  n = sin  (X  -+-  irmr)  = sin  x ; 

dans  le  deuxième  cas 

sin^ x -J-  n r=  sin  -J-  2mtt  + ^ = cosx; 
dans  le  troisième  cas 

sin^jc-J-w^  I = sin  {x  -f-  unir  -f-  -n)  — — sin  x-, 
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dans  le  quatrième  cas 


*7 


sin(x-f-  = sin  ^x  + zmn  -J-  3~^  = — 


cosx. 


Les  dérivées  de  sin  x n’offrent  donc  que  quatre  valeurs 
qui  se  reproduisent  périodiquement.  • 


Ici  encore  les  dériyées  n’ont  que  quatre  valeurs  distinctes, 
cos  x , — sin  x,  — cos  x,  -4-  sin  x,  qui  se  reproduisent 
péri  odiquement . 


i,  _2. 

i o°.  y — aresinx,  /—{ i — x* )”T , y"  — x(i  — x*)“> 

J*  = (i  -f-axJ)(i — *»)“,  etc.; 

— J.  —— 

ii°.  /—arc cosx,  /'= — (i — x1)  », /"— — x(i— x’)  1 , etc. 

17.  Quand  z était  une  fonction  de  fonction,  déterminée 
par  les  équations 

z = FCr)>  y = /(*)» 

nous  avons  trouvé 

, dz  dz  dy 
dx  'dy  ' dx  ’ 


en  différentiant  une  seconde  fois , et  remarquant  que 

est  une  fonction  de  y,  ~ une  fonction  de  x,  nous  au- 
rons 


d?z  d}z  dy 2 

dy 1 dx * 


. dz  d*y 

*"dïd&' 


„ d*z  , dz  . 
d2z  = — dy * +—  dly. 
dy  * J ^ dy  J . 
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Une  troisième  différentiation  donnerait 

d3z  d3z  dy3  d1 2 dy  d‘y  dz  d3y 

dx3  dy3  dx 3 dy 3 dx  dx*  dy  dx3  ’ 

d3z  . , . _ d'z  . . dz  „ 

3 ~ dy3  dj  + 3 df'  dyd'y  + dy  (Pf 

Exenlple:  z — 1^,  y — sinx. 

On  trouve 

■ » 

dy  =.  cos  xdx,  d'y  — — sin  jcdx1 , d3y  — — - cos xdx3 , 

dz  i i d'z i i d3z  2 2 

dy  y sinx’  dy * y*'  sin’ar’  dy3  j3  sin3x  ’ 

, ...  co  s x , dx  3 

dz  = d.  I sm  x — — — dx  , d'z  — d*  A sin  x zr  - — — — — , 
sinx  • sin'j: 

d'z  — a,.lsmjr=  —j—i — dx3. 

sia3  x 

Ces  exemples  suffisent  pour  montrer  la  marche  à suivre 
dans  tous  les  cas  particuliers. 

18.  Supposons  enfin  que  u soit  une  fonction  composée,  ‘ • 
ou  <jue  l’on  ait 

u = ¥(y,  z),  y=<p{x ),  z = x(x). 

Nous  avons  trouvé 


du du  dy  . du  dz 

dx  dy  dx'  dz  dx 


Difl’érentions  une  seconde  fois,  en  nous  rappelant  que 

d>r  sont  des  fonctions  immédiates  de  r et  de  z , et  des 
dy  dz 

fonctions  de  fonctions  de  x , tandis  que  ~ sont 

* dx  dx 

seulement  fonctions  de  x ; de  plus , désignons  par  les  no- 

d2u  d'n  , , , . ; . du  du  . , 

tatiôns  — — — , — r les  dérivées  de-;-,  -r- prises,  la  prc- 
dzdy  dydz  dy  dz  1 1 

mièrepar  rapporta  z,la  deuxième  par  rapport  à y , ou  ce 
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qu’on  obtient  en  différentiant  u d’abord  par  rapport  à y, 
puis  par  rapport  à z,  ou  en  premier  lieu  par  rapport  a z, 
et  en  second  lieu  par  rapport  à y ; nous  montrerons  plus 
tard  que  ces  deux  quantités  sont  égales,  ou  qu’on  a 

cela  posé,  nous  trouverons 


d*u 


d*u 


dzdy  dydz 

d*u  d*u  dy * 

dy*  dx* 


d*u  dy  dz  du  d*z 


du  d*y 
dy  dx1 

d1u  du  d*u  , t , du 

d*u  = - — dy*  ■\--—d*y-\-'X  y y dzdy -f-  — d z 
dy * «v  '■  - " 


dx * 


d*u  dz * 

dzdy  dx  dx^~  dz  dz*  dx*  ’ 

d*u 


dy 


dzdy 


dz 


dz ’ 


dz* 


Pour  différentiel'  une  troisième  fois,  on  désignerait 

d3u  d3u  . . , d*u  d*u 

nar  , les  dérivées  des  quantités  — , — , 

1 dzdy*  ’ dydz*  1 dy*  dzdy 

prises  pour  la  première  par  rapport  àz,  pour  la  seconde 

par  rapport  à z et  pour  la  troisième  par  rapport  à y. 
Nous  prouverons  aussi  plus  tard  que  ces  dérivées  offrent 

d3u  d3u  d3u 

seulement  deux  valeurs  distinctes 

^3“  — U—  — ^ “ — : dès  lors  il  serait  facile  d’é- 

dydz*  dz*dy  dzdydz 

crire  la  valeur  de  ^5  ou  de  d*u. 

Exemples  •.  u = yz , y = sin  x , z = cos  x , 

dy  — cos  xdx , d*y  = — sin  xdx* , 
dz  — — sin  xdx , d*z=  — cos  xdx* , 

du  du  _ d*u d*u d*u  d*u  

dÿ~~Z'  dz~~ dy*  °*  dz*  ° ’ dzdy  ~ dydz. 

du  — z coi  xdx  — j sin  xdx  — cos1  xdx  — sin1  xdx , 
d*u=  — cosxsinxrfx1  — 1 cosxsin xdx*  — cosxsin  x dx*, 

ou  enfin 

d*u  = — 4 sin  x cos  x dx*. 

O11  trouvera  facilement,  d’après  ce  qui  précède,  que  les 
dérivées  n'""''  des  fonctions 
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«==/,  + *,  «=J  — 8,  u = ay  bz  ■+■  etc  , 

« = ax"  -J-  ix'1-1  -4-  cx“~J . . . -J-  />x*  -+■  qx  + r,  • 
sont.. 

dn  [y  z)  = rfny  -{-  rf"z,*  d<-n\(y  — z)  ~ dny  — dns~, 
dn(ay  -f-  bz  -f-  etc. . .)  =r  ad  "y  + bdnz  -f-  etc. , 
dn(axn- j-  bx"~'  -+-...)  = 1.2.3..  . tiadxn , 
dH+'(axn  + bx"~‘  -J-etc.  ) = o. 

La  différentielle  n‘ime  d’une  somme  ou  d’une  différence, 
est  donc  encore  égale  à la  somme  ou  à la  différence  des 
différentielles  n'emf‘ . 

19.  Scolie.  Reprenons  les  équations 

y = f(x),  /=/'(x)=^;  * 

quand  x est  variable  indépendante  on  obtient  immédia- 
tement les  dérivées  et  les  différentielles  successives  en  re- 
gardant dx  comme  une  quantité  constante,  mais  si  x. 
cesse  d’être  là  variable  indépendante  et  devient  fonction 
d’une  autre  variable,  dx  sera  aussi  une  fonction  de  cette 
variable,  et  en  différentiant  plusieurs  fois  de  suite  les 
deux  équations 

r =/(*),  y =/'.(*)  = g..., 

et  ayant  égard  aux  règles  ci-dessus  établies , on  trouve 


dy  — f ( x )dx , d'y  ss  f" (x)dx'  -f- f'{x)d'x , 
d3y  = f'"{x)dx3  -f-  3 /"(x)dxd'x  +f’(x)d3x, 


4r 

dy  „ dx  dxd'y  — dyd'x 

~ dx * ^ * dx  -/~3  ’ 


’=  d. 


dxd'y  — dyd'x 
dx 3 


dx 3 

; 


dx 


dx  (dxd  3y — dyd  3x  ) — 3d*x(  dxd'y — dyd'x) 
. dx* 
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Ainsi,  i°  pour  passer  du  cas  où  la  variable  or  est  varia- 
ble indépendante  au  cas  où  elle  cesserait  de  l’ètre,  il  suf- 
fit de  substituer  aux  valeurs^-,  ~rr,  etc.,  des 

dx  dx1  dx 

dérivées  y,  y",  y w, ...  les  nouvelles  valeurs  données  f>ar 
les  équations  qui  précèdent;  2°  pour  revenir  au  cas  où  x 
serait  variable  indépendante,  il  suffit  de  supposer  la  diffé- 
rentielle dx  constante,,  et  par  suite  d*x= o,  dîx=^ o,  etc.; 
on  retrouvera  en  effet  de  cette  manière 


X 


dx'  7 ~ rfx1’ 


etc.; 


3°  dans  ces  substitutions  ou  dans  ces  changements  de  va- 
riable indépendante,  la  dérivée  du  premier  ordre  est  la 

seule  dont  l’expression  reste  la  même , de  sorte  que  les 

formules  qui  ne  contiendraient  que  des  dérivées  du  pre- 
mier ordre,  conserveront  seules  la  même  forme  dans  tous 
les  cas. 

20.  Pour  obtenir  les  dérivées  ou  les  différentielles  suc- 
cessives d’une  fonction  implicite  donnée  par  l’équation 
u = F (x,y)  = o,  on  pourra  partir  de  l’équation 


du 

, du 

dx_ 

dx 

dx 

— ou 

du 

. dx 

dy  =—  —■  dx, 
du 

dX 

dr 

qui,  ditférentiée  plusieurs  fois,  donnera  immédiatement 
les  dérivées  et  les  différentielles  cherchées;  mais  il  y a 
souvent  de  l’avantage  à déduire  ces  différentielles  des  équa- 
tions que  l’on  obtient  en  différentiant  de  nouveau  l’équa- 
tion 


du 

dx 


dx  ■ 


du 

dy 


dy  = o. 


Dans  cette  équation  comme  dans  toutes  celles  qu’on  en 
déduit,  les  dérivées  partielles —,  y~i  etc.,  seront, 
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en  général , des  fonctions  de  x et  de  y : la  fonction  im- 
plicite y,  au  contraire,  et  ses  différentielles  rfy,  cPy, 
rPy,  etc.,  doivent  être  supposées  tenir  la  place  de  leurs 
valeurs  en  x ; dans  cette  hypothèse  les  premiers  membres 
des  équations  sont  identiquement  nuis,  et  il  faudra  tou- 
jours égaler  leurs  différend  elles  à o.  On  trouvera  de  cette 
manière 

d7  u d7  u dy  d7  u dy7  • du  d7y 

dx7  2 dx  dydx  dy7  dx7  dydx7  ° ’ 

d3  u ^ d3u  dy  _1_(^u  d3  y / 

dx3 


— o 


dx7dydx  dydx3 

On  a quelquefois  aussi  besoin  de  prendre  les  dérivées 
et  les  différentielles  des  fonctions  imaginaires  que  nous 
supposerons  toujours  ramenées  à la  forme  u -f-  v v — i , 
u et  v désignant  des  fonctions  réelles.  Cela  posé,  si  l’on 'ap- 
pelle limite  d’une  expression  imaginaire  variable  ce  que  de- 
vient cette  expression  quand  on  y remplace  la  partie  réelle 
et  le  .coefficient  de  \/  — i par  leurs  limites  respectives, 
et  si,  déplus,  on  étend  aux  fonctions  imaginaires  les  dé- 
finitions données  pour  les  différentielles  et  les  dérivées 
des  fonctions  réelles , on  reconnaîtra  que  l’équation 
te  = u —(-  v l/  — i entraîne  les  suivantes  : 

a«.=  a«  + AfV^T,  - = - + 


dtv  — du  dv  \/  — i ; 

de  sorte  que  pour  différentier  une  fonction  imaginaire , il 
faut  opérer  comme  si  la  fonction  était  réelle,  en  regar- 
dant \/ — i comme  un  coefficient  constant.  Cette  règle 
s’étend  évidemment  aux  dérivées  et  aux  différentielles 
successives.  . 

Exemples  : w = cos  x -f-  \/[—  | sinx, 

(■/«<  = ( — sinx-f- \/  — i cosx),  dw  — -y  w\/  — i dx. 
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Relations  qui  existent  entre  ldi»  fonctions  réelles  d’une  seule  variable 
et  leurs1  dérivées  ou  différentielles  de  divers  ordres. 


21.  Soient  Ax,  A y,  les  accroissements  simultanés  des 

variables  x et  y = F (x),  le  rapport  ayant  pour  limite 

la  dérivée  y,  finira,  quand  Ax  sera  assez  petit,  par  avoir 
le  signe  de  sa  limite,  et  sera  par  conséquent  positif  si  la 
dérivée  est  positive,  négatif  si  la  dérivée  est  négative. 
Dans  le  premier  cas,  les  différences  infiniment  petites 
A y,  Ax , étant  de  même  signe,  la’fonction y croîtra  ou 
diminuera  en  même  temps  que  la  variable  x;  dans  le  se- 
cond cas,  ces  différences  infiniment  petites  étant  de  signes 
contraires,  la  fonction  y croîtra  si  la  variable  x diminue 
et  décroîtra  si  la  variable  X augmente. 

Corollaire  Ier.  Concevons  que  la  fonction^  y = F (x) 
demeure  continue  entre  deux  limites  données  x*,  X,  et 
que  l’on  fasse  croître  la  variable  x paf  degrés  insensibles 
depuis  la  première  limite  jusqu’à  la  seconde,  la  fonction 
F(x)  ne  pourra  cesser  de  croître  pour  diminuer,  ou  de 
diminuer  pour  croître,  qu’autant  que  la  dérivée  F'(x) 
passera  du  positif  au  négatif,  ou  du  négatif  au  positif.  Il 
est  essentiel  d’observer  que  dans  ce  passage  la  fonction  dé- 
rivée deviendra  nulle,  si  elle  ne  cesse  pas  d’être  continue, 
et  infinie  si,  sans  cesser  d’être  toujours  réelle,  elle  est 
discontinue. 

Corollaire  a*.  Supposons  que  la  fonction  y = F (x) 
s’évanouisse  pour  la  valeur  particulière  x„ , et  demeure 
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continue  dans  le  voisinage  de  cette  valeur,  on  aura 
F(x„  -f-  £x)  — AxF'(x0)-f-«o  : 
en  supposant  donc  que  la  valeur  x„  -4-  Ax  = x diffère 
très  peu  de  xQ , 

F(x0  -f-  A.r)  = F ( x ) sèra  positif  si  F'  (x„)  o , 

F(x„  -f-  ax)  = F (x)  sera  négatif  si  F'(*o)<o. 

22.  Soient  F(x)  et  f (x)  deux  fonctions  réelles  de  x 
qui  restent  continues  ainsi  que  leurs  dérivées  entre  les 
limites  x et  x -f-  A;  supposons  d’ailleurs  que  la  fonction 
dérivée  de  la  seconde  f (x)  ne  change  pas  de  signe  entre 
les  limites  dont  il  s'agit,  ou  qu’entre  ces  limites  la  fonc- 
tion y (x)  aille  toujours  en  croissant  ou  toujours  en  dé- 
croissant, le  rapport  des  deux  différences  ' 

F (x  + h)  — F (x) , /(x  + h)  -/(x) , 
sera  égal  à l’une  des  valeurs  que  prend  entre  les  limites  x 
et  x -f- h le  rapport  des  dérivées  P (x),  f (x),  c’est-à-dire 
qu’en  désignant  par  0,  un  nombre  plus  petit  que  l’unité, 
on  aura 

F(x  + h)  — F(x)  __  F'(x  + 0,A) 

/(x  + A)— /(x)—  /'(x-HM)* 


Démonstration.  Soit  A la  plus  petite  et  B la  plus  grande 
des  valeurs  que  prend  le  rapport  j-77'^j  entre  les  limites 
et  x 4-  A -,  les  deux  différences 


x 


F'(*)  . F'(x) 

/'(*)*  /'(*) 


seront  de  signes  contraires  ; il  en  sera  de  même  de  ces 
deux  autres 

F(x)-A/'(x),  F' (x)  — Bf  (x) , 
puisque  y'  (x)  est  constamment  de  même  signe  : or  ces 
deux  dernières  différences  sont  les  dérivées  des  deux 
fonctions 

F (x)  — A/ (x),  F(x)_B/(x); 
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l’une  de  ces  (dru-lions  sera  donc  croissante  et  l’autre  dé- 
croissante, et  par  conséquent,  si  de  ce  que  devient  cha- 
cune de  ces  deux  fonctions  on  retranche  ce  quelle  était, 
les  différences  ainsi  obtenues 

F (x  + h)  — F (x)  - A [/(x  + *)-/(*)], 
F(x-M)-F(*)-B[/(x  + A)-/(*}],  ' 

seront  l’une  positive  et  l’autre  négative  ; et  parce  que 
f (x  -H  h)  — f (a:)  est  par  hypothèse  une  quantité  tou- 
jours positive  ou  toujours  négative,  les  deux  différences 


F(x+A)  — F(x) 

/(x-M)  — /(*) 


A F(x  + A)-F(x) 
* /(x  + /<)-/(x) 


seront  encore  nécessairement  de  signes  contraires,  et  par 

F(x  + A)—F(x)  . , 

conséquent  le  rapport  — _■  \ i pltis  grand  que 

J \x  i ")  ~~J 

A,  plus  petit  que  B,  sera  compris  entre  la  plus  grande  et 

F'  (x) 

la  plus  petite  des  valeurs  du  rapport  77-7— :•  De  plus,  si, 

• J \x) 

comme  nous  l’avons  supposé,  les  fonctions  dérivées  sont 
elles-mêmes  continues,  pendant  que  x passera  de  la 

valeur  x à la  valeur  x -f-  h , le  rapport  777-q  passera 

par  toutes  les  valeurs  intermédiaires  entre  A et  B ; or 

F(x-f-A)  — F (x)  , , . j.  . 

-r. y— —r— r est  une  de  ces  valeurs  intermediaires: 

/(*.+  A)  — /(*) 

il  existe  donc  une  valeur  de  x de  la  forme  x 0,  h propre 
à vérifier  l’équation 

F (x-f-A)  — F (x)  F' (x-f-û,A) 

—r, -4 { = ~ --r-r , cequ  il  fallait  démontrer. 

/(x-f-A)— /(x)  /'(x-J-M)’  1 

Corollaire  Ier.  En  posant,  dans  l’équation qui  précède, 
x = x„ , on  a 

F ( xB  -f-  A ) — F ( x0 ) _ F'(x„-M,A) 
f(xo  ■+•  A ) — /(x.)  /'(x»  -+•  0,h)' 

3 . - 
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et  si  les  deux  fonctions  F (x)  et  f{x)  s’évanouissent  pour 
x — x 

F{x0+h)  _ F'  (x.+M) 
f(x0  + /i)  f'(x0-i-e,h)' 

Corollaire  2.  Supposons  que  les  fonctions  ne  s’éva- 
nouissent plus  pour  x=  xe,  mais  que  leurs  dérivées, 
celles  de  la  seconde  restant  toujours  positives  ou  toujours 
négatives  entre  les  limites  x,  et  xa  h,  s’évanouissent 
seules,  jusqu’à  celles  de  l’ordre  n — 1 inclusivement, 
quand  on  donne  à x cette  valeur.  En  appliquant  successi*- 
vement  à ces  dérivées  la  deuxième  équation  du  corol- 
laire icr,  équation  qui  s’étend  à toutes  les  fonctions  qui 
satisfont  aux  conditions  énoncées,  on  aura 

F'(*0  + M)_F"(*0-f-M)_ 
rW^6T)~/"(x0  + e,h) 

_ f<—  ) (x.  -1-  O^h ) _ FC») (x.  -4-  eh) 

/C»>(x„+ÔA)’ 

et  par  suite,  en  vertu  du  corollaire  i*r, 

F (xn  + A)  — F(x0)  _ FC'0(xo  -f  Oh) 
f(x0-\-h)—f(x0)  ~-/<»)(xo-t-0A)’ 

Si  les  fonctions  s’évanouissaient  en  même  temps  que  leurs 
dérivées,  on  aurait 

F (x0 -J-  A) F’C»)  (x.-f -Oh) 

/(*.+  A)-/(»)(x0  + eA)’ 

et  en  posant  x0  = o,  h = x , 

F (x)  FC»)  (Ox) 

/(x)-/C»)(0x)’ 

Corollaire  3.  Les  conditions  des  théorèmes  précédents 
seront  toutes  vérifiées  si  l’on  prend  h assez,  petit,  pourvu 
que  les  fonctions  et  leurs  dérivées  s’évanouissent,  quand 
il  le  faudra,  pour  x — x0\  en  effet,  les  dérivées  de  la 
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seconde  fonction  ne  changeront  pas  de  signe  dans  l’inter- 
valle infiniment  petit  de  x„  à xc  -+-  h. 

Les  conditions  relatives  à F^(x)  seront  aussi  remplies 
si  l’on  prend  f{pc)  — (x  — x0)",  d’où 

f'[x)  — n (x  — x»)"-1,  /"(x)  = n ( n — i)(x — Xo)**’,..  . 

/("-*)  (x)=n(n — 1)  (n  — 2). . . 2(x — x0), 
f(n)(x)  = 1 .2.3. . . n =/<*)  (x0  + Oh).  ' 

Si  donc  les  dérivées  de  F (x)  jusqu’à  celles  de  l’ordre 
n — r 1 inclusivement  s’évanouissent  pour  x=xD,  on  aura 


F(x6  + A)  — F(x„)  = FW  (x.  + 0h), 

et  en  faisant  n = 1 , 

F(x„  + h)  — F(x„)  = h¥’  (x„  + Oh). 

Si  F (x0)  s’évanouissait  aussi,  on  aurait 

hn 


F(*0  + A)  = 


l .2.3.  . n 


FW  (x„+  Oh). 


Lorsqu’on  faitx„  =0,  h~x,  les  équation*  qui  précèdent 
deviennent 

' ' x* 

F (x)r—  F (o)  ==  — - FC)  (Ox),  F(x)  — F(o)  = xF'(Ôx), 


I ,2...« 


F(x)  = 


1 .2.../1 


FC)  (fcc). 


F (x)  FC)  (Ox) 

23.  L’équation  déjà  obtenue  — ; = - . ; , ; renferme 

. . . /(*)  /(")(0jr) 

un  théorème  dont  voici  l’énoncé  : si  deux  fonctions  F (.r) 

et f(x)  continues, ainsi  que  leuis  dérivées,  s’évanouissent 
pour  x ==  o avec  ces  dérivées  jusqu’à  celles  de  l’ordre 
n — 1 inclusivement  ; si  de  plus  les  n premières  dé- 
rivées de  la  seconde  sont  toujours  positives,  ou  toujours 
négatives  entre  les  limites  o et  x,  la  valeur  du  rapport 
des  fonctions  sera  une  valeur  intermédiaire  du  rapport 
des  dérivées  O11  peut  donner  de  ce  théorème  im- 

portant une  démonstration  directe  et  très  simple. 
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Supposons  d’abord  que  les  deux  fonctions  s’évanouis- 
sant seules  pour  x = o,  la  dérivée  première  /"'(x)  de  la 
seconde  conserve  constamment  le  même  signe,  ce  qui 
exige  que  la  fonction  f (x)  soit  toujours  croissante  ou 
toujours  décroissante , et  par  suite  toujours  positive  ou 
toujours  négative,  puisqu’elle  s’évanouit  avec  x.  Dans 
cette  hypothèse,  désignons  par  A la  plus  petite,  et 
par  B la  plus  grande  des  valeurs  que  prend  le  rapport  des 


F'(*) 


dérivées  -,  entre  les  limites  o et  x,  les  deux  quan- 

f'(x)  1 


. , F' (x)  . F'  (x) 

t,tev,w  ’ fU 


— B,  seront  de  signes  contraires. 


et  il  en  sera  de  même,  puisque  ^'(x)  ne  change  pas  de 
signe,  des  différences  F' (x) — A f (x) , F'(x)-— B f (x) , 
de  sorte  que  des  deux  fonctions  F (x)  — Af  (x), 
F (x) — B/(x)  dont  ces  différences  sont  les  dérivées, 
l’une  sera  toujours  croissante,  l’autre  toujours  décrois- 
sante, ou,  ce  qui  revient  au  même, puisque  ces  fonctions 
s’évanouissent  aussi  toutes  deux  avec  x,  l’une  sera  posi- 
tive et  l’autre  négative  ; les  quotients 


F(x)-~  A/(x)  _ F(x) _ F(x)—  B/(x)  _ F(x) _ 

/{*).  /(•*)  ’ /(*)  Ax)  * 

seront  encore  de  signes  contraires,  parce  que  f (x)  ne 

change  pas  de  signe,  et  il  restera  démontré  que  la  valeur 

du  rapport  des  fonctions  est  comprise  entre  la  plus  petite 

et  la  plus  grande  des  valeurs  du  rapport  des  dérivées.  De 

plus,  si  l’on  fait  passer  la  variable  de  la  valeur  o à la 

, . , . F'(x)  . 

valeur  x,  le  rapport  continu  passera  par  toutes  les 

valeurs  intermédiaires  entre  A et  B;  or,  comme  on  l’a 

, F(x) 

prouve,  — , 


est  une  de  ces  valeurs,  il  existe  donc  une 


valeur  de  x de  la  forme  6,x,  0,  désignant  un  nombre 
compris  entre  o et  i , propre  à vérifier  l’équation 


CINQUIÈME  LEÇON.  3<) 

= ^7TTf~{-  Si  les  deux  dérivées  premières,  secondes, 
J\x)  J (®>x/ 

troisièmes,  quatrièmes,  etc. , jusqu’à  l’ordre  n — i inclu- 
sivement, s’évanouissent  à leur  tour  avec  X , en  appli- 
quant aux  dérivées  ce  que  l’on  a dit  des  fonctions , on 
trouvera 

F (•.  x)  _ F"(0»*)  _ t°3  *)  F <?> ( Ox  ) 

1=5 /W(6*r 

F(x)  F<»>(0x) 

et  par  conséquent 

En  changeant  dans  l’équation  qui  précède  x en  /«, 
F(/t)  et  f(h)  en  F (x.  ri-A)  - F (x0),  /(x0 -f- h) -f(x0  ), 
et  supposant  que  les  dérivées  des  fonctions  F (x) , f (x) 
s’évanouissent  pour  x = x0,  jusqu’à  l’ordre  n inclusive- 
ment, on  retrouverait  l’équation 

F (x„  -f-  A)  — F (*,,)  F<*>(x0-MA) 

f[x0  + h ) — /(  *0  ) - / <•?  ( ri-  oh  ) ’ 

et  si  F(x0)  — o,  /(x0)  = o, 

F (xu  h ) FW(æ0+  6h) 

f(x0  -+-  A)  “/(»)  (x0  -f  th)‘ 

Les  deux  théorèmes  fondamentaux  clés  nos  qui  précèdent 
peuvent  donc  être  déduits  l’un  de  l’autre  ou  démontrés 
séparément. 

Nota.  Les  équations 

F (x.  ri-  A)  — P (xB)  = à F'  (x.  ri-  Oh) , 

F(xri-*J— F(x)=AF'(xq-eA),  F(x)— F(o)=.xF'(8x), 

supposent  seulement  que  la  fonction  F (x)  et  sa  dérivée 
F'(x),  sont  respectivement  continues  entre  les  limites  x„ 
et  x„  -f-  h,  x et  x -A,  o et  x,  ce  qui  arrivera  toujours 
quand  h ou  x seront  des  quantités  infiniment  petites. 
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Applications  des  premiers  principes  du  Calcul  différentiel  à diverses 
questions  d’analyse  où  il  n’entre  qu’une  seule  variable  indépendante. 


Première  application.  Détermination  des  véritables 
valeurs  des  quantités  qui  se  présentent  sous  l’une  des 
formes  indéterminées 


O , CD 

-,  ± — -,  o X ± oo, 
o oo 


CD" 


ir . 


24.  Supposons  que  deux  fonctions  réelles  de  x,  F (or), 
f(x ),  s’évanouissent  pour  x=xa,  et  qu’il  en  soit  de  même 
de  leurs  dérivées  jusqu’à  celle  de  l’ordre  n exclusivement, 
de  sorte  que  les  dejix  dérivées  de  l’ordre  n soient  les 
premières  qui  nes’évaùouissent  plus  à la  fois  pour  x — x0-, 
en  désignant  par /tune  quantité  infiniment  petite,  nous  au- 
rons n°23  corollaires  2 et  3 F(x°  ^ — FW(r„-t-64  ) 
rons,  n Zô,  corollaires  2 et  ô,  ^ + h j — y»  ( x0  4-  64  ) ’ 

- . , F(x„)  FC»)(ar0) 

et  par  suite,  fin  taisant  ii  = o,  j- — : = , : , -v  ; de  sorte 

J\x o)  /'  ;lx®/ 


F(xo) 


sous 


que  la  vraie  valeur  du  rapport  î11*  se  présente 

la  forme  indéterminée  | , est  le  rapport  des  valeurs  que 
prennent  pour  x = x0 , les  deux  dérivées  de  ces  fonctions 
qui , les  premières,  cessent  de  s’évanouir  à la  fois.  Si  l’une 
de  ces  deux  dérivées  s’évanouit,  la  vraie  valeur  du  rap- 
port sera  o ou  oo,  elle  sera  au  contraire  une  quantité 
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finie  si  aucune  des  dérivées  ne  s’évaiiouit.  Si  » — i, 
c’est-à-dire  si  les  dérivées  premières  ne  s'évanouissent 
pas  à la  fois , on  aura 

F(«.)_  F'  (x„)  • 

' /(Æo)  f'{* o)' 

Exemples  : pour  x = o , 

' . " 

e * — e~x  e*  -f-  e~x  sin’  x ,2sinxcosx  • 

— ; = -r^ = 2,  * = — = o, 

smx  cos  x ^ je  .i 

sin  x cos  x i — cos  x sin  x cos  x . t 

- ■■ — 00  ■ — — 1 1 ■ — ~ — , 

X1  2X  X1  , 7.X  2 2 

x — sin  x i — cos  x , sip  x cos  x i 

x5  3x*  6x  6 6’ 

e1 — e~x — 2x  <? -\-e~x — 2 •<?* — e~x 

■ - ■ * — * — — 2...  etc. j 

x — sinx  i — cosx  *sinx  cos  x 


et  pour  x = i , 


25.  Supposons  maintenant  que  les  deux  fonctions 
F(x),  f(x)  deviennent  infinies  pour  x — x0,  les  deux 


quantités  -I— ..  J -,  s’évanouiront  et  l’on  aura,  d’après 

^ F (x)  /(x) 

ce  qui  précède , pour  x = x0 , 

I f'{x  o) 

F (xo)  f(xo)  f(*oY  __F(a?o )»  f'\x ,)  * 

/(x.  ) ~ . F'  (x0  ) . /( x»)1  ' F' (x„)  ’ 

F (x„)  F (x„  )* 

d’où  de  sorte  que  la  véritable  valeur  du 

/(x0  ) y (x0) 

rapport  qui  se  présente  sous  la  forme  indétermi- 
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00 


née  —,  coïncide  avec  la  valeur  correspondante  du  rap- 

F'W 


port 


/w 

Exemple.  On  a pour  x =s  o, 


if'-) 

\x/  sm*.r a sm  x cos  x __ 


cota: 


Ce  théorème  est  vrai  quel  que  soit  x*,  ainsi  que  le  pré- 
cédent, et  il  le  sera  par  conséquent  pour  x,=  oo. 
Exemples.  On  a pour  x 


iü. 


oo, 


a 1 a*\a  

x i 


L’exponentielle  l’emportât  sur  la  variable  x*,  ou  croit 
beaucoup  plus  rapidement. 


2°. 


T.  x 
• X 


— x\a  — °‘ 


Le  logarithme  croît  moins  rapidement  que  le  nombre. 

Corollaire.  Si  les  dérivées  F' (a:)  et  f (x)  devenaient 
elles-mêmes  infinies  pour  x =£  xD,  et  s’il  ën  était  ainsi 
jusqu’aux  dérivées  de  l’ordre  n exclusivement,  on  aurait 

F'(*0)_  F" (x0) FW(*.).  ‘ r 

et  pai»  suite  . * . 1 . 

¥(x0)  _¥(')(*,) 

/**(*•)' 

La  vraie  valeur  d’un  rapport  qui  se  juré  sente  sous  la 
forme  coïncide  donc  avèc  la  valeur  du  rapport  des 

dérivées  qui , les  premières,  ne  deviennent  pas  infinies  à 
la  fois  pour  x — x0. 
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Exemple.  On  a pour  x — oo  , et  en  désignant  par  « 
le  nombre  entier  immédiatement  supérieur  à a, 

x * a [a  — i ) . i . (a  — « + i ) 

ex  jcil~a  e * ’ 

. . . * 

c’est  toujours  l’exponentielle  qui  l’emporte. 

3°.  Si  le  produit  $ = F(x)./(x)  prend  la  forme 

o X oo  , sa  véritable  valeur  coïncidera  avec  celle  du  rap- 

F (x)  f ( x ) . , | p o 

port  — — - ou  — — -,  qui  se  présente  sous  la  iorrne  - ou 

/(*),  *’(•*) 

— , et  que  l’on  déterminera  facilement  à l’aide  des  mé- 

00  . m 

thodes  précédentes. 

Exemples,  On  a pour  x = «o  , 

Le  i 

• . e-*\x  = - = — = o,  % 

e*  a?  e* 


et  pour  x o , 


x-1 

Ix 

x*.lx  = — — = 
x 0 ' 


— -+r  x =:  O, 


Xe 

■ — — O. 

a 


4°.  Enfin  si  l’exponentielle  s = F (x)^x)  se  présente 
sous  l’une  des  formes  o°,  oo  *,  i*w  , on  aura 

1 F (x) 

i xi  \ IC/  \ -A*)1*»  t/W]— . 

U =/(x)  ,lF(x.),  sx=e  s?  e ; 

et  alors  pour  trouver  la  véritable  valeur  de  s,  il  sufhra  de 

, , 1 4 F'(x)/(x)>  , „ , lF(x) 

calculer  la  vraie  valeur  — , de  1 exposant 

. f(x)/'(x)  1 i/wr 

Exemples.  On  a pour  x = o, 


Ix 
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pour  x = oo  , 


i lx 


pour  x = i , 

, UîL  _i 

I X I X X _ I 

x = e — c = e 1 = - . 1 

e 

Deuxième  application.  Comparaison  des  quantités  in- 
finiment petites  des  divers  ordres ; détermination  de 
V ordre  (T une  quantité  infiniment  petite,  etc. 

26.  Définition.  Désignons  par  a un  nombre  constant 
rationnel  ou  irrationnel , par  i une  quantité  infiniment 
petite , et  par  « un  nombre  variable.  Dans  le  système  de 
quantités  infiniment  petites  dont  i sera  la  base,  une  fonc- 
tion de  i représentée  par  f(i)  sera  un  infiniment  petit  de 

l’ordre  a,  si  la  limite  du  rapport"-^-'  est  nulle  pour  toutes 

les  valeurs  de  a.  plus  petites  que  a , et  infinie  pour  toutes 
les  valeurs  de  « plus  grandes  que  a. 

Corollaire.  Toute  quantité  finie  qui  ne  s’évanouit  pas 
ou  ne  devient  pas  infinie  pour  i = o , peut  être  regardée 
comme  un  infiniment  petit  de  l’orde  o. 

Ces  définitions  admises,  si  l’on  désigne  par  n le  nom- 
bre entier  immédiatement  supérieur  à l’ordre  a de  la 

quantité  infiniment  petite  f(i),  le  rapport^—  sera  le 
premier  terme  de  la  progression  géométrique 

Ai)  m Ai)  Ai)  Ai) 

J\l)>  l * ,»  » ,•  3 •••  (H  •••* 

qui  cessera  de  s’évanouir  avec  i. 

De  plus,  on  aura  successivement 

liœ./(i)=o,  /(o)  = o,.  as  /'(o)=o, 
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Um.  = lira,  = Um. Ç@,  /"( o)  — o. . . etc. , 

L.W  = i il-Zy-L 

l"  I .2.  3.  . ./I  I .2.3. . .« 

/C»)(o)=  i .2.3. . .«  lim. 


on  en  conclura  que  les  dérivées  f'(i ),  y"(i),...  (i) 

s’évanouiront  toutes  avec  i,  et  que  par  conséquent,  dans 
le  cas  où,  comme  nous  l’avons  supposé,  f(i)  est  un  in- 
finiment petit  de  l’ordre  a,  (*)  est  la  première  des 
dérivées  de  f(i)  qui  ne  s’évanouit  pas  avec  i et  qui  cesse 
d’être  une  quantité  infiniment  petite. 

Quant  au  rapport  ~-~i  il  peut  avoir  une  limite  fi- 
nie, ou  nulle,  ou  infinie.  Ainsi,  par  exemple, 


iae‘,  -jT-, 

sont  trois  quantités  infiniment  petites  de  l’ordre  a , et  le 
quotient  que  l’on  obtient  en  les  divisant  par  **,  savoir 


ont  pour  limites  respectives 


i,  o. 


x 

o * 


27.  Théorème  ier.  Si  dans  un  système  quelconque  on 
considère  deux  quantités  infiniment  petites  d’ordres  dif- 
férents, pendant  que  ces  deux  quantités  s’approcheront 
indéfiniment  de  o,  celle  qui  sera  d’un  ordre  plus  élevé  fi- 
nira par  obtenir  constamment  la  plus  petite  valeur  numé- 
rique. 

Démonstration.  Concevons  que  dans  le  système  dont 
la  base  est  *',  on  désigne  par  A B = F(i)  deux 

quantités  infiniment  petites,  la  première  de  l’ordre  a la 
seconde  de  l’ordre  b , et  supposons  a<Z  b : si  l’on  attribue 
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, j ' ’ , '•  ! 4 

à a une  valeur  comprise  entre  a cl  b,  les  deux  rapports 
— , — auront  pour  limites  respectives,  le  premier  j ou  «, 

i*  /* 

le  second  o , et  par  suite  le  quotient  de  ces  rapports  ou 

g 

la  fraction  - aura  une  limite  nulle,  la  valeur  numérique 

du  numérateur  B décroîtra  donc  beaucoup  plus  rapide- 
ment que  celle  du  dénominateur  A,  et  celte  dernière 
finira  par  devenir  constamment  supérieure  à l’autre. 

28.  Théorème  ae.  Soient  a,  b,  c,. . . les  nombres  qui 
indiquent  dans  un  système  déterminé  les  ordres  de  plu- 
sieurs quantités  infiniment  petites,  et  a le  plus  petit  de 
ces  nombres,  la  somme  ou  la  différence  des  quantités 
dont  il  s’agit  sera  un  infiniment  petit  de  l’ordre  a. 

Démonstration.  Soit  toujours  i la  base  du  système 
adopté,  soient  de  plus  A,  B,  C,. . ...  les  quantités  don- 
nées, la  première  de  l’ordre  «,  la  seconde  de  l’ordre  b. . . ; 
le  rapport  de  la  somme  A ±.  B ±:  C ±: . . . à la  quantité 
B C 

A,  savoir,  i ±:  - d;  - Æ. . . aura  pour  limite  l’unité, 

A A. 

parce  que  les  termes  dans  lesquels  les  numérateurs 

soilt  des  infiniment  petits  d’un  ordre  plus  élevé  que  les 
dénominateurs,  ont  o pour  limite;  et  par  conséquent  le 
produit 

(■  *!*£*■..  '•  ' 
\ AA  Ji*  i* 

A 

aura  la  même  limite  que  le  rapport  — : et  puisque  ce  der- 
nier rapporta  une  limite  nulle  ou  infinie,  suivant  qu’on 
suppose  «<aou*>a,  on  pourra  en  dire  autant  du 

AdfcBdbCrt...  . * . ^ . 

rapport  — ; donc  A ±.  n ± L,  ± . . . sera 

une  quantité  infiniment  petite  de  l'ordre  a. 
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O11  conclura  facilement  de  ce  qui  précède,  que  pour  de 
très  petites  valeurs  numériques  de  la  base  i,  la  somme  ou 
la  différence  de  plusieurs  quantités  infiniment  petites, 
rangées  de  manière  que  leurs  ordres  forment  une  suite 
croissante,  a constamment  le  signe  de  son  premier  terme. 

29.  Théorème  3e.  Dans  un  système  quelconque  dont 
la  base  est  f , le  produit  de  deux  quantités  infiniment  pe- 
tites A et  B dont  les  ordres  sont  désignés  j?ar  a et  b est 
une  autre  quantité  infiniment  petite  de  l’ordre  a -+-  b. 

Démonstration.  Les  rapports^,  ^auront  des  limites 

nulles  toutes  les  fois  que  l’on  supposera  a < a,  6 < b\ 

des  limites  infinies  toutes  les  fois  que  l’on  supposera 

a > a,  6 > è,  et  l’on  pourra  en  dire  autant  du  produit 

A B AB  j*  ' «i  ± 1 1 AB 

— X d ou  il  resuite  que  le  rapport aura 

j * | C 1 ^ ■ f-  ® | ot  “4* * 

une  limite  nulle  pour  a-+-ê<a-t-&ct  une  limite  in- 
finie pour  a -4-  a -f-  donc  le  produit  AB  sera  un 
infiniment  petit  de  l’ordre  a -4-  b.  On  en  conclut:  i°que 
si  l’un  des  facteurs  se  réduisait  à une  quantité  finie,  le 
produit  serait  évidemment  du  même  ordre  que  l’autre 
facteur  ; a°  que  dans  un  système  quelconque  le  produit 
de  plusieurs  quantités  infiniment  petites  dont  les  ordres 
sont  désignés  par  a,  b,  c. . . est  une  quantité  infiniment 
petite  de  l’ordre  a b -4-  c -4- . , . 

50.  Théorème  4e-  Si  trois  quantités  infiniment  petites 
1 , A , B , sont  telles,  que  la  première  i étant  prise  pour 
base , la  seconde  A soit  de  l’ordre  a , et  que  la  seconde  A 
étant  prise  pour  base , la  troisième  B soit  de  l’ordre  b , 
celle-ci,  dans  le  système  qui  a pour  base  la  première!, 
sera  d’un  ordre  équivalent  au  .produit  ab. 

Démonstration.  Les  deux  rapports  ^ ont,  par 
pothèse,  des  limites  nulles  quand  on  fait  « < a,  6 < è, 


hy- 
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et  des  limites  infinies  quand  on  suppose  a > a,  6 > b$ 
donc  le  produit  ^ ~ ^=-^aura  lui-même  une  li- 
mite nulle  pouraê<a&,  une  limite  infinie  pour  aS>  ab, 
et  par  conséquent  si  l’on  prend  i pour  base,  B sera  un  in- 
finiment petit  de  l’ordre  ab. 

Corollaire #ier . Le  rapport  entre  les  ordres  de  deux 
quantités  infiniment  petites  B et  A reste  le  même  quelle 
que  soit  la  base  du  système  que  l’on  adopte,  et  ce  rap- 
port est  équivalent  au  nombre  b qui  indique  l’ordre  de  la 
première  quantité  quand  on  prend  pour  base  la  seconde. 
Donc,  si  après  avoir  déterminé  pour  une  certaine  base 
les  ordres  de  plusieurs  quantités  infiniment  petites,  on 
vient  à changer  de  base , les  nombres  qui  indiquent  ces 
divers  ordres  croîtront  ou  décroîtront  tous  à la  fois  dans 
un  rapport  donné. 

Corollaire  amc.  Si  dans  le  théorème  4 on  fait  B = i, 

on  aura  évidemment  ab  ~ i , b = - , donc  si  dans  le 

système  dont  la  base  est  i la  quantité  A est  un  infiniment 

petit  de  l’ordre  a , i sera  de  l’ordre  - dans  le  système  qui 

aura  pour  base  la  quantité  A.  Ainsi , par  exemple,  lors- 
que A,  considéré  comme  fonction  de  i,  est  un  infiniment 
petit  du  premier  ordre,  on  pourra  en  dire  autant  de  i 
considéré  comme  fonction  de  A. 

Corollaire  3mc.  Si  deux  quantités  infiniment  petites 
sont  telles,  que  l’une  étant  prise  pour  base,  l’autre  soit 
du  premier  ordre,  le  nombre  qui  exprimera  l’ordre  d’une 
quantité  quelconque  restera  le  même  dans  les  deux  svs- 
tèmes  qui  auront  pour  base  les  deux  quantités  données. 

51.  Théorème  5e.  Si  l’on  désigne  par  i et  pary(i)  deux 
quantités  infiniment  petites,  zéro  sera  la  valeur  unique 
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f(i\ 

ou  l’une  des  valeurs  que  -prendra  le  produit  ~ ' • lors- 

. . . ...  . . A(0 

qu  on  y lei'a  évanouir  la  quantité  i. 

Démonstration.  Il  suffit  évidemment  de  démontrer  ce 
théorème  dans  le  cas  où  la  fonction  dérivée  f (t)  s’éva- 
nouit en  même  temps  que  y (i)  pouri  = o j or  on  y par- 
viendra sans  peine  dans  le  cas  où  les  deux  fonctions/^1)» 
f (t)  sont  continues  par  rapport  à i dans  le  voisinage  de 
la  valeur  particulière  * s=  o : en  effet,  on  aura  dans  cette 
hypothèse 

f(i)  — i f (e/j,  fSÙ,  — vCjQl-  - ■ • ‘ . 

or  puisque  f( o)  est  nul  et  que  6 désigne  une  quantité 
comprise  entre  o et  i,  f'(  9i ) convergera  plus  rapidement 
que  f'/i)  vers  la  limite  o , d’où  il  résulte  que  la  fonction 

f C)  SCra  * US  Petlte  <îue  uùll®>  et  que  le  produit  i 

aura  une  valeur  sensiblement  nulle  ; donc  la  limite  ou 
l’une  des  limites  vers  lesquelles  convergeront  ce  même 

produit,  et  par  suite  le  rapport  'Çrjj'y  Scra  égale  à o. 

Oh  pourrait  démontrer  encore  que  si  la  fonction  f(i), 
dans  le  système  de  quantités  infiniment  petites  dont  i 
représente  la  hase , est  un  infiniment  petit  de  l’ordre  a , 
le  nombre  a sera  ordinairement  la  valour  numérique  ou 

du  moins  l’une  des  valeurs  que  recevra  le  produit  -y— y. 

Supposons  en  effet  que  J (i)  est  un  infiniment  petit  de 
l’ordre  a,  et  posons 

f(i)=i“<p(i), 

De  eette  équation,  l’on  tirera  en  différentiant, 

/'  (')_<*  . <?'(') 


i/Hi) 


m 


= a -f 


/(O  " 
H‘)  ’ 


a 

tj 


?(0 


\ » 
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ut  dans  tous  les  cas  où  lu  produit  s’évanouirait  avec 

*(*) 

i -1  <»'(*) 

i , ce  qui  arrivera  par  exemple  si  le  rapport  — ■ ~ conserve 


une  valeur  finie,  a = lim. 


if  (') 
f(i)  ' 


32.  Ces  considérations  sur  les  quantités  infiniment  pe- 
tites conduisent  naturellement  aux  règles  dont  l’ensemble 
constitue  la  méthode  infinitésimale.  Cette  méthode,  qui  est 
comme  une  simplification  pratique  du  calcul  différentiel, 
repose  toute  entière  sur  cé  principe  fondamental  : Deux 
sommes  de  quantités  infiniment  petites  des  divers  ordres 
nè  peuvent  jamais  être  égales  sans  que,  dans  ces  deux 
sommes,  les  quantités  infiniment  petites  de  même  ordre 
soient  égales  séparément,  c’est-à-dire  que  si 

* , 

Afl  ) A y Pi.a!f  y • • . Bfl  y Bj/  y Ba^  . • , 

sont  des  quantités  infiniment  petites  des  ordres  a , ai  y a , 
l’équation 

Aa  A j -f-  A . . = B„  Ba/  -J-  B an . . . , ■ 

entraînera  nécessairelnent  les  suivantes 

A,  i » Bq,  .A  g/  ■ B a/ , Xa»  " • B y etc. 

Démonstration.  Supposons  que  les  nombres  a,  a,  a" ... 
soient  rangés  par  ordre  de  grandeur , et  que  a soit  le  plus 
grand;  dans  l’équation 

A«  -(-  A«<  -}-  Aa" ...  = B„  -f-  B„<  -(-  B„» , 

mise  sous  la  forme 

(A„  — B„)-î-(Aa' — By)-f-  (A*// — B„«). . . = o, 

le  terme  A„  — B„  sera  encore  un  infiniment  petit  de 
l’ordre  a,  et  l’emportera  sur  la  somme  de  tous  les  autres  ; 
donc , si  ce  terme  n’est  pas  nul  ou  si  l’on  n’a  pas  A„  = B„ , 
cette  équation  sera  impossible.  Ce  que  nous  venons  de 
dire  des  deux  termes  A„ , B„  s’étend  évidemment  à tous 


Digitized  by  Google 


J 


SIXIEME  LEÇON.  5l 

les  autres  ; ou  aura  doue  nécessairement 

• Aa  = Ba,  A„i  — B„> , A„//  — Ba" , etc. 

. De  celte  Proposition  générale  on  déduit  les  règles  sui- 
vantes : , * 

Règle  ire.  Deux  quantités  finies  Ou , ce  qui  revient  au 
même,  infiniment  petites  de  l’ordre  o,  qui  ne  différe- 
raient lune  de  1 autre  que  d'une  quantité  infiniment 
petite,  sont  rigoureusement  égales. 

Règle  ume.  Deux  quantités  infiniment  petites  du  pre- 
rnier  ordre  dont  la  différence  serait  infiniment  petite  du 
second  ordre,  ou  plus  généralement  deux  quantités  infi- 
niment petites  d’un  ordre  quelconque,  qui  ne  différe- 
' raient  l une  de  l’autre  que  d’une  quantité  infiniment  pe- 
. tue  d'un  ordre  supérieur,  sont  rigoureusement  égales. 

Réglé  3me.  On  peut  rigoureusement,  et  saris  crainte 
d’altérer  les  résultats , négliger,  dans  une  équation,  soit 
des  infiniment  petits  ajoutés  à des  quantités  finies,  soit  des 
quantités  infiniment  petites  d’un  ordre  quelconque  ajou- 
tées à des  quantités  infiniment  petites  d’un  ordre  inférieur. 

Règle  4’"'.  Dans  le  cas  où  l'accroissement  Ax  de  la  va- 
riable indépendante  peut  être  considéré  comme  une  quan- 
ti té  infiniment  petite  du  premier  ordre,  ce  qui  arriye  ■ 
toujours  dans  les  applications  à la  géométrie,  à la  méca- 
nique, etc.-,  la  différentielle  djr  de  la  variable  dépen- 
dante, dillère  de  son  accroissement  Aj  d’une-quantité  in- 
finiment petite  du  second  ordre;  on  trouverait  en  eilèt, 

• en  partant  des  principes  déjà  démontrés, 

_ &x7  ’ ' ' 

\A>'~  P (^)  -( y ^ F"(x  -f-  O^x)  ;• 

on  pourra  donc,  comme  nous  l’avons  indiqué,  substituer 
rigoureusement  l’arcrtfissement  à la  différentielle,  et  ré- 
ciproquement. •:  , 

*»  . . ; 4- 
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Suite  de»  applications  analytiques. 


Troisième  application.  Recherche  des  maxiina  et  des 
mitiima  d'une  fonction  d'une  seule  variable. 

33.  Lorsqu’une  valeur  particulière  F (xa)  de  la  fonc- 
tion F(.r)  surpasse  toutes  les  valeurs  voisines,  c'est-à-dire 
toutes  celles  qu’on  obtiendrait  en  faisant  varier  x en  plus 
ou  en  moins  d’une  quantité  très  petite  h , cette  valeur 
particulière  de  la  fonction  est  ce  qu’on  appelle  un 
maximum. 

Lorsqu’une  valeur  particulière  F (x„)  de  la  fonction 
F ( x ) est  inférieure  à toutes  les  valeurs  très  voisines,  elle 
prend  le  nom  de  minimum. 

Pour  un  maximum,  il  faut  donc  que  la  fonction  cesse 
de  croître  pour  décroître;  pour  un  minimum,  il  faut 
qu’elle  cesse  de  décroître  pour  croître;  ce  qui  exige, 
comme  nous  l’avons  vu,  que  la  dérivée  passe  du  négatif 
au  positif,  ou  du  positif  au  négatif,  et  par  conséquent  que 
pour  x = x„(x0  étant  la  valeur  qui  convient  au  maximum 
ou  au  minimum)  la'  dérivée  F'(x),  si  elle  ne  cesse  pas  d’être 
réelle,  devienne  nulle  ou  infinie.  Les  valeurs  de  x qui  ren- 
dent alors  la  fonction  maximum  ou  minimum  devront  donc 
vérifier  l’une  des  équations  F'(ar)  = o,  F'(x)  = co  . Soit 
x0  une  des  racines  de  ces  deux  équations  : la  valeur  cor- 
respondante de  F(x),  savoir  F(x0),  sera  un  maximum, 
si  dans  le  voisinage  de  x = x„  la  fonction  dérivée  F'(x) 
est  positive  pour  x=x0  — h et  négative  pour  x=zx0-\-h. 
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Au  contraire  , F (x„)  sera  un  minimum  si  la  fonction  dé- 
rivée F'  (x)  est  négative  pour  x = x„  — h et  positive 
pour  x = x0  -f -h. 

Eniin,  si  entre  les  limites  x0  — h et  xQ-| -h  la  fonction 
dérivée  F'(x)  était  constamment  positive  ou  constamment 
négative,  la  quantité  F(x„)  ne  serait  ni  un  maximum  ni 
uû  minimum. 

Exemples: 

ip.  F ( x)  — x*  -k- px  -4-  q , F'(x)  = ix  -f-  p. 


Celte  dérivée  s’évanouit  pour  x = — et  devient  né- 


gative pour  x< — positive  pour  x> — ~.  La  fonc- 
tion x’  -f-  px  -f-  q admet  donc  une  valeur  minimum 
correspondante  à x= — \p\  cette  valeur  minimum  esl 

•a®.,  F(x)  = 

Cette  dérivée,  qui  s’évanouit  pour  x = Le , esl  positive 
pour  x > Le  et  négative  pour  x <[  Le  ; la  fonction  a 

Le 

donc  une  valeur  minimum  — — = — . 

Le  Le 

Lx 

3°.  La  fonction  — admet,  au  contraire,  la  valeur 

X 

Le 

maximum  — . 

e 

4°.  xaé~*  acquiert  pour  x = a la  valeur  maximum 


54.  Il  est  facile  de  décider  si  une  racinè  quelconque  x0 
de  l’équation  F'(x)  = o produit  un  maximum  ou  un 
minimum  de  la  fonction,  F (x).  En  eflét , désignons  par 
F(n)  (x)  la  première  des  dérivées  de  F(x)  qui  ne  s’éva- 
nouisse pas  pour  x = x0 , nous  aurons,  d’après  un-  théo- 
rème déjà  démontré  n°  22,  corollaire  3, 
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hn 

F ( *„  -M  ) — F ( *.  ) =r  F.<->  (^0.4-  6n  h) 

■=  — £ [F!%)+R.A). 

Si  A est  très  petit,  comme  nous  pouvons  le  supposer , 
le  second  membre  aura  le  signe  de  son  premier  terme 

hn  » . 

s F^/xo ) , et  dès  lors,  i°  si  n est  impair,  ce 

1.2.3..  12  v ' • r 

premier  terme  changeant  de  signe  avec  A , il  en  sera  de 

même  de  la  différence  F (x0  -J-  A)  — F (x0),  et  la  valeur 

F(x0),  plus  grande  queF(x0 — A)  et  plus  petite  que 

F C^o  -+-  A) , ou  plus  petite  que  F (x0  — A)  et  plus  grande 

que  F(x0-|-A)  ne  pourra  être  ni  un  minimum,  ni  un 

. t 

..  maximum. 

’iv  ' ' 2°.  Si  n est  pair,  la  différence  F(x0  4-  A) — F(x0) 

r;.  qui  ne  changera  pas  de  signe  avec  A,  sera  positive  si 

F(,1i(xo)>  o et  négative  si  F(">(x0)<C,o,  et  par  consé- 
quent la  valeur  F ( x0  ) sera  un  minimum  dans  le  prê- 
mipr  cas  et  un  maximum  dans  le  second. 

-/  Nous  arrivons  ainsi  à cette  règle  générale  : Lorsqu’une 
valeur  particulière  x0  de  x dans  le  voisinage  de  laquelle  la 
fonction  h’  (x)  reste  continue  , fait  évanouir  les  dérivées 
de  F (x)  jusqu’à  celles  de  l’ordre  n exclusivement,  la 
valeur  correspondante  de  F(x)  ne  peut  être  un  maxi- 
mum ou  un  minimum  que  dans  le  cas  où  la  dérivée" 
qui  la  première  cesse  de  s’évanouir  est  une  dérivée  d’or- 
dre pair,  c’est-à-dire  dans  le  cas  où  n est  un  nombre 
pair;  dans  ce  cas  la  fonction  F (j/Q  sera  un  minimum  si 
la  valeur  de  FM  (x)  est  positive,  et  un  maximum  si  la  va- 
leur de  F(n)  (x)  est  négative. 

Exemple  : . . , 

F (*)  = c*  -f-  2 cos  x H-  e~*t  ¥'  (x)  = e*  — 2$inx  — r~ 

F"  («)  = <?*  — 2 cosx  -|-  c~x,  F"(x)  = e*  4-  2 sin x — e~* , 

F'v{x)=  ê*  4-  a cosx-J*  e~x. 

Les  trois  premières  dérivées  s’évanouissent  pour  x = o, 
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la  quatrième  se  réduit  à 4 5 donc  la  valeur  de  F(x) 
correspondante  à x = o,  ou  le  nombre  4,  sera  un  mini- 
mum de  cette  fonction. 

Scoliè.  On  a dny  — F(“’  (x)  dx"  , et  par  conséquent  si 
n est  pair,  d"y  étant  toujours  de  même  signe  que  FW(jc), 
on  pourrit,  dans  l'application  de  la  règle  précédente, 
substituer  les  différentielles  aux  dérivées. 

35.  Outre  les  maxima  et  les  minima  qui  répondent 
aux  racines  des  équations  F'(x)=  o et  F'(x)=oc, 
il  peut  en  exister  d’autres  qui  répondent  aux  valeurs  de 
x pour  lesquelles  la  fonction  F(x)  cesse  d’être  réelle  ou 
continue,  de  sorte  que  dans  la  recherche  des  maxima  et 
minima  il  faut  eh  général  commencer  par  déterminer 
les  valeurs  de  x qui  rendent  la  fonction  F (x)  imagi- 
naire ou  discontinue,  et  voir  si  les  valeurs  correspon- 
dantes de  cette  fonction,  surpassent  les  valeurs  voisines  on 
leur  sont  inférieures.  Dans  le  premier  cas,  elles  seraient 
un  maximum,  dans  le  deuxième  un  minimum. 

Exemples  : 

F(ar)  = l/x,  F(i)  = F(*)  = -tir. 

Ces  trois  fonctions  deviennent  discontinues  en  passant  du 
réel  à l’imaginaire,  tandis  411c ‘la  variable  x passe  du 
positif  au  négatif,  et  obtiennent  pour  x = 0 une  valeur 
nulle  qui  représente  un  minimum  de  la  première  et  un 
maximum  de  chacune  des  deux  autres.  • 

56.  Applications.  i°.  Partager  un  nombre  en  deux 
parties  a et  « — x telles,  que  le  produit  y = F(x)  = 
x m ( a — x)“  soit  un  minimum  ou  .un  maximum. 

La  valeur  maximum  de  ce  produit  correspond  à 

x=  ■ ''Ut  . Il  v aura  de  plus  deux  valeurs  minimum 
in  -4-  n 1 

correspondantes  à X = o,  X =«,  pourvu  que  m et  n 
soient  pairs. 
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20.  De  tous  les  triangles  construits  sur  une  même  base 
et  isopérimètres,  quel  est  le  plus  grand? 

Soit  a la  base  donnée,  2 p le  périmètre  ou  la  somme 
des  trois  côtés,  x un  second  côté,  le  troisième  sera 
2 p — a — x , et  la  surface  du  triangle 

T =F {x)  — \/p{]>  — a)  {p  — x){a-\-x—p). 

Cette  surface  est  un  maximum  lorsque  x étant  égal  à 
— — — — , le  triangle  devient  isoscèle. 

3°.  De  tons  les  carrés  inscrits  dans  un  carré  donné, 
quel  est  le  plus  petit  ? 

En  nommant  a le  côté  du  carré  donné,  x la  distances 
d’un  des  sommets  du  carré  inscrit  au  sommet  le  plus 
voisin  du  carré  donné,  la  surface  du  carré  est 

Q = F(î)  = — la.r.  -f-  a1 , , 

et  cette  surface  est  un  minimum  lorsque  x = ",  c’est-à- 

dire  lorsque  le  carré  intérieur  est  formé  par  les  droites 

qui  joignent  les  milieux  des  côtés  du  carré  donné. 

4°.  Quel  est,  dans  l'ellipse  b'x1  -f-  dÿ1  — d'h*,  le 

maximum  de  l’angle  V de  deux  cordes  supplémentaires? 

En  désignant  par  x la  tangente  de  l’angle  obtus  que 

- fait,  avec  l’axe  des  x,  lhin%des  cordes  supplémentaires, 

la  tangente  de  l’angle  des  deux  cordes  est 

. , a'x*  -f-  b* 

tang  V = F (x)  =.  —p— j— : , 

• b ' ' x(a* — Z>J)’ 

et  l’angle  est  un  maximum  lorsque  x = — 

5°.  Chercher  le  nombre  x dont  la  racine  xiimr  est  un. 
maximum  ; 

xx  est  un  maximum  lorsque  x — e. 


x 
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Suite  des  applications  analytiques. 

...  * ’ ’ i S 

Quatrième  application.  Développement  dl une  fonction 
réelle  suivant  les  puissances  ascendantes  et  entières 
delà  variable  x ; formules  de  T aylor  et  de  Maclaurin . 

37.  Lorsqu’une  fonction  F (je)  étant  réelle  et  continue 
avec  ses  dérivées,  ces  dérivées  jusqu’à  celles  de  l’ordre  n 
exclusivement  s’évanouissent  pour  x = x„,  ou  a,  comme 
nous  l’avons  vu , 

F(*0+.À)_  F(*«)=  F«  (x0  -h  6h)  ; 

* I • 2 • <J  • • A2  • • 

ou  en  supposant  que  xQ  soit  nul  et  faisant  h = x , 

et  si  F (o)  = o,  • . 

Or  .ces  équations  fournissent  un  moyen  très  simple  de  dé- 
velopper les  fonctions  réelles  d’une  seule  variable  suivant 
les  puissances  ascendantes  et  entières  de  cette  variable. 
En  effet,  en  posant  n — i , il  vient 

F(x)—  ¥(o)  = x$'(6x), 

et  en  faisant 

••V-  • . ¥'  (6x)  ~ F'  (o)  + R, , 

F (x)  — F (o)-xF'(o)  = R,  .r. 

R)X  est  évidemment  une  quantité  qui  s'évanouit  avec  x, 
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ainsi  que  sa  dérivée  première  F'  (x)  — F'(o),  et  dont  la 
dérivée  seconde  est  F”  (x)  nous  aurons  donc 

F (x) — P (o)  — xF' (o)  = 4-F"(«x). 


i .2 


Posons  encore 


r ¥"  (Ox)  ~Y"  (o)>+  R,, 


il  vient 

F (x)  — **F  (o)  - x F'(o)-^F"(o)  = R,  f 


x‘ 

I .2 


X1 


R, est  encore  évidemment  une  quantité,  fonction  de 


X , qui  s’évanouit  avec  x ainsique  ses  dérivées  première 
et  seconde 

F'(x)-F'(o)-xF'(o),  Fw(x)— F"(o), 

et  dont  la  dérivée  troisième  est  Fw(x);  on  aura  donc 

' * 

F(x)-F(o)-xF'(o)—^l  F"(o)  = -|-3  F* (te). 

En  continuant  de  la  même  manière,  et  observant  que  les 


fonctions 


R3X 


RjX4 


-,  s— 7 1 etc.,  s’évanouiront  avec  x 

i.2.3  1 . 2 . 3 . 4 

ainsi  que  leurs  dérivées,  jusqu’à  celles  du  troisième,  du 
quatrième,  du  (n — r)l'w  ordre  inclusivement,  on  aura 
définitivement  l’équation 

F(J) — f(o)~-^F'(o) — j~|F"(o) — . . — j--  FC--^(o) 


* X 


et 


.r»- 


g(x)=F(0)-Fïr(o)+—  F»+....|.|  2) 


-f- 


X" 


Fi»)  [Sx)  ; 


1.2. 3 . . n 

la  fonction  continue  quelconque  F (x)  peut  donc  être  con- 
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sidérée  comme  composée  d’une  fonction  entière  de  J,  . 

et  d’un  reste , savoir  w 

' * - 

• , ».<!  _ 

^ FW(Ox)*  * 

• , ^*.*.3...*  -JL.  ■ 

Exemples:  * . « * 


i". 

on -a 


F(x)  = eS 


Ff(x)  r=F"(x)  s=:  — (*«)  = «•, 

F'  ( o ) — F"  ( o)  = . . . S:  FC—  ) (b)  , F<->  (#*)  = ehx,  , 


x x1  xJ 

ex=  i H 1 1 5 

l 1,2  1.2.3 


x"-' 


•••  ^1. a. 3. ..(«-i) 

ti 

X"  fi, 

4 % — e 'î 

1.3 .3 . . « 

, fl» 

' Fw  = sinj-  • gP- 

-)(x)  = sin^x-4-^  J,  F(o)  = o,  F,(o)=ti, 

F"  (o)  = o,  F"  (o)  s=—  i . . ,F(»-0  (o-)  = sin^~^l)ir, 


F( 


. 'v  X X' 

sinx=x — - — - -f 


n — i \ 
sinl *■  ! 


.2.3  1.2.5*  ‘^1.2.3.. (h—  l) \ 2 J 

12.3 ..n  \ 2 / 

•3°. 


i.  «'4 . —* 

F(x)  = cosx, 


, , !■■■ 

cosxrr  i — H t? — 7 . . .“1 : V—>- vcos- — y- 


"**  i .a"*”i'.'si  34"  r.2  3/..(N — r) 

4 


I .2i3  . 


— cos  ^ 6x  + \i 


2 / 
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4°.  F (x)  = (i-f-x)'w=  î-^x1. 


i .2 

^ f*(t* — i)  ( f * — a).,  .(fc — •w-f-ajx'1-1  •’ 
1.2.3.  . .(n — l) 

(*{(* — OC “ — a)..  ( fc — «-f.|)x“ 

1.2.3 ...  « 


(l+ôx)/'-». 


5°.  F(x)  = arc  tango:,. ôn  aura 
F'(x)  = 


' + **  2V1— xV/— ! I+xl/— 

% -se» 

. *=  “•[( 1 — x V/—  ( i +x 

F»(o)  = (V^T  r 

* 2 • 
et  par  suite, si  n est  pair,  F"  (o)  = o ; si  n est  impair,  * 

n — 1 

F"  (°)  = ( — 1 )~*  i . 2.3. . .(«  — 1 ), 


X * x 5 


arc  tang  x = ^ _ -f.  . 

o 5 


-f?  ( 1 — 6x y/ — i )~n qz ( i + Sx  l/—  1 )‘ 


,*r  1,  . 

6°.  Si  la  fonction  F(or)  est  entière  et  du  degré  «,  sa 
dérivée  de  l’ordre  n se  réduit  à une  quantité  constante  ; , 

on  a donc  alors  F('1)  (Bx)  = F(n)  (o) 

vi$l  = F (o)  + xF'  (o)  + — F"  (o)  + F'"  (o) . . . . . 

V r;  3 ^"  '(  \ F(""°  (°)  + — T F(")(u). 

i . 2 3 . . . (n — 1)  w 1.2.3...  n K ' 


ff 
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Exemple  : si  F (x)  = {i+  x)B,  on  trouvera 


n n(n  — i ) n 

(l  -f-  x)n  = I +~  * H — - X1.  . . 4 — xn~'  ■ 

- I 1.2  I 


■X". 


38.  A l'aide  des  mêmes  principes , on  développera  fa- 
cilement F(x  -f-  h)  , suivant  les  puissances  ascendantes 
de  x ou  de  h.  En  effet,  nous  avons 


F(x-f-  A) — F(x)  = AF'fx-f-  SA)  z=  AF'(x)  4-  R,; 

d’où 

F (x  + A ) — F (x)  — A F'  (x)  — R , . 

Rt  est  une  fonction  de  h qui  s’évanouit  pour  h = o , 
ainsi  que  sa  dérivée  première  F (x-(-A)  — F'(x)}  de 
plus  sa  dérivée  seconde  est  F"(x-f -A):  on  aura  donc, 
d’après  un  théorème  souvent  cité, 

F(x+A)-F(x)-AF'(x)=^lF"(x+eA)=ilF>)  + R„ 

F(x  -4-  A)  — F(x)  — A V'(x)  — F" (x)  = R, . 

R,  est  une  fonction  de  h qui  s’évanouit  avec  h , ainsi  que 
ses  dérivées  première  et  seconde,  et  dont  la  dérivée 

troisième  est  F*(x  -f-  h)  ; on  aura  donc 

* ■ » 

F (x  4- A)  — F(x)— AF'(x)_ ~ F"  (x)  = Fw(x+03A), 


et  en  continuant  de  la  même  manière,  on  trouvera  défi- 
nitivement 


(0 


| *(*■ 


A)  = F (x)  + A F'(x)  + ~ F"  (x). 


+ 


h" 

1 .2.3.  . , « 


F(")(x4-^A); 
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en  poâant  dans  l’équation  (i)  x = o,  h=x,  on  trouverait 


(a)  F(.r)  = F(o)  - F"(o)...  + 


. 5 FW(ôx); 

1.2  ' i.a.3.../»,  1 ' 

cette  dernière  formule  n’est  donc  qu’un  cas  particulier 
de  celle  qui  précède.  On  pourrait  cependan  t aussi  déduire 
la  formule  (i)  de  la  formule  (2);  en  eflèt,  posons 

F (h)  =/(x“M), 

on  en  tirera 

F '(A  ) =/'  (x4-A),  F"(A)  =f"  (x+h  ), . . F W (A)  =/  (»)  (x+  A), 
F(o)=/(x),  F'(o )=/», F(»>(SA)=/<«>(x.4-flA), 

or,  en  vertu  de  l'équation  (2), 

F(A)=F(o)+AF'(o)H + 

on  aura  donc  en  substituant 


h" 

I 2.3.. 


F<")(&A); 


f[x  4-  A)  =f(x)  + hf’ix)  + ^/»  + (*)..... 

+ t;a.3 \..nSW(x  + ûh)’ 

foi-mule  identique  avec  la  formule  (1). 

Corollaire.  Si  dans  la  formule  (1),  après  avoir  posé 
h — a — x,  on  change  a en  x et  x en  a , on  trouvera 


(3) 


F (x)  = F (a)  + (x  — a)  F'  (ajf  4- 


-f- 


(x  — fl) 


I . 2 

F»[a  + e(x  — «)]. 


1.2.3  . . n 
Exemples  : F (x)  = x1" , F ( x ) = lx , 

m 1*.  , H-— 1 , , , f*(f* — 1)  /*— 2.  , - . 

x —a  -f- -/MA  (x  — «■  fl)  4 — -'a  (x  — a)*  4- . . . . • 


1 .2 


1)  . ■ (ft—  n 4-  1) 


1 . 2 ... n 


(x  — a )"[fl4-0(x — fl)] 


u — n 
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. /x\  x — a i/x — dV  1 (x — a\3 

\ « / n 2 \ a ) 3 V a ) 

± — - ( T > ,g  — " T 

n — i\  a J "•“R  La'-|_£i(x  — a)J  ’ 

39.  Lorsque , pour  des  valeurs  de  x comprises  entre 
certaines  limites,  les  expressions 


1.2.3.. . n 


F " (x  -J-  64) , 


1.2.3. 


F”(6x), 


décroissent  indéfiniment  tandisque  n augmente,  alors,  en 
posant  re  = oo  dans  les  équations  (i)  ou  (a),  on  trouve 

F {x + 4)  =*  F (x)  + h F'(x)  + ~ F"  (x) + — j . F"'(x)+  etc. , 
F (x)  = F (o)H-xF'(o)  + ~ F»  + F'"  (o)  + etc. 

Ces  formules,  qui  donnent  le  développement  en  séries  de 
F (x)  suivant  les  puissances  de  x,  et  de  F (x -+-/»)  sui- 
vant les  puissances  de  h , s’appellent,  la  première,  la  for- 
mule de  Taylor,  la  seconde,  la  formule  de  Maclaurin. 
40.  Il  est  important  de  remarquer  que  les  quantités 
x"  hn 

1.2.3.../*’  1.2.3.../*’ 

s’évanouissent  pour  une  valeur  infinie  de  n.  En  effet,  le 
produit  m(» — m + i),  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

^ - J — ^ ‘ — m ) , ou  dont  la  dérivée  prise  par 
rapport  à m est  ^ ^ — m j,  croît  évidemment  avec 

m,  depuis  m = i jusqu’à  m = , ou  croît  à me- 

• 1 

sure  que  ses  deux  facteurs  approchent  d’être  égaux  : on 
en  conclura , en  faisant  tour  à tour  m=  i , m=  2,  etc., 
que  des  n quantités 

i.n,  2 (/!  — l),  3 (n  — 2)...  (/*  — 2)3,  (/* — 1)2,  n.  1, 
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la  plus  petite  sera  la  première,  et  que  par  conséquent 
leur  produit  [i . 2 . 3 . . . (n  — 1)  /»]*  sera  plus  petit  que 
cette  première  n élevée  à la  puissance  n : on  aura  donc 


rdb<(p;)'= 

or  cette  dernière  quantité  s’évanouit  pour  n — cc  ; il 

h" 


en  sera 


donc 


ainsi 


de 


et 


1.2.3.../?  ""  1.2.3 ...n 

Corollaire.  Si  les  deux  quantités  Fw(0.r),  F(n,(x4-0/i), 
conservent  toujours  des  valeurs  finies,  les  produits 

x"  ;F"(^)/  F'(-*+^)> 


1 .2.3...  n 


diminueront  indéfiniment  à mesure  que  n augmentera; 
on  pourra  donc  alors  employer  les  séries  de  Taylor  et  de 
Maclaurin  au  développement  de  F (x)  et  de  F(.r-+-/t). 
C’est  ce  qui  aura  lieu  si  l’on  prend 

F(.r)  = e1,  F(j:)  = sinx,  F{.r)  =:  cos.r , F (x)  — az, 

et  l’on  trouvera  par  conséquent 

X X*  . X3 

: I H 1 h 7-— 3 + etc., 


1 ’ « .2  ‘ 1.2.3 

4 j-S 


X2 


COS  JT  = I ■ 


1.2  *1.2. 3. 4 1.2. 3. 4. 5 


, etc. 


smi=  1 


x 


xl 


1.2.3  1.2. 3. 4-5  1 .2. 3. 4-5. 6. 7 

H — — 1 a2-\ 5 1 a3;  etc. 

1 1.2  1.2.3 


, etc.. 
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Suite  des  applications  analytiques.  t 


Règles  générales  de  la  convergence  des  séries  réelles, 
application  de  ces  règles  aux  formules  de  Taylor  et 
de  Maclaurin . ‘ , ' • 

-il . Les  formules  de  Maclaurin  et  de  Taylor  ne  peu- 
vent subsister  qu’autant  que  les  séries  , 

, , F(o)  -4-  F"(o). . . etc. , 

, F(x)  + AF'(x)  + -^F"(x)...  etc., 

seront  convergentes  ; il  importe  donc  de  fixer  les  condi- 
tions de  la  convergence  de  ces  séries.  Une  série,  en  géné- 
ral , est  une  suite  de  quantités 

“o>  ’h,  . un. . . , 

qui  dérivent  les  unes  des  autres  suivant  une  loi  détermi- 
née; ces  quantités  elles-mêmes  sont  les  dillérents  termes 
de  la  série  qu’on  considère,  ic,  est  le  terme  général.  Soit 

• S„  = «o  H-  ui  “I-  ui  + • • 

la  somme  des  n premiers  termes  ; si  pour  des  valeurs  de 
n toujours  croissantes,  la  somme  S„  s’approche  indéfini- 
ment djune  certaine  limite  finie  S,  la  série  sera  dite  con- 
vergente , et  la  limite  en  question  s’appellera  la  somme  de 
la  série;  au  contraire,  si,  tandis  que  n croit  indéfiniment, 
la  somme  S„  ne  s'approche  d’aucune  limite  fixe,  la  série 
T.  I.  5 
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sera  divergente  et  n’aura  plus  de  somme.  L’une  des  séries 
les  plus  simples  est  la  progression  géométrique, 


(IX  , 


ax‘ 


qui  a pour  terme  général  ax"  ; la  somme  des  n premiers 
termes 


Sa  =<i(i+  x -j-x1  +...+  x"  ')  = a 


1 — x" 


convergera  évidemment  pour  des  valeurs  croissantes  de 
n vers  la  limite  fixe  — , si  la  valeur  numérique  de  x 

est  inférieure  à l’unité;  au  contraire,  cette  somme  croî-  ■ 
tra  indéfiniment  si  i : la  série  sera  donc  conver- 

gente dans  le  premier  cas  et  divergente  dans  le  second. 
Considérons  maintenant  la  série 

«o , un , etc. 

Pour  que  cette  série  soit  convergente,  il  faut  et  îl  suffit 
que  la  somme  - 

Sa  = “o  H”  “i  -+■  Wj  +•■•+  U"-t 
converge  à mesure  que  n augmente  vers  une  limite  fixe 
et  finie  S,  ou  que,  n devenant  infini,  les  sommes 
S„,  Sn+, , Sn+1...  diffèrent  infiniment  peu  de  la  limite  S, 
et  par  conséquent  les  unes  des  autres.  Or 

Sa  i — Sa  — Ka  , Sa  -f-  ^ “ Sn  ^ Un  -f-  1 9 etC. 

Il  faudra  donc,  que  ces  différences  soient  infiniment  pe- 
tites quand  n sera  très  grand;  et  par  suite,  il  faudra  que 
le  terme  général  un  et  la  somme  des  termes  pris  à partir 
de  u„,  en  tel  nombre  que  l’on  voudra,  s’évanouissent 
pour  n = oo. 

Réciproquement,  lorsque  ces  diverses  conditions  sont 
remplies,  la  convergence  de  la  série  est  évidemment  .as- 
surée. 
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42.  Ces  principes  nous  foumissent  deux  moyens  assez 
simples  de  reconnaître,  dans  beaucoup  de  cas,  si  une 
série  est  convergente  ou  divergente. 

Règle  iro.  Cherchons  la  limite  ou  les  limites  vers  les- 
quelles converge,  tandis  que»  croit  indéfiniment,  l’ex- 
. * . ' 1 . ' 

pression  (U„)n,  U„  étant  la  valeur  numérique  de  u„,  et 
soit  L la  plus  grande  de  ces  limites,  la  série 

. ( I ) «O  ri-  n«  ri-  «»•+••• . etc. 

sera  convergente  si  l’on  aL<i,  divergente  si  L > i. 

Démonstration.  Supposons  d’abord  L < i : en  dési- 
gnant par  p un  nombre  plus  petit  que  l’unité,  mais  su- 
périeur à L , ou  tel  que  l’on  ait  L < p < i , et  donnant  à n 

I . 

une  valeur  assez  considérable,  (Un)n,  qui  peut,  différer 
aussi  peu  que  l’on  veut  de  sa  limite  L,  finira  par  être 
plus  petit  que  p : on  aura 

r . * 

(U„)"<P,  u„  = ±U„<,-,  . 

de  sorte  que  les  termes  de  la  série  un,  ull+l , u„+,...,  seront 
des  nombres  inférieurs  aux  termes  correspondants  de  la 
progression  géométrique 

r",  r + ',  p-  + »... 

Or  le  terme  général  et  la  somme  des  termes  de  cette  dcrr 
nière  progression  vortl  en  diminuant  à mesure  que  n 
augmente,  puisque  p est  plus  petit  que  i , il  en  sera  donc  de 
même  à plus  forte  raison  de  la  somme  -+-u„+J..., 

et  la  série  (i)  sera  convergente.  ‘ . . 

Supposons  en  second  lieu  L > i : n venant  à croître , 
on  aura  bientôt,  si  l’on  désigne  par  p un  nombre  plus 
grand  que  l’unité  et  compris  entre  L et  i,  ou  tel  que  l’on 
ait  L > p > 1, 

(ü,)n>f,  «.  >f"; 
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le  terme  général  de  la  série  (i)  croîtra  donc,  ainsi  que  p”, 
indéfiniment  avec  n , et  cette  série  sera  divergente.  , 
Règle  2me.  Si  pour  des  valeurs  croissantes  de  »,  le 
terme  général  u.  décroît  indéfiniment,  et  si  le  rapport 

— converge  vers  la  limite  fixe  /,  la  série  (i)  sera  coq- 


U. 


u„ 


vergente  toutes  les  fois  que  l’on  aura  / < i , et  diver- 
gente toutes  les  fois  que  l’on  aura  / > i . 

Démonstration.  Désignons  par  s une  nombre  inférieur 
à la  différence  qui  existe  entre  i et  l,  ou  tel  que  les 
deux  quantités  l — £ , /-+-  £ , soient  en  même  temps  que 
l plus  petites  ou  plus  grandes  que  l’unité;  en  donnant  à 

n une  valeur  assez  considérable,  le  rapport  ' finira 

par  être  compris  entre  / — e et  / -f-  e , et  les  différents 
termes  de  la  série  un,  un+1...,  se  trouveront  compris  entre 
les  termes  correspondants  des  deux  progressions  géomé- 
triques 

«n,  Kn(* «),  tla(l l)*,  «„(/ l)3,... 

««,  Un(l~ 1-0,  «n  (/+*)* 

Or,  i°  ces  deux  progressions  seront  toutes  deux  conver- 
gentes, si  l’ona  /<i,  et  leurs  sommes,  ainsi  que  la  somme 
intermédiaire  «„  + u„+i  4- etc. , décroîtront  indéfini- 
ment si  un  approche  indéfiniment  de  o à mesure  que  n 
augmente  ; 2°  elles  seront  toutes  deux  divergentes,  et  la 
somme  u„  -f-  etc. , croîtra  indéfiniment  avec  n si 

i : la  série  (i)  sera  donc  convergente  dans  le  pre- 
mier cas,  divergente  dans  le  second. 

Nota.  On  démontre  facilement  que  les  deux  limites  L 
et  1 sont  toujours  égales.  En  effet,  si  nous  donnons  à m 
une  valeur  considérable , les  rapports 


U, 


4*  ' 


u, 


«4.2 


u, 


«4» 


et  par  suite  là  moyenne  géométrique  entre  res  rapports 
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U 

) différera  de  l d’une  quantité  £ aussi  petite  que  l’on 

/ $ 


( 

voudra } on  aura  donc 

1 

[u*(I+t)]"  = (,±,)(u-^ 

et  en  passant  «à  la  limite,  ou  faisant  n infini. 


fini.  .(U„)n  = L = (l  ± .)  IC  ■=/=&«■ 

* • ' 

Les  deux  limites  L et  / diffèrent  donc  l’une  de  l’autre 
d’une  quantité  £ qui  peut  devenir  aussi  petite  que  l’on 
voudra,  et  sont  par  conséquent  rigoureusement  égales. 

45.  En  appliquant  ces  deux  règles  aux  séries  de  Ma- 
claurin  ou  de  Taylor,  on  obtient  la  proposition  suivante. 

Soit  F(x)  une  fonction  de  x,  et  <p„  la  valeur  numéri- 
que de  l’expression 


FC")  (6) 


,FW(*), 


1.2.3 . . .n  ' 7 1 .2.3. . .« 

suivant  qu’il  s’agira  de  la  série  de*  Maclaurin  ou  de  la 
série  de  Taylor,  soit  de  plus  ‘b  la  limite  vers  laquelle 

convergent,  tandis  que  n crôit  indéfiniment,  les  plus 

1 

grandes  valeurs  de  (<p„)n  ou  bien  encore  la  limite  unique 
du  rapport  <*’n  +— , ces  deux  séries  seront  convergentes 
toutes  les  fois  que  la  valeur  numérique  de  x sera 
inférieure  à et  divergentes  toutes  les  fois  que  la  valeur 

numérique  de  x surpassera  j : en  effet , si  l’on  désigne 

par  un  = rh  fnxn  le  terme  général  de  ces  séries,  on  aura  , 
dans  le  premier  cas , 

1 • 
fini.  (U,)”  = ^ 1,  lirti..  — . . 
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et  dans  le  second 

i , 

lira.  (U,,)"  = 1 , lim.  + I = <t>x  ]>*  i . 

Donc,  etc. 

^Exemple:  i°..  F(x)=e*,  FW(o):=  i, 

i • <pn  + . i_ 

Çn  ~ 


$>»  = 


O = lim. 


I .2.3, . .n'  o„  n 

i 


la  sé 


==  o i , — 

n~\-  i <t> 


co  ; 


sene 


c = i + - -f-  — 4 — = 4-  etc. 

I 1.2  1.2.3 

sera  convergente  pour  une  valeftr  réelle  quelconque  de  la 
variable  x ; 

2°.  On  peut  en  dire  autant  des  deux  séries 

* X*  X * 


CO  S x zz:  i • 


I I .7.  .3.4 


■etc. , 


. ' x 

sinx  = - 


I (.2.3  1.2.34.5 


— etc. 

•t 


En  effet,  dans  ce  cas,  <î>  = lim.  ( = J devra  eu- 

\ 1 .2 .6.  . .n J 

core  être  plus  petit  que  1 , puisque  la  série 

x1  x" 

e'  = 1 4-  x 4 h-  • • 4 r-r — h etc. 

1.2  I .2.3  . .n 

est  convergente,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x. 

3°.  Si  l’on  prend  F(æ)=1(i4-x), 
on  trouvera  •* 

F"(o)  = ( — 1 ).*"*  1 .2  3 . . . («  — 1), 


• * $ n+1  n 

Çnm — “ , " . 

n Qn  n+ 1 


l+; 


<i>=  1 , - = 1 

’ <i> 


donc  la  série 


, , , X1  X3  X* 

1 (1  4-x)  = x T 4-  etc. 

204 
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sera  convergente  tant  que  la  valeur  numérique  de  x sera 
Inférieure  à l’unité  ; . 

4°.  On  en  peut  dire  autant  de  la  série  r 


X*  X* 

(IV  tanga:  = x -f-  -g + 


5°.  Si  l’on  prend  F (x)  = ( i 4-  on  aura 

FC"î(o)  =n(ft—  i)..  .(/«  — « + t), 

I 


(P..+.  _ » — _ 

<P»  "n+i  _ 


n 


'■  + ; 


donc  la  série 


(,  = , +,,+^),.+^=fcî!e+c,-. 


sera  convergente  tant  que  la  valeur  de  X restera  infé- 
rieure à l’ Unité. 

6°.  On  prouvera  encore  que  ces  deux  formules  t 


, h i h 1 . I h 3 
1 (x  -j-  A)  = !(*)  +-  — ~ —,  -F  3 p +.  etc. , 


tx  + hf  =xt*+Z  x’'-'  A+CÎfi **  + 

' 1 7 » 1.9. 


F( 


-c-y 

x)  = e W , 


la  fonction  F.(x)  n’est  pas  identiquement  nulle,  et  ce- 
pendant tous  les  termes  de  la  série  de  Maclaurin  se  ré- 


• • 


subsisteront  tant  que  l’on  aura  - < i,  h < X. 

44.  On  pourrait  croire  que  la  série  de  Maclaurin  a ^ 
toujours  F (x)  pour  somme  quand  elle  est  convergente, 
et  que  par  conséquent,  dans  le  cas  où  ses  différents  termes 
s’évanouissent,  la  fonction  F(x)  s’évanouit  elle-même; 
il  n’en  est  pas  ainsi.  En  effet,  si  l'on  prend 


Jm 

•**>. . 


* 


m 

.4 
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(luiront,  dans  ce  cas , à o.  2°.  Si  l’on  suppose 


la  série  que  l’on  obtiendra  sera  convergente,  et  elle  aura 
pour  somme,  non  pas  F (ar)  , mais  seulement  son  premier 
terme  e~x' . 

45.  Toutes  les  fois  néanmoins  que  les  fonctions  F (or) 
et  F (:r  -+-  h)  pourront  être  exprimées  par  des  séries 
convergentes  ordonnées  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes et  entières  de  x,  ces  séries  coïncideront  avec  la 
série  de  Maclaurin  ou  avec  la  série  de  Taylor. 

Démonstration.  Supposons  que  l’on  ait 

/• 

F(x)  = a0-f-  -f-  a2x'  -f-  -f-  etc. , . . 

a , 6 , y , étant  des  nombres  entiers  rangés  par  ordre  de 
grandeur-,  en  différai  liant  plusieurs  fois  de  suite,  on  aura 


F ,(x)  = atax<t  ' + a,£rf  1 +aiyxy  '-J-..., 

F"{x)  — att.{ei  — \)x*  *-\-a2C(C — 2 

4*  «3  y ( y — i)**  -f-  • • • , 

Fw(a?)=±  «,  «(« — i)  («  — 2)x"  3 — i)  (ff — t)xC~ 3 

• 4-«iy(y — i)(y  — s)*7  J -f- . . . ; 

et  puisqu’on  général  les  quantités  F (o),  F'(o),  F"(o), 
ne  doivent  se  réduire  ni  à o,  ni  à 00  , on  aura  nécessai- 
rement 


F'  (o)  „ F"(oJ 

= F{o),  * = 1,  a,  = S=  2,  a2=  — 


1 .2 


, _ Fw(o) 

1 — 3 , a 3 — — — = 1 . . . . 


I 2.3’ 


et  par  suite 


F (x)  = F (o)  -f-  T F'  (o)  -f-  — F"  (o)  + 7-ï73  F"  (o)  + etc. 


Donc , etc . . . 
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« 

Supposons  en  secofid  Heu  ' 

•»  r - ~ \ 

F(i+i)  = j(x)+f  (•*) . A’M-  <Pj  (x)  . h'  -f-  <p3  (x)i  hy  -J-  etc.  ; 

en  différent! an t d’ahord  par  rapport  à x , puis  par  rap- 
port à h,  nous  aurons 

rfF(jr  + A) _ <fo(x)  , t«  , dpt(x),Ç  , ^»3(x)t>  , 

4xi  ~ dx  J"  ' -t-etc., 


dx 

«—  i 


dx 


dx 


- F ^ = «<? , (x).  A -+-C<p,(x).hC  -i-yfy^xf'h7  ’-f-âc.; 


puisque  la  fonction  F (x  -f-  /t)  est  composée  de  la  même 
manière  en  x et  £n  h,  et  qu’en  posant  x -f-  h — J , i>n 
a évidemment  , ■ 1 

dF  (x  + h)  dF ( y ) dy  __  dF{y) 


i dx 


X I, 


djr  dx  dy 
dF  (x /i)  _ dF(y)  dy  _ dF  (y)  _dF{x,+h) 

dh  dy  dh  dy  dx 


Les  deux  dérivées 


dF  (x  -f-  A)  dF  (x  + A) 


, sont  nécessaire- 


dx  dh 

ment  égalés  et  doivent  renfermer  les  mômes  puissances 
de  hf  Dès  lors,  en  supposant  les  exposants  oc,  6,  y...  rangés 
par  ordre  de  grandeur,  on  aura 

► , , dp(x)  i dp,  (x) 

“ = I>  = -£r’  c=a’ 


2 dx 


d’ailleurs , en  faisant  h = o , on  trouve  y (x)  = F (x)  ; 
donc 

?«(*)  — F'  (*)  > f . (*)  = > ?3  (•*)  = • • • • etc. , ' 


F (x  + A)  = F (x)  + A F'(x)  + — F"  (x)  + etc.  C.  Q.  F.  D. 
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Suite  des  ajqflications  analytiques. 


fîfyfës  ch'.cén vergence  des  séries  dont  le  ttjfme  général 
* est  imaginaire.  Application  aux  formules  de  Taylor 

• et  de  Mhclaurin.  - * 

i ' * , • 

* * T'. 

46.  Les  règles  que  nous,  avons  donné&  sur  la  conver- 
gence des  séries  en  général  et  des  séries  de  Maclaurin  et 
de  Taylor  en  particulier,  subsistent  encdre  dans  lj  cas  où 
le  terme  général  de  la  série  un  et  la  variable  a:  ont  des  va- 
leurs imaginaire? , mais  alors  il  faut  substituer  à ce  terme 
général  u,x  et  à T leurs  modules.  ' 

En  effet , une  série  dont  le  terme  général  est  imagi- 
naire et  de  la  forme  un=^u‘,  -f-n"  \f  — i pcutètçe  regardée 
comme  la  somme  de  deux  séries  réelles  dont,  l’une  serait 
multipliée  par  le  facteur  imaginaire  — i , de  sorte  que 

l’on  ait 

i 


La  somme  s,  = s't  +v/-i  s:  des  n premiers  termes  de 
la  première  série,  convergera  pour  des  valeurs  crois- 
santes de  n vers  une  limite  fixe,  si  les  deux  sommes 
réelles  s„  , s"  convergent  vers  de  semblables  limites;  il 
en  résulte  que  la  série  imaginaire  sera  toujours  couver-, 
gente  en  même  temps  que  les  séries  réelles.  D’ailleurs, 
comme  en  appelant  pn  le  module  du  terme  général  de 

la  série  imaginaire , on  aura  ' - * • • 

• 

Fn  = V/ 'V  4-  “n’  > 11  n îfàWï't 

y 
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le^  deux  sériés  u‘a , u" , et  par.  suiteùla 

série  «0 , u, , . . . t/„,  seront  convergentes  si* les  modules 


i fi)  ?i.j 


Fn  j 


forment  eux-mêmes  une  semblable  série.  On  déduit  imr 
médiattejient  de, ce  principe  les  deux  théorèmes  suivants. 

47.  ier  Théobème. 'Cherchez  la  limite  ou  les  limité» 
vers  lesquelles  converge,  tandis  que  n croit  jjpdéfiniment, 

l’une  des  cxpressioifc  ( p„)n , ; ' •’lff-  série  imaginaire 

4*  * f * P"  • 

sera  convergente  ou  divergente,  suivant  que  la  limite 
unique  ou  la  plus  grande  de  «es  Utilités  sera  plu»  petite 
ou  plus  grande  que  l’unit4.  ‘ . 

2e  Théorème.  Soient  F (x)  une  fonction  iiïlagitiairc 
-de  la  variable  x,  ql  fn  le  module  de  l’expression 

— — ^ FW(oj;  sent  de  plus  ‘h  la  limite  vers»  laquelle 

I •2>u«  « • A ( ▼ ^ % 

converge,  tandis’que  «croît  indéfiniment,  la.limite  uni- 
que ou  là  plus  grande  des  limites  de  lTune  ou  l’autre  des 

i * 

quantités  ; la  série  de  Maclaurii*  sera  cou- 

vergente  toutes  les  fois  que  la  valeur  numérique  ou  le 
module  de  x sera  inférieur  à -, 

Pour  appliquer  ce  théorème  à la  série  de  Taylor,  il- 
suffit  de  remplacer  l’expression 


F^"J  (o)  par 


F <">  (x). 


i.a.3>..n‘  v”/  *"**  i.2.3...  n 

48.  Ce  dernier  théorème  suppose  que  l’on  puisse 
étendre  les  formules  de  Maclaurin  et  de  Taylor  au  cas  où 
la  variable  x devient  imaginaire;  or  c’est  à quoi  bon 
parviendra  facilement  comme  il  suit. 

Soit 

x = p -|-  q V /■ — i r(ros/.-f-  l/ — i sin  t) 
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une  valeur  ifnaginaire  de  la  variable  considérons  r 
comme  seul  variable,  et  posons 

F(æ)  = F [ r (cosf  -+-  ^ sin  t ) ] = +(r)  + x(r ) ; 

, 1 • ' 

nous  aurons,  en  différentia^ plusieurs  fois  de  si^p<par 
rapporta  jy  **  J'  ' * ^ 

*■  #0  . • • g 

Ff  [r(cc»i-f-  V^— 7sin/)](çosi-J-  \/ — 1 sinr) 

' = <P'(r)  -+-  V^~\  %'  (r) , 

F"  [/-(eosi-f-  1/ — i’»ini)](cos^  -f-  \/—\  sin  t 

r ‘ , = 9*  , 

••••", 

FW[r(  cosf -f-l/—  1 sinf')](cos/+  \/ — 1 sinr)° •* 

■r  * —çWM  + y/II 7xW(r), 

«nou^  en  posant  /•  ==  o , 

,«•  * ‘ * ^ 

<p(H)  + \/^ïX(o)  = F(o),  * \ 

<P7 ( 0 )•— f-  V^^-ï  x'(o)  = F’  (o)  (cosf-J“ — 1 sinf), 

9"(ty-ic  — t x"(o)  = F"  (g)  ( cos  t -+-  V'  —1  sin  t # 

_ k 

* « * 

^(n)(o)-4- 1/ — 1 ajW(o)=:F  (").’(  o)^cosi+  V — 1 sim)aî  ' . 

on  a de  plus 

9 (/•)  = ^(o)-f-^'(o)  + ^l(p"(o)  + 

+ .~3.T.«yW^r)» 

X(r)  = x(o)  + ^x'(o)  x"(o)  +...... , . . 

+t 

et  par  suite 

9 (r)  H-  [^ZT,  X (r)  = <p  ( o ) -f-  \Z~ZTy  x ( o ) 

+ r[<P'(°)- bV/—tx'(o)]  + 

1 JÎiirr- 

***•’*  ; ‘ 

! ’ 
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n 


F(*)  = F(0)  + -F'(o)-f  — F"(o)  + 


4- 


x " ffC")  (0tr)  -+-  V' — i (Oit) 
i.3.3.../i  (cos^-f-V 


— isinS)”  J 


On  peut  mettre  le  dernier  terme  ou  le  reste  de  cette 
formule  sous  une  autre  forme  ; en  e(Jet,  on  a . 

<p  W (9,r)=  (o)  1„  (0,  r J=  je  W (o)  -f- 1, , 

I,  et  Is  étant  des  quantités  qui  s’évanouissent  avec  r\  donc 

pW(6  ,r)  -f  1/^7  (8»r) = (p)  (°)+Ii+I>  l/-» 

= Ft'0(o)(cost4-V//  — i sin  *)"  4-i,4-l,\/ — 1 ; 

et  par  conséquent 

F(x)=F(0)4-;  F'  (o)  + f^F>)4-...+  i^x^[Fw(o)+I], 


1,4-1.  k—' 


— qui  s’évanouit 


I étant  une  quantité  ■ > . 

1 (cosrq-  K — ismr) 

avec  r,  et  par  suite  avec  X. 

En  désignant  par  a une  valeur  particulière,  réelle  ou 

imaginaire  de  la  variable  x , et  posant 

x — a r=  z = f ( cos  r 4"  V ^ — I sin  r ) , 

F(x)  = F(/i4-s)  = F[a  + p (cosr4- l/^î  sinr) ]• 

' =«(p)+ 

on  trouverait  de  même,  en  différentiant  par  rapport  à p , 

(cosr  + V^ — i sin  r)”,Ft"1)  [a  4~p(COST-t-  — 1 sinr)] 

=«.(->(?)  4 -»/=iX(->(f)r 

et  en  posant  p — o, 

B’  (a)  — <t>  (o)  4“  — 1 X(°), 

(cosr  4-V//“—  ï"  sin  t)  F'  (a)  = <t>'(o)4-  V'  — 1 X'(o), 


( 


COS  r 


-i  sin  r )”vF(l")  («)  — o)  ■ 


-iXt")(o). 


J-  i 
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On  aura  de  plus,  d’après  une  foimule  connue, 

<i.(p)  = <i)(o)-t-^<l>'(o)Mr-^-<I.//(d)4-..  H p"  ■ 

■ r r-  1 'f1'01  I.a.3 ...n  v tr>* 

X(rO  = ^o)H-P-X'(o)  + ll  X''(o)+...-p  ~Ç~n  XW(6,f), 

» • ■ • 1v  ....  « 

, t ■ 

et  l’on  en  conclura  • > 

F(x)=  F («)+  ^ F'W+^f~  F"W  +•• 

+ rro;U  (co„+t^,4r-)],  - 

F (*)  = F (a)  + ~ F'  (a)  + fe=fï  FV(„1  + . 

I I . 2 ' / 1 / 

Y X—  fl  ♦ 

+fejdLww+i>  . 

Si  dans  ces  dernières  équations,  aprèsavoirposéx a =//, 

on  change  a en  x,  il  viendra 

F(*  + *)  = F(*)  + * F'(*)  + — F"(*)+. 

• 1.2 

+ . . > . * .(«- ,) FCn" + ~~7n [F(n>  w + n-  : 

Lorsque  dans  ces  diverses  formules , on  suppose  que  les 
restes 

»W(M  + V^L  (0,r) 


1.2.3.. ./1  (cosr  + j/— i sim)'1 

hR  a(n>(M  + V//-— î XC-)  (9,p) 

1.2.3..  « (cos t -f-  \/— — î sin  t )" 

ou  seulement  les  quantités diminuent 

• ,1.2.3. ../I  I.2.3.../Z 

indéfiniment  à mesure  que  n augmente,  ce  qui  arrivera  , 
i°.  Si  x et  h sont  des  quan  ti  tés  «infini  men  t petites; 

• ' • • • 

F*  . * • 
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• a 


#<*( 6,r)  + V/—  r)  , *<■>  (0,  P)  + l/dj  X«(e,p)  , 

ou  la  quantité  I,  conservent' toujours  des  valeurs  finies, 
on  trouera 


FW=  *(»)  ■ 4-f  F'(o)-P^l F'i(o)  +••  • etc.,  • ’ 

F(x  + h ) — F(x)  -+-  - F'  (x}-f-  — — F"  (x)  + . • • etc.; 

• * X 1*2 

» . • 

or  ces  .dernières  formules  sont  évidemnjçntjés  formules 
d£  Maelaurin  et  de  Taylor , étendues  au  cas  où  'la  varia- 
ble x et  son  accroissement  h reçoivent  des  \ÿdeurf’  ima- 
ginaires. 

La  seconde  des  conditions  ci-dessus  énoncées , sera  satis- 
faite si  l’on  prend  pour  F(x)  une  des  trois  fonctions  e_r, 
cos  x,  sinx;  et  par  conséquent  les  séries  qui  donnent 
ces  fonctions  seront  convergentes  pour_  une  valeur  finie 
quelconque,  réelle  ou  imaginaire , de  la  variable  x. 


i 
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Suite  des  applications  analytiques. 


J- 


Développement  d'une  fonction  de  x qui  devient  infinie 
pour  x — a,  suivant  les  puissance f ascendantes  de 
x — à.  Décomposition  des  fractions  ra t ion n elles *en 
frdetions  simples. 

49.  Tous  les  développements  obtenus  jusqu'ici  n’ad- 
mettaient que  des  puissances  entières  de  x ou  x — a, 
parce  que  nous  supposions  toujours  que  la  fonction  F (x) 
ne  devenait  infinie  ni  pour  .r  = o , ni  pour  x = a.  Suppo- 
sons maintenant  qu’il  en  est  autrement;  que  F (a)  = co  , 

— L_  = o , ou  que  F (x)  soit  de  la  forme  F(x)  = - — *-L- 
F (a)  ’ “ V J { x — af 

o(x)  conservant  une  valeur  finie  pour  x = n;  on  dit, 

dans  ce  cas,  que  1 équation  a m racines 

égales  à a.  Puisque  , par  hypothèse,'  la  fonction  <p(x) 
conserve  une  valeur  finie  pour  x = a,  a ayant  d’ailleurs 
une  valeur  réelle  ou  imaginaire,  nous  aurons,  d’après 
une  formule  connut, 

* i 

«l*)  = e(u)  + -~-  *'(«)  + »"(«)  + - 

V 

I s’évanouissant  quand  on  fait  x = a.  En  divisant  les 
deux  membres  de  cette  dernière  équation  par  (x  — n)’". 
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ou  trouvera 

<P(X)  _ 


(x—a)" 

4 


F (*)  = 


<?'(«) 


(x — «)"  i (x — a)"-1  i . a (x — a)"-1 

? t"  ' “O  (a)  (a)  «(”•+')  (a)(x  — a) 


t .2.  ..(mi — i)  x — a 


1.2...  Ml’  I . 2.'.  .Ml.(MI-f-l) 

(x — a)"-m 


i . 2 . . . n 


[*00(fl)  +1]. 


, A l’aide  de  cette  dernière  formule  on  pourra  donc  en- 
core développer  F (x)  suivant  les  puissances  entières  et 
ascendantes  de  a:  — a ; seulement  les  m premiers  termes 
du  développement  renfermeront  des  puissances  négatives 
de  cette  différence.  Si  l’on  fait  n~m , il  viendra 


F(x}  = 


— *P(a) 


+ 


<p'{a) 


(x — a)"  (x  — a)™-1  i.2  (x  — a) 

i çC*—  'î(a)  ®("0(a) 


1.2. ..(mi  — i)  (x  — a) 


1.2.3...  Ml 


FI. 


(pt™' (a)  conservera  en  général  une  valeur  finie;  c’est. cè 
qui  arrivera  en  particulier  si  f (x)  et  f (x)  sont  deux 
fonctions  entières  de  x , c’est-à-dire  si  F (x)  devient  une 

fraction  rationnelle  ; alors , en  désignant  par  m le 

nombre  des  racines  de  l’équation  f (x)  — o égales  à a , 
par  »,  p , q...  le  nombre  des  racines  égales  à b,  c,  d,... 
et  par  N un  coefficient  constant , on  aura 

f(x)  = "N  (x  — a)™  (x  — b)n  (x  — c)p . . . , 

m 


(x)  = (x  — a)m  X F(x)  = 


N (x  — b)  " (x  — c)p  . . 


= jj  f(x)  (x  — b)~"  (x  — c)-r.... 

On  obtiendrait  endifférentiant  m fois  cette  der- 

nière expression , et  remplaçant  x par  a,  or  l’on  voit  évi- 
demment que<ft",)(«)  ne  deviendra  pas  infiuie  pour  x^=a. 
T.  I.  6 
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De  plus,  eu  posant 

f>(a)  = A„,  <p'(a)  = Am_,,  — A«_,. . . 


I .2 


*W  = ^W-  + 1, 

i . 2 . 3,  . . [m  — i)  v 7 i.2.3 ...m 


on  trouve 


/(*)_. 


+ 


A, 


xi*)- 


f (x)  (x — a)m  (x — a)m  1 x — a 

f(x\ 

50.  La  fraction  rationnelle^^  peut  donc  être  décom- 

/(*) 

posée  en  deux  parties  dont  l’une  est  la  somme  de  plu- 
sieurs fractions  qui  offriront  des  numérateurs  constants, 
et  qui  auront  pour  dénominateurs  les  puissances  de 
x — a , tandis  que  l’autre  partie  ^(x) conserve  une  valeur 
finie  pour  x = a. 

En  représentant  par 


B„ 


B, 


B, 


(x — b)n  [x—b)“ 


"n-i  | "i 

— bY-' 


par 


~r  | i ZL 

(x — c)P  (x  — c)P-'  X 


Cx 


ce  que  devient  la  suite 


Am 


...  . -+- 


etc. 


etc. . 


A, 


, quand 


(x  — a)m  x — a 

on  y change  tour  à tour  a en  b,  c,  d. . . , m en  n,  p, 
q , etc. . . . , les  différences  .• 

fi*)  _ Am  _ A, 

f (x)  (x  — d)  " x — a ' 

fi*)  B»  B,  /(x) 


C, 


f (x)  (x  — by'"  x — b ’ f (x)  (x  —c)P  X — c ’ 

ue  deviendront  plus  infinies,  la  première  pour  x — a, 
la  deuxième  pour  x = b,  etc. ...  ; de  sorte  qu’en  posant 


fi*)  _ Am 

f (x)  (.T fl)"  " ‘ 


A. 


B„ 


• a (x — b)’ 


B, 


c —b 


Q, 
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OU 

, /(•*;  A„,  A, B „ B.  _0 

f(x)  (x— a)"  ' x — a ( x — b)n  ’’  x — b " 

• • 

Q ne  deviendra  infini  pour  aucune  des  valeurs  x = a, 

x = b. . . D’ailleurs  aucune  autre  valeur  de  x ne  peut 
rendre  la  différence  du  premier  membre  infinie,  Q ne 
devient  donc  infini  pour  aucune  valeur  de  x , ce  qui  exige 
que  Q soit  une  fonction  entière  de  x. 

Enfin  si -l’on  pose. 

• 

A m A w_,  A , ^ B„ 

(x — a),”  (x — fl)"-1  ''  x — a (x — b)n  

B,  e.  R 

H ï , r,  • • • etc.  — jj- r , 

x — b (x  — c/  1 (x) 

R sera  aussi  une  fonction  entière  de  x,  car 

f(x)  = (x — a)m  X.(x — A)*.  . . , 

et  l’on  aura 

• • 

= + /W  = QrW  + R. 

On  voit  sous  cette  forme  que  les  deux  fonctions  entières 
Q et  R,  dont  la  seconde  est  d’un  degré  inférieur  à celui 
de  f (x),  représenteront  évidemment  le  quotient  et  le  reste 
de  la  division  de  f (x)  par  f(x). 

51 . L’équation 


q » A m . A A, 

f (x)  (x  — a)  " (x  — a)m~  1 ’ ’ " "T"  x — fl 

B n Bft_,  B, 

+ + (x"-è)«-«  • • • + x'~è'f“HC 


renferme  le  théorème  suivant  : soit >7—;  une  fraction  ra- 

f(x) 

6.. 
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tionnelle  dans  latjuelle  le  degré  du  numérateur  est  supé-^ 
rieur  au  degré  du  dénominateur,  cta,  b,c,...  les  racines 
de  l’équation  f (x)  = o ; pour  décomposer  la  fraction 

"Çr-r  en  fractions  simples,  iJ  suffira  de  la  développer, 
i[x)  , 

i°  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x — a,  2°  sui- 
vant les  puissances  ascendantes.de  x — b , 3°  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  x — c,  etc.;  puis  d’ajouter  au 
quotient  de  la  division  de  J (x)  par  f(x)  la  somme  des 
termes  qui  dans  les  divers  développements  deviendront 
infinis  pour*r  — a,  x — b , X — c-,  etc. 

Dans  le  cas  où  le  degré  de  f (x)  est  inférieur  à celui 
de  f(x),  le  quotient  Q est  nul , le  reste  R est  égal  à _/(x), 
et  l’on  a 

f{x) A w ■ . A,  B, 

f (x)  ( x — a)m  (x  — a)™-'  x — a (x  — by 


C, 


-f-etc..  , 


+ ... 

x — b ( x — cjP 

Dans  ce  cas,  pour  décomposer  la  fraction en  frac- 

f(x) 

tions  simples,  il  suffira  de  la  développer,  i°  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  x — a , 2°  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  x — b , etc. . . , puis  de  faire  la 
somme  des  termes  qui  renferment  des  puissances  néga- 
tives des  différences  x — « , x — b,  x — c. ... 

52.  Quand  l’équation  f(x)  — o a toutes  ses  racines  iné- 
gales , on  a 


— n — p . . . = i , f (x)  = N(x  — a)  (x  — b)  (x  — c). , 

f(x) A,  , B,  , C, 

f(.r) 


••  +Q  -, 


• » ï 

x — a x — o x — c 
de  plus,  les  valeurs  des  coefficients  A, , B, , C, , etc;,.  . 
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coïncident  avec  celles  des  produits 

(x—a/M  (T-b)f-M)  (x-c)fM 
( a)fU'  {*  ‘ f(x)’  1 } f(x)’ 

correspondantes  à x=?  a,  x = b,  x,  — c. . . . Toutes  ces 

fractions  deviennent  -,  mais  on  obtiendra  leurs  véritables 
o 

valeurs  en  diflc  rendant  d’abord  haut  et  bas,  ce  qui  donne 
(*  — «)/'(•*)  +/(■»)  (x  — b)f(x)-\-f(x) 

f'W  5 f7^)  . 

(x  — c)f{x)  +/(*)  _ . 

' rjx)  etc'  ’ •' 

« • 

et  faisant  ensuite  x = a ou  x — b , etc.,. ..  on  aura  ainsi 


A -/(«)  R -M  ç —CM 
' - f '(«)’  ’ — V{b)  ’ 1 — V{c)' 

D’ailleurs  l’équation 

f (x)  ±=  N (x  — n)  (x  — b)  (x  — c) . . . 

donne 

I • 

f ' (x)  = N (x  - — b)  (x — c) . . . -f-  N (x  — a)  (x  — c).  etc. 
V (a)  = N (a  — b)  (a  — c). . . C (b)  — N (b  — a)  (b  — c). , 


donc 
A,  = 


A«) 


N (a  — b)  («  — c) . . . 


, B,  = 


/w 


N (b  — a)  {b  — c)... 


etc... 


On  aurait  pu  déduire  immédiatement  la  première  de  ces 
valeurs  et  par  suite  toutes  les  autres  de  l’équation 


VV>  f(x)  N (x  — b)  (x  — : c)  f 


d’où 

A,=ip(fl) 


/(«) 


-,  B ,=z<p(b)z 


b)(x-cy 

m 


-,  etc. 


y(a—b)(a—c)..:  ~'—r'-'J-ÿ(b—a)(b—c)...’ 
Cela  posé,  on  aura,  si  le  degré  de  J (x)  est  inférieur  à 
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r /(f 

f{ f)  _ [ («  — b)  (a 

~ N , 

L ^'(b  — C 


X 


/W 

— b)  (a  — c) . . . ^ x — a 

/w 


x 


(b  — a)(i — c)..  .r — 6 


1 

■etc....  _ 


/Yrt  — (X  ^ ^ C)  ' ' '■  /Yfl\ 

1 j ~ (a  — 6)  (a  — c)  .„  . /(‘ > ^ (b  — a)  ( b — c)..  . 


(x  — a)  (x  — c)... 


-m 


, (x — a]  (x — c)...  , . 

. 4-  7 VT ÎA /(c)-  • • etc 

Celte  formule,  connue  sous  le  nom  de  formule  d’interpo- 
lation de  Lagrange,  sert  à la  détermination  d une  fonc- 
tion entière  de  x du  degré  n — i , quand  on  connaît  n 
valeurs  particulières  de  cette  fonction  f (a),  f (b). . . . 

Lorsque  les  fonctions  f(x ),  f(x)  se  présentent  sous 
forme  réelle,  et  que  les  deux  racines  a,  5,  sont  ima- 
ginaires et  conjuguées,  de  la  forme  a 4-  o l/  — ï , 
a — 6 \/  — x , on  a 


A, 


f x -I-  S X/'—i)  u _ /(«  — C l/— I ) 


si  l’on  remarque  que  pour  passer  de  f{x- 1-6  l/  — i ) et 

f *“(»  4-  S l/  — x ) à / (a  — S — i) , f ' ( a — 6 1/  — i ) , 

il  suffit  de  changer  \/  — i en  — et  si  l’on  pose 

/(a+gy/I7)_  A-f-  B V/'-  i _ (AA'-BB';-KAB'-f-BA,)V^-  i 
f'(<,+CV/^7)~A,4-B'V/^—  A'1  4-  B'2 

BA' 


O _ AA'  -BB'  H=  AB' 


A'1 


B'1  ’ 


B' 


on  aura 

(AA'. 


A,  = 


B, 


(AA 


4îB')  4 (AB'4-BA-j  V/-.  _ , 

A'*  -f.3'1  ••  G 4-  l Y 

' — BB' ) (AB'  -f-  BA' ) V/—~ï  n : 

F?r g h K , , 
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A, 


B, 


G 4- U V—\ 


G — H y/—i 
— a -J-  G \/— 


x—n  x—b  x_  * _£  v/— , 

_ 2G  (x  — «)  — 3.H® 

~ (x  — *)J  4-  £J  ' 

l.es  deux  fractions  correspondantes  à deux  racines  imagi- 
naires se  réuniront  donc  pour  en  former  une  seule  dont 
lç  numérateur  est  une  fonction  réelle  et  linéaire  de  \r, 
et  le  dénominateur  un  facteur  réel  du  second  degré. 

55.  On  pourrait  imaginer  diverses  méthodes  pour  arri- 

f(x) 

ver  à décomposer  la  fraction  rationnelle Vr-\  en  fractions 

simples,  mais  ces  diverses  méthodes  fourniraient  nécessai- 
rement les  mêmes  valeurs  des  coefficients  A, , A*, . . . Am_, , 
Ht  » Bi , . . . B„_, , etc. . . . Pour  le  démontrer,  reprenons 
l’équation 


/(■*-) o -t-  A m 1 - » 

f (or)  (x — a)”  (x  — a)”" 

. B„_, 

4- 


• + 


A, 


+ 


x — a [x—b)n 


(x — b Ÿ" 


+ x-l>  + ('tC-’ 


et  posons 


Q f (x)  4- 


B„  f (x)  B„_,f(x) 


L \»  + 


(x — ê)“  ' (x — by~'  {x  — c)p 

= 4 (■*)  (4 — ajr, 


C„f(x) 


. . . etc. 


tp(x)  sera  une  fonction  entière  de  x , et  nous  aurons 


/(*) 


— Am  ( (x)  _|_  A"-»fW 


(x — aY  (x  — aY~'  (x — a ) 


. A,f{x)  . / x . > \ 

1-  7~s + 4(4 


Or,  si  dans  cette  dernière  équation,  après  avoir  posé 
x = a 4-  /j,  ou  développe  les  deux  membres  suivant  - 
les  puissances  ascendantes  de  h,  011  aura,  en  remarquant 
que  la  fonction  f(jr)  s’évanouit  pour  x — a,  ainsi  que 
ses  dérivées  jusqu’à  celle  de  l’ordre  m exclusivement, 
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/M+£^+rm+^. 


/C»)  (a)  A" 
i . 2 . . . m 


(A»,  -f-  Am_,/i  + Am_, A*.  . . -f-  A, A"-1) 


r f(”)(a)  | f(”+ 

L i • 2 . . .jr  1.2... 


f(”+0(g)A 

(m  + i)'"  1.2..,/*  J 

+ A”^(a  + A),* 


fi  étant  le  degré  de  f (x),  et  par  suite 

f(a)  - A"f(m)  W f'(a\ -A—f(m)  W _i_  A^(M  + 1)W 

1.2.../»  ’ 1.2.. .7»  I .2..'.(/M-f-l)  * 


_ 1.2. 3..  ./»/(») 

m ~~  f ("•)(«) 

A _^a-3...(w-f-i)/,(a)  — Awf("+0(a) 

— (/»  + i)  f(«)  (a)  ’ '■* 

Or  il  est  facile  de  voir  que  ces  valeurs  de  A,„,  Am_t,  etc., 
sont  identiques  avec  celles  que  nous  avons  obtenues  par 
la  première  méthode. 

En  effet,  A,„  était  ce  que  devient  œ(x)  = — — 

* ' I f X) 

quand  on  y fait  x = a,  or  les  deux  termes  de  la  fracT 
tion  du  second  membre  s’évanouissant  pour  x = o , ainsi  • 
que  leurs  dérivées  jusqu’à  celle  de  l’ordre  m exclusive- 
ment , la  valeur  de  cette  fraction  pour  x = a ou  <p  ( a ) 
sera  égale  au  rapport  des  valeurs  des  dérivées  rap- 

port qui  est 

i.s.3...  mfia ) f (a) 

f (-)(«)  (a— b)”(a— c)P(a— <*)*...’ 

On  prouverait  de  la  même  manière  que  les  valeurs  de 
Am_j,...  A,,  B„,  etc.,  coïncident  avec  celles  fournies 
par  le  premier  développement  qui  a l’avantage  de  donner 
les  coefficients  indépendamment  les  uns  des  autres  et  sous 
la  forme  la  plus  simple. 
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jk*  « « 

■ . t .% 

r «=7Fr=  :^±r^tryA4=l,/'(^. 

f (*$  — (* — '}*  (x  + i),  a = t^m  = 2,  b = — i,  n = i , 
f'(x)  = 2 (x  — i)  (x  + i)  + (j:  — !)%., 

f"  (x)=2(x' — l)  + 2 (X-+- l) -|^2(x l) 

^•4  =4(x^-ï)  + ^(#Hj|1),  ** 

A,  = <p  (a)  =j,  * * 

^ A,  =<p'(a)  = — - J-,  * B,  =<pI(6)  = |; 


d’ou 


A»  . B« 


( X l)’ (x+l)  (*  l)*  x — I X-f-l 

I I I 


2(x — 1)>  4(x — i)  4(x  + i)’ 

O /(x)  __  1 _ 1 A,  , B, 


2°. 


f(.r)  x 2 — i (x-J-i)(.r — î)  ( x — i)  (x-f-i)’ 

f(x).=  x2 — I,.  f'(x)  = 2x,- 

i _ /(O  _ 1 D _/(—«)_  1 

1 f'  fl)-  2*  — 2’. 


d’ 


OU 


II  I I 


X2  J 21-  I 2X+I 

f(x)  * xm 

3°.  = — , iw  étant  plus  petit  que  n.  Ou  a 

/(x)=x",.  f(x)=x" — i,  f'(x)  = nxn~l. 
Toutes  les  racines  a,  b , c,’  etc.  , de  l’équation 
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x"  — i==o,  ou  x"  — i , sont  inégales  et  comprises 
daiîs  la  formule  v , 


i • * 


2 kv 


x — cos  ■ 


— . 2 kn 

■i  sm , 

n 


k représentant  un  nombre  entier  égal  ou  inférieur  à - 

* . '4  . ^ \ 2 

de  plus , pour  chacune  de  ces  racines  on  aura 


* _J  /(x)  _ x " _.xm+' 

I’  f'(x)  nx""1  nx“  « 

I f lk(m  + r)  » > . nk  (n\+ l)ir'\ 

— - cos — — dr  v — i sin  — 1 — ■ 

n L n n J 


Onobtiendpa  la  valeur  des  coefficients  A,,  B,,  C,,...  etc., 
en  donnant  tour  à tour  à k , dans  cette  équation , toutes 

les  valeurs  depuis  k = o jusqu’à  k = ~ , puis  on  les 
substituera  dans  l’équation 


f(x)  _ A, 


B, 


• 4- etc.. 


f (x)  x — a x ——b 

. 4 • 

en  réduisant  au  même  dénominateur  les  fractions  imagi- 
naires conjuguées,  etc. 
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Suite  des  applications  analytiques. 


w. 


Sixième  applicatio».  Conséquences  de  quelques-unes 
. des  formules  précédemment  obtenues. 


•5-4.  Reprenons  les  séries 


cos  x — i — — — \- 


1.2  1.2.3 

^4  * 


etc. , 


T » 


, _ , — ...  etc. , 

1.2  I .2 .3-4 


. jc  xr  jt 

sin  x z=; 5 H ..  . - 

1 1.2.3  1.2. 3. 4. 5 


— ...  etc. 


Ces  séries,  comme  nous  l’avons  vu,  subsistent  quelle  que 
soit  la  valeur  réelle  ouimaginaire  attribuéeà  la  variablex; 
on  peut  donc  les  étendre  à tous  les  cas  possibles,  et  les 
considérer  comme  pouvant  servir  à fixer  le  sens  des  trois 
notations 

. r1,  cos  je , sin  x.  , 

En  changeant,  dans  la  première  de  ces  équations,  x en 
x\a,  on  aura  pour  définir  l’expression  ax, 

gxia  ~ax=i  -h  + — la1  H ^-5  lrt5  . . . etc.  : 

I 1.2  1.2.3 

si  l'on  y change  xenil/ — 1 , ou  en  - — x \/  — 1 , on 
trouvera 


JT*/— I 


— I X* 

I 1.2 


+ 


i .2. 3. 4-5 


4-  . . . 2=  cosj  + 


1 sin  x . 
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X* 


+ 


V- 


1.2  1.2.3  1.2. 3. 4 


I,2.3.4-5 


. . z=  cosx  — v — 1 sin  x ; 


cos x -f-  1/—-I  sinx  ap  cosx—  t/— isinx=^<? 

j'f  «*  r ' > 


on  aura  de  jjyùne. 

cos  r 4 

d’où 


— i sin  j = e7^ 


- .. 

» C 


(coax  \/ — 1 sin  x)  (jposj  4-  l/ — r sinj)  = <^x  ~l"'r^  ^ 1 

= crfs  (x  4-  y)  + V^~i  sin  (x  4->.r) , 
*cos  (x  4-  fy  — cosx  cos  j — sija  xsinj, 

■ * . sin  (x  4“  y)  — sin  x cos  y sin  y cosx  ; 

on  aura  encore 

,4.  . 

. N *.  ÿ 

(cosx  4- — 1 si  n xJ  (ços  jr  4~  l/ — 1 sin  j)(cosz4-\/ — isinz)*,. 

• . A 


d’où  l’An  tirera  en  faisant  y — z ..  . = x , 

(cos  x 4-  ~i~  1 sin  x)"1  — cos  mx  4-  l/ — 1 si 


sin  mx. 


Cette  dernière  formule  fut  donnée  d’abord  par  Moi  vie, 
dont  elle  a retenu  le  nom. 

La  multiplication  d’expressions  de  la  forme 

cosx  4-  V'  — 1 sin  x, 

se  réduit  donc  à mie  addition , et  l’élévation  aux  puis- 
sances à une  multiplication.  Ce  résultat  est  très  impor- 
tant, puisque,  comme  on  le  verra,  toute  expression  imagi- 
naire « 4-  6 — 1 peut  se  mettre  sous  la  forme 

r (cos  t 4-  \/  — 1 sin  i) , 
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On  aura  encore 
» . 


cos  x -f-  l/-T  sln  x 

1 I 


1 — *1/ —i  , / — . 

— —e  = cosx - y' -1  sinx, 

'•  * ' - «•  . t 

cos  mx  — l/— î sin  mx. 


(cos  x-j- 1/  — 1 sin  x)"  emxl/—  i 

Ainsi  pour  diviser  par  (cosx  + 1/  — 1 sin  x)"1,  il  suffit  de 
multiplier  par  cos  mx  — V'—^  i sin/nx. 

55.  En  partant  des  mêmes  principes,  il  sera  facile  de 
fixer  le  sens  des  notations 

x“,  A*,  Lx,  sinx,  cosx, 

dans  le  cas  où  la  variable  x devient  imaginaire.. 

Nous  avons  dit  que  toute  expression  imaginaire 
a.  -f-  & l/  — 1 pouvait  se  mettre  sous  la  forme 

r ( cos t -f-  v' — 1 sinr)  • 

il  suffit  pour  cela  de  prendre 


■ = v ot1  -f.  cos  t ■=. 


sin  t = 


I/o 


-.C1 

e 

= , t = arc  tang  - . 

. c>  * 


Si  l’on  désigne  par  t la  plus  petite  valeur  absolue  de  l’arc 

. »'  . X 

qui  a-  pour  tangente,  cet  arc  sera  compris  entre  - et 

— ; cosr  sera  essentiellement  positif,  et  si  l’on  suppose  a 
positif,  on  aura 


cosr  = 


smr  ±= 


\/  n%  -f-  £*  \/ 

cos  t=  cosr,  sin  e = sin  r. 
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La  valeur  générale  de  l sera 

rrrria^w,  et  x — r(  cosr  -f-  f/ — i sinr)*; 
si  au  contraire  a est  négatif,  on  trouvera 


cost  — ■ 


l/ S*  ’ 


sin  r : 


1/  «*  + €*’ 
cos  t — — cosr,  sin  t — — sinr, 
t = r±(f iX-f-i)*-,  x-= — r ( cosr  -f-  \/ — i sinr). 

Cela  posé,  i°  si  a est  un  nombre  entier  m , on  aura 

'•  ' • ’ f • ’ 

xa  = xm  — */"  (cos t -f-  j/  — i sinf)”1, 

équation  qui  entraîne,  comme  nous  l’avons  vu,  la  sui- 
vante, 

xm  __  rm  ( cosw/  -f-  \/ — isin/nf); 


a°.  Si  a é&t  une  fraction  -,  xa  — x"  aura  un  certain 


nombre  de  valeurs,  en  désignant  par  ((a.'))"  l’ensemble  de 

i I 

ces  valeurs,  par((i))",  (( — i))n  les  racines  n,imr'  de  -f-  i 
ou  — i,  on  aura,  si  a]>o,  .r  = /•(cos r — (—  V^— — ï sinr), 

* 1 • i 

((x))n  = t»  ( cos  ~ sin  - V( i ))"; 


si  «<o,  x = — r (cos  r-)-  V^— i sinr) , 

II.  i 

(W)"  = r"  ( cos  - -P  1/^7  sin  T ) ((—  i ))". 


56.  Quant  aux  valeurs  générales  de  ((i))n,  ((■ — i))n,  on 
les  obtiendra  en  cherchant  les  valeurs  de 

x ~ r (cos  f + \/ — I sinr) 
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propres  à vérifier  les  équatiops 

x " = rn  (cosnf  -f-  — i sin/tf  ) = i , 

x"~rn  (coswt  + V'  — i sin«/)  = — i; 

or  on  satisfera  à la  première  en  posant 

r=i,  cos«<  = i,  sin«f=ô,  nt  aÆx,  / = rt 


y95 


?kv 


et  à la  seconde,  en  posant w 

r.z=  1,  cosn/z=i,  sin«<  = o,  nt^^z(7.k-{- \)% , 


, ik  - f-  1 
t=±. x : 


on  aura  donç 


//  w à.  a/  w . . y—  . ik* 

((1))  = cos ± v — 1 sin , 

' ' n n 


o.k-\-  1 

((—»))=  cos — x: 


— ; . ik  -\-  I 

- 1 sin x , 

n 


Ces  équations  fournissent  pour  chacune  des  expressions 
1 i 

(( 1 ))'*,  (( — i))n,  n valeurs  distinctes  que  l’ôn  obtiendra  en 
donnant  tour  à tour  pour  valeur  à ik  tous  les  nombres 
pairs,  à ik  -+-  1 tous  les  nombres  impairs  compris  entre 
o et  n inclusivement.  Il  est  facile  de  démontrer  qu’il 
suffit  de  donner  à 2k  ou  à uk-\-i  ces  deux  séries  de  va- 
leurs. En  effet,  i°  soit  v le  nombre  entier  le  plus  rap- 

procbé  du  rapport  la  différence  entre  les  deux  nom- 
bres v et  ~ sera  tout  au  plus  égale  à { , en  sorte  qu’on 
k k'  k' 

aura  — ==  v rb  — — désignant  une  fraction  égale  ou 
inférieure  à j , et  par  suite  k'  un  nombre  entier  infé-* 


y 


» < 
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•v  rieur  ou  Août  au  plus  égal  à‘-  -,  on  en  conclura 


2/: 


2 XV 


H I 2 97F 


n 


2 kx  , , y . 2Xjr  2 X X , y . 2 XV 

> cos ± V — 1 sm = cos  * ±4/ — 1 sm , 

n n n.  n 


cos 

“ 

ri 


«»-•* /.y  - . 

et  par  conséquent  toutes  les  ^jcurs  de  ((i))n  seront  com- 
prises dans  la  formule 


2 k V , . y . 2 XV 

co  s ± v — 1 sm  , 


si  l’on  suppose  2k'  renfermée  entre  les  limites  o et  n-, 
ou , ce  qui  revient  au  même , dans  la  formule 


.((*))"  = 


cos  2 kx 
n 


— . 2 kx 

-i  sm 


si  l’on  y suppose  2 k renfermé  entre  les  mêmes  limites. 

Soit  de  même  v le  nombre  entier  le  plus  rapproché  du 

( 2k  — f—  1)  x 2 ni  — (2X  + 1)  , 

rapport  1 - — : la  diüerence entre  les 

11  in 


2 n 


nombres  v et  — — , est  évidemment  une  fraction  de 


2 n 


numérateur  impair  inférieure  ou  tout  au  plus  égale  à ~ , 
en  sorte  qu’on  aura 

2 k + 1 , 2 kJ  -f-  1 

= » I £ 

2 n in 

a/c'-f-  1 désignant  un  nombre  impair  égal  ou  inférieur 
à n,  on  en  conclura 


[ik 


±Jh.=  *,x± 

n n 
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! '•  V 

±v/^TSin  (?* + ') T 


v 97 


(aX-' +i)«-  / . -(iX-'+iJw 

COSV— ^r— ~T~  1/  —1  


-i  sin 


et  par  conséquent  toutes  les  valeurs  de  ((  — i ))"  seront 
comprises  dans  la  formule 

( 2 k'  -p-  1 ) tç  , , / . ( 2 X_f  — | — i ) 

cos  ' --—  ± v — i sin  — —, 


si  l’on  suppose  i k -f-  i renfermé  entre  les  limites  o et  n , 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  dans  la  formule 


'((-■)) 


(l/+lj  T • (2*  -f*  I )* 

— cos  - ±:  V — i sin  v — — 


si  l’on  y suppose  2 A -+-  1 renfermé  entre  les  mêmes  li- 
mites. ,* 

Si  n est  pair,  2 A pourra  être  tour  à tour  égalé  à 

o,  2,  4v  (n — 2),  ni  les  valeurs  o et  n donneront  pour 

f 

((i))"  deux  racines  réelles-4- 1 et — 1 , chacune  des  autres 


valeurs  en  nombre 


donnera  deux  valeurs  imagi- 


naires conjuguées.  Dans  le  même  cas,  2A  -f-  1 pourra 
recevoir  les  valeurs  1 , 3,  5, . . . (n  — 1)  ; à chacune  de 

ces  valeurs  en  nombre  - correspondront  deux  valeurs 


imaginaires  de  l’expression  (( — 1))”. 

Si  au  contraire  n est  impair,  2 A-  pourra  recevoir 
toutes  les  valeurs  o,  2,  4i---  (n — 1)}  ® la  première 
correspondra  une  racine  réelle  et  unique  -f-  1 , et  cha- 


cune des  autres , en  nombre 
T.  1. 


-,  fournir^  deux  valeurs 
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imaginaires  conjuguées  de  l’expression  ((i))n.  Alors  aussi 
aA+ipourra  recevoir  les  valeurs  1,  3,  5 — 2,  w,à 
la  dernière  correspondra  une  racine  unique  et  réelle  — 1 

de  l’expression  (( — i))n  ; chacune  des  autres,  en  nombre 
, donnera  deux  valeurs  imaginaires  conjuguées. 


1 1 

Dé  ce  que  les  expressions  ((1))" , (( — 1))"  ont  n va- 
leurs, on  conclut  qu’il  en  est  de  même  de  l’expression 

I . . r . 

((*))"• 

57.  Revenons  à l’expression  xa.  3°.  Quand  a est  un 
nombre  fractionnaire  — , on  trouve,  si  <z^>o,  v 


xa  = {(x))n  = rn  ^cos  ~ r + V — 1 sin  ^ r J ((1  ))"  ; 
si  a < o , 

. - • > < ■ ' ‘ 

- , m m - nt 

x*—((x))n  = rn  ( cos™  r + sin  ™ r j((— 1))"‘ 


m 


m 
\ n . 


Les  diverses  valeurs  des  expressions  ((1  ))",{( — -1))  " seront 
données  par  les  équations 


//  2 Am*  , , / r . ikmir 

((1)  " = cos- ±K  — 1 sin  — , 

w //  . n n 

*m 

■ - (i.A-t-ijm*  . . y •.  (aÆ-f-i )fmr 

((—  i)Yl  =cos'‘ ± V — 1 sin  . 

• • , v n n 

Comme  les  seconds  membres  de  ces  équations  élevés  à la 
puissance  n , donnent  pour  résultats-^- 1 ou — 1 , On  en  con- 
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m \ m 

dut  que  toutes  les  valeurs  de  ((i))  n ou  (( — i))n  coïncident  • 

1 1 I . . ’ 

avec  celles  de  ((i))“ou  (( — 1))“  . 

4°.  Si  a = — /n,  on  aura  . r 

x~m  ~=  r~nl  (cosmt — \/  — i sin  mt)  ; 

5°.  Quand  a — — — , on  a,si  a>Oj 

m s m "•  m 

((*))  n^r  " ( cos  ^ T — sin  m-  r)  ((■))  '■  ;■  * 

si  • « < o , 

m m , m 

- ((*))“"  = r - V^—i  sin  " r) 

ét  l’on  reconnaîtra  que  les  diverses  valeurs  des  exprès- 

m m 

siôns((i))n  , (( — i))  n , coïncident  encore  avec  les  di- 
verses valeurs  des  expressions  (( i))n  et  (( — i))n. 

En  résumé,  a étant  une  quantité  quelconque  positive, 
négative,  entière,  fractionnaire,  et  x une  quantité  ima- 
ginaire a -+-  6 , on  aura , si  a > o, 

t * ^ • • 

((x))*  — r“  ( cos  ar-\-\/  — r sin  a r)  ((i))*; 

si  a < o , • • 

((x))a  z—  ra  ( cosflr  + \/  — i sinôr)  (( — 1))“; 

* {(i_))fl  ==  cos2/aîr  + 1/^— i.sin  ika-x,  » 

((— 1))“  = cos(a^-f-i)a*r-f-  \/ — i sin(2*-f-  ijajr. 

ün  désigne  par  la  notation  particulière  xa,  celle  des 
valeurs  que  l’on  obtient  quand , v.  étant  positif , on  prend 

7-* 
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pour  ((i))“  la  valeur  particulière  i;  on  a ainsi 

xf  = ra  ( cos  a t -f-  — isinar). 

On  convient  d'étendre  cette  équation  au  cas  même  où 
a devient  irrationnel  i et-  de  s’en  servir  pour  fixer  le  sens 
de  la  notation  xa. 

58.  Considérons  maintenant  les  notations  Ax , sin  x, 
. cos  x , L(x).  On  a,  comme  nous  l’avons  vu. 


a‘  — eT^a,  e 1 ’ = cosx  -f- 1/  — i sin  x , 


— x\/ — l 

e = cosx- 


-i  sin  x. 


Si  je  = x § \/ — i,  ou  aura 

~=  e*  ’ = <?“(cosG  + V' — i sinî); 


cz  — e 
donc 


a*  = „*+'V'-<=e(*+C\^)  l*=e*  ,a(cos;]„_|_j/d7sinf  la) 
= a“  (cos  Cia  + \/ — i sin  Cia). 

Les  équations 

■|Æ'. 


e ‘ — cosx 

donnent 


’ =cosx-\//' — i sinx, 


xV'—  ! . —xV—l  Tl/—!  _ xi/Z7 

e -f-  e . e — e . 

ros  x = , sin  x = ■ 

on  aura  dès  lors , dans  le  cas  où  x = a -+-  S \/  — i , 


ec+e-£ 


cos  x = 


cos  » 


sui  « v — i»  , 


• _*C+ 


sin  x — 


- c c — c 

c * c*—€  b 

sin  a H — cos* 


2 . 9. 

59.  Si  l’on  cherche  les  diverses  valeurs  réelles  ou  ima- 
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ginaires  de  y ou  de  z,  propres  à résoudre  les  deux  équa- 
tions 

e*  — x , a 1 =.xt 

• v v 

ces  diverses  valeurs  seront  Ifes  logarithmes  de  x , calculés 
dans  le  système  népérien  et  dans  Je  système  dont  la  base 
esta;  nous  les  désignerons  par  les  notations  1 (( x))}  L((x)). 

Or  l’équation  a*  = e*,a  entraînela  suivante,  ' ' ' 

• 

er  = etU,  y = z\a , z=‘Ç-, 

la 

ou  aura  donc  toujours  L ((r))  = - , de  sorte  que  pour 

obtenir  les  logarithmes  de  x,  dans  le  système  dont  la  base 
est  a,  il  suffit  de  divisor  par  1 a les  logarithmes  népériens 
de  la  même  variable. 

Posons 

■*=’(*  + Cl/— ï , x=p-\-  qV' — t,  ' 

l’équation  eT  = x donne 

et  si  a > o , 

eP(tosq  \/ — i sirny)  = r(sinr  + \/ — i sinr), 

eP~r,  pz=\r,  cos  q = cos  r , sinÿ  = sinT,  q = rdb  2X5»-; 

‘ V ‘ 1 - . i • , Z 

si  a < o,  • , 

cP  (cosç  + \/  — i siny)  = — r (^cosr  + 1/ — i sinr), 
cP  — r,  p=\r,  cosq—— cosr,  sinr/rr — sinT,  ç=T±(a  X-f- i)r. 

On  aura  donc , si  a > o, 

«J.  ' 

1 ((x))  = I r + xf/ — i rt  2Xjt  1/  — i ; 

si  a < o, 

l((x))  = 1/  -i-  t\/  — I ± (2/  -|-  l)srl/  — I . 
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Si  Ton. fait 

x — i , ou  .r  = — l,  d’où  r—i  et  r = O, 
on  aura 

1 ((l))  =±2 X'T  V — I , I (( — i))  = ± (*A  + i)try/ — I i 

i et  — i ont  donc  une  infinité  de  logarithmes,  et  l’on 
aura,  si  «>o, 

!((*))  = lr  + r l^— > + l((*))i 

si  a < o , 

!((*))  = lr+r]/=i  +1  ((-»)).. 

Dans  le  cas  où  a est  positif,  il  existe  un  logarithme  plus 
simple  que  les  autres , celui  que  l’on  obtient  en  faisant 
h = o , où , en  prenant  -f-  i pour  1 ((i)),  on  désigne  ce 
logarithme  particulier  par  la  notation  lr,  et  l’on  a 

lx  = lr  + t \/  — lî 

On  déduit  la  valeur  de  L((x))  de  celle  de  l((x)),  en  di- 
visant cette  dernière  par  1«. 

On  détermine  de  la  même  manière  le  sens  des  nota- 
tions arc  sin  ((x)),  arc  cos  ((x)),  dans  le  cas  oiVx  a une 
valeur  imaginaire  a + ol/  — ï.  S’agit- il,  par  exemple, 
de  arc  sin  ((r)),  on  posera  , • ' 

arc  sin  ((x))  = p q \/  — i ; 
d’ou  - . 

. jf  ■ • 

x—  à-f-S  \/ — i =sin(/>-f-9 

. ci — e~i  . > 

= — i sin  p -J —cos p v — i • 

i a 

De  cette  dernière  équation , on  tirera  les  valeursde/>  et  de 
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r/,  que  l’on  substituera  dans  l’équation 

arcsin((x))=r/>  -j-y  \/  — i*  • 

(Ployez,  pour  plus  de  détails,.  X Analyse  algébrique 
de  M.  Cauchy,  chapitre  IX,  ou  le  Traité  de  Calcul 
différentiel  du  même  auteur,  onzième  leçon.) 

60.  Nous  mettrons  fin  à cette  digression  en  étendant  à 
des  valeurs  imaginaires  quelconques  des  variables  x ou  je, 
les  formules  connues  - 

((*))<■  X ((*))*  = »+\ 
c*er  =ze*+r, 
a‘a?=.az+r, 

cos  (x  y)  — cosx  cosjr  — sinx  sin/, 

• sin(x-f-jr)  — sinx  cos/  -f-  sin/  cos  y, 

L{(x/))  = L((x))+L«/)); 

I".  ((x))“ '=  ra(cosar^-  — > sinar)  ((±i))*, 

((x))*=  r4  (cos  br-\~  1/ — I sin  br)  ((±l))4, 

donc  • ((■r))a  ((-r))A 

’=  r“+4cos[(a+è)r+\//  — isin  (a+è)r]((±i))*+4=  ((•r))°+4j 

2°.  cx  = e*  + * \/--i  r=e*(cosS+  \/ — i sinC), 

cï  — c^cosô'-t-  \/  — i sin  £'), 

e*e/  = e*X[cos(C  + • 

__  /+.'e(:+f'u/^=(.*  + f + c\A~l—  e*+  j'y 

3°.  a*ar  = ezU  eru  — é>(*+r)1*  = a*+r-. 


4°.  cosx  = cos(*  + Z\A — 1): 


-C 


cC-c-‘ 


COS  a 


sin  * \A •*—  « , 
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( /_i_«  S'+e-*  , 

COSJ=COS(<t  +£  K — 'l)~ ; i COS« 


C — C' 
efc  — e fc 


sin« 


cos  (x  -+- j)  = cos  [ («+  <*')  ( G -+-  £')  \ / — i.] 


- cos(<*-4-<*')- 


eC+ï_e-C-C 


sin(a+a')V/ — i 


cC+C'+e-C-C' 


(cos k cos *'  — sin  a.  sin  * ') 


c'+C'—e-^C' 


(sin  et  cos<*'+  sin  a'  cos  * )l/=T 


==  cos  x cos  y — sinx  siq  y . 

On  trouverait  de  la  même  manière, 

. ‘ - i * ( 

sin  (x-f-j)r=:  sinx  cos  j -f-sin  j cosx, 

i ‘ g M 

et  par  snitej 

sin  ^ — x^j  cosx,  cos^  — x^  = sinx,  etc. 

5°.  On  a identiquement 

x •=  c1  («),  j = «*»,  XJ  = c1  Kv))} 

d’où 

xy-J  ((^»  — J ((-))+ 1 ((»>,  e1  ((*)>  + 1 «/))  - 1 (M)  = t ) 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu’autant  que  l’exposant  du 
premier  membre  sera  de  la  forme  rh  T,  on  aura 

donc  définitivement  t 

1 ((x))  4-  l’((j)>  — 1 ((xj))  = ± i , 

1 ({*?))  = 1 ((*))  + 1 ((r))  ± , 

ou  plus  simplement  , • 

1((xj))  = 1((x))  + ]((j)); 

car  on  ne  change  rien  au  logarithme  d’une  quantité  ima- 
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ginair'e , quand  on  y ajoute  zh  ikr.  l/  — i , qui  y est  déjà 
compris,  puisque  1 ((.r))  est  égal  à la  somme  1 ((.r))4-Tl/  — i 
augmentée  de  zh  2A71 1/ — 1,  ou  de  ±:(2^  + i)nV^— -ï. 
Nota.  Les  équations 

((-))“  ((*))*  = (W)0+A,  1 ((*))  + 1 {(y))  = i((xj)), 

sont  vraies  dans  ce  sens  seulement,  qu’à  chaque  valeur  du 
premier  membre,  on  pourra, faire  correspondre  une  va- 
leur égale  du  deuxième.  » 

61.  On  peut  enfin  appliquer  les  principes  établis  ci- 
dessus  à la  résolution  des  deux  problèmes  suivants  : * 
Problème  Ier.  Transformer  sinmx  et  cos  mx  eti  iin 
polynôme  ordonné  suivant  les  puissances  ascendantes  de 
sin  x et  cos  x. 

Solution.  Les  deux  équations 

( cosx  -f-  l/=7  sin  x)  m cos  mx  + 1/-I  sin  wj/, 

( cosx — \/. — 1 sinx)°*=  cos  mx  — \/ — 1 sinmx, 


donnent 


cosx- 


-1  sin  x)*  4- (cos  x — \/ — 1 sinx/" 


cos  mx  = 

2 

(cosx+  — 1 sin  x)" — (cosx — \/ — 1 sinâV 

Sin  mx  — - — — = • 

2V/— 1 

Si  après  avoir  effectué  les  développements,  on  égale  de 
part  et  d’autre  les  parties  réelles  et  les  coefficients  dé 
l/  — 1 , on  trouve 

mlm  — 1)  . 

cos/«x  = cos*x  — — i cos  *~*x  sin  ’x 

1.2 

mlm — 1)  (m  — 2)  (m  — 3)  . . , 

-| — — _ ■■ . ; ■ — ; cos  m~ix  sm4x-4-, . .etc. , 

1 .2.3.4 

• m . m (m-i)(m-7)  . 

s\nmx=  — cosm-,xsmx —= cos"'~,x  sm4x -+-...  etc. 

I 1.2.3 
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Exemples  : • 

• • • * " . • 

cos2x  = cos’x  — sin’x,  sin  ix  — 2 sinx  cosx, 
cos3x  z=cos3x — 3 cosx  sin’x,  sin  3x  = 3 cos’x  sinx — sin  3x. 

Si  dans  le  développement  de  cos  mx,  ou  de  sin  ntx , on 
met  à la  place  de  cos’ x sa  valeur  1 — sin’ a:,  on  trouvera,  * 
en  développant,  i°  si  m est  pair, 

m / ni  — 1 , i\  . 

cos  mx  — 1 — sm  ’x 

« V 2 2/ 

mm- 2[-(m-.)(M-3)  (w-i)3  3 il 

. 3 L ïT4  2 + 2-4 J 

im  . m (m — a)r(m — ')  3*1  . , *v 

r •“* “TX-  [_  a • ) 

m (m  — a)  (m  — 4)r(m-i)(m-3)  , (m-i)5 , 5 3*1  . (’ 

+ rx 5 — * 


1.3.5 

a°.  Si  m est  impairy 


cos  mx  r=  COSX 


(m — x)  (m  , i\  , 


sin*  x 


J , (m— i)(m- 

-3)  r m (m — a) 

m 3 

17  r.3 

L M 

a * 2 

m . 

zr  — sm  x — 

1 

m (m  — 1 ) / 

772 2 

..3  A 

2 

(m—3)r  (m  —2  ).(m  —4) 

(m — 2 

.5  L 

2.4  . ‘ 

2 

3\  . , 

■ — ) sinJ  x 
V 


5 5 31  • 5 
. — — .-r  sin’x.». 
2 2 4Jx 


Si  dans  ces  équations  on  change  x en  - — x,  et  si  l’on 
observe  que  l’on  a , pour  des  valeurs  paires  de  m, 

m 


ros 


cos  mx , 


(\  • ‘ 1 

m~  — m*  J = ( — i )*  sin  mx , 
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et  ppur  des  valeut  s impaires  de  m,  * 


os  ( m - — mx  ] = ( — i j 

\ 2 / 

• f * 

m ( m 

V 2 


sin  mx , 


m — i 

mx  1 = ( — i ) 2 cos  mx  ; 


on  trouvera  les  développements  de  sin  mx  et  cosmx, 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  cosx. 

2me  Problème.  Exprimer  les  puissances  entières  de 
sinx  et  de  cosx  en  fonctions  linéaires  des  sinus  et  des 
cosinus  des  arcs  multiples  2X,  3x,  etc. 

Posons 


cosx  -f-  K — i sin  x = u,  cosx — v — i sinx  = v. 


d’où 


ou  • 

a cos  x = « -f-  v , 2 l/—  i sin  x = u — v , uv  — i , 

un-\-vn  a"  — e" 

= cos  nx , -- ~ sm  nx. 

2 al/— i 

Cela  posé,  on  aura 

/ , - m(m-i) 

a" cos^x  = um-{-mum~Iv-\ — — > um  *p*  -j- .... 

-J-  muum~’  -rj-  f ”, 

a-sin-xU/ — i)™  z=(u  — e)"1  = um — mum~'  v 
m f m — i) 

-f — — — Um~ 1 V 2 . . .±  VM, 

1.2.  • 

et  si  m est  pair, 

_ m . , , m (m-i)  ... 

am-Icos"x  —cosmx  -J-  - cos  ( m-ajx-f - - — cos  (m-\)x  Hj. . . 


+ 


1.2.3. . , 
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Différentielles  des  fonctions  explicites  ou  implicites  de  plusieurs  variables 
• indépendantes.. 


62.  Soit  u — F(  x,  y)  une  fonction  de  deux  variables 
indépendantes  x,  y\  donnons  à ces  deux  variables  des 
accroissements  simultanés  Ar , Ay,  l’accroissement  Au 

de  la  fonction  sera  donné  par  l’équation 

' # * * ''  . . } 

Au  — F(x  + Ax,  j+  \y) — F(x,  y)=  F(x  + Ax,  y) — F(x, y) 
+ F(x  + ax,  y -f-  A y) — F(x-}-ax,  y ); 

mais  d’après  un  théorème  souvent  rappelé,  nous  aurons,  en 
désignant  par  F^(jr , y) , F^'  (x , y) , les  dérivées  partielles 
de  la  fonction  F (x,  y),  prises  par  rapport  à x ou  par 
rapport  à y,  par  F"r  (x , y),  la  dérivée  par  rapport  à x 
de  la  dérivée  prise  d’abord  par  rapport  à y,  et  par  e, , e„ 
es,  des  quantités  qui  s’évanouissent  avec  Ar , Ay , • 

. F(x-f-  ax,  jr)  — F (■*»  r)  = F^(x,  y)  Ax4-{,ax , 
*'(*+  AT)  — F (x-f-  Ax,y)  = F^  (x-f-  Ax,  y)  Ay+t,Ay, 

Fy'  (x-|-  ax,  y)  —F'r(x,  y)-+  F^(x,  y)  ax-I-,3Ax; 

on  a donc,  en  remarquant  que 


d*u 


F'  (x,  y)  = ^f  , F'  (x,  y)  = <tL,  F"  (x,r)^=-r-r, 
dx>  r ' ' dy  xyK  dxdy' 

d1u 


du  . du 

AU  = -AX-p.-Ar-f-,,Ax  + £,Ar+  — 


\xAy-+-fi\x\y. 


L’accroissement  Au  se  compose  donc  encore  ici  de  deux 


■>  . 
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parties;  l’une  proportionnelle  aux  premières  puissances 
de  Ax,  àr,  ou  dans  laquelle  les  coefficients  de  Ax,  A y 

ne  s’évanouissent  pas  av  ec  ces  accroissements;  l’autre  né- 
cessairement proportionnelle  à des  puissances  supérieures, 
et  à dp  produits  de  ces  accroissements,  ou  dans  laquelle  les 
coefficients  e,  , es,  des  accroissements,  s’évanouissent 
avec  eux.  Dès  lors  il  parait  tout-à-fait  naturel,  par  ana:- 
ldgie,  d’appeler  différentielle  de  u,  et  de  représenter  par 
du,  lorsque  u est  une  fonction  de  deux  variables  indépen- 
dantes x,  y,  la  partie  de  l’accroissement  A u qui  est  pro- 
portionnelle aux  premières  puissances  dés  accroissements 
Ax  = dx , A y = dy ; on  obtient  ainsi 


+^dr-, 

dx  dy  J ' 


la  différentielle  d'une  semblable  fonction  est  donc  égale  à 
la  somme  de  ses  différentielles  partielles  prises  tour  à tour 
par  rapport  à chacune  des  variables  indépendantes. 

Si  nous. avions  eu  «==F  ( x,y , z) , nous  aurions  trouvé 
de  la  même  manière,  en  désignant  encore  par  s, , s,, etc., 
s',  é,  etc.,  des  quantités  qui  s’évanouissent  avec  Ax, 
A y,  A z,  par  h , k1,  k",  des  coefficients  déterminés, 

a«=F(x-|-ax,  J-+-AJ,  z-hAz) — F (x,  y,  z)  = F (x+Ax,  y , z) 
— F(x,  y,  a)-f-F  (x-J-Ax,  y + A/,  z) — F (x -f- ax, z) 

• F(x  + Ax,  y Ay , z + Az)  — F (x  + Ax,  y~\- sy,.z ) ; 

F(x  + Ax,  y,  z)  — Y{x,  y,z)z=F‘x(x,  y,  z)AX-f-*,Ax, 

F (x  -+-  Ax,  y + i.r,  *)  — F (x  -f-  Ax,  y,  z) 

= Fr  (x  + Ax , y,  z)  A/+  «,A d' , 

• (x+Ax,  y,  z)  = Fr'  (x,  y,  z)  -f-  F"r  (x,  y,  z)  ax  4-  13'Ax , 

F (x  -4-  Ax,  y -1-  Ay,  z + az)  — F (x  -+-  ax  , y + Ay,  z) 

= F)  (x  -1-  Ax  , y -f-  CAy,  z)  Az  + t4  az  y 

F‘  (x  + AX,  .y-f-Ar,  a)  = F'  (xH- Ax,  y,  z) 

. • “F  F»  ,(x-j-  Ax,  y,  z)  Av  -J-  ijAy, 
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Fi (*  + jr,<*)=  F'(x,  y,  z)  -f-  .F !UX>J*  *) Ax  + «6ix» 

Aa  = ^ dx  + — ^ dy  -f-  — dz  4-  i'âx  -j-  «"A;r  -4-  t Az 
dx  dy  J T dz  ^ J * 

. rf  k&y\x  -+-  / ' AzAx  + A " AyC\z  , 

du  du  du 

du  = — dx  -f-  — dy  4-  — dz  , 
dx  dy  dz 

équation  que  l’on  écrirait  plus  correctement  de  la  ma- 

nière suivante 


du  z=.  dz  u 4-  dyU~\-  djU. 


La  marche  que  nous  venons  de  suivre  est  indépendante, 
on  le  voit,  du  nombre  des  variables,  et  dès  lors  nous 
pouvons  énoncer  le  thédrème  suivant:  en  appelant  diffé- 
rentielle d’une  fonction  d’un  nombre  quelconque  de  va- 
riables indépendantes,  la  partie  de  l’accroissement  An 
qui  est  proportionnelle  aux  premières  puissances  des  ac- 
croissements Ax , Ay,  Az\  cette  différentielle  du  sera 
toujours  égale  à la  somme  des  différentielles  partielles  de 
la  fonction  u,  prises  tour  à tour  par  rapport  à chacune 
des  Variables  indépendantes  comme  si  les  autres  étaieijt 
constantes. 

Remarque.  Dans  le  cas  où  x,  étant  seule  variable  indé- 
pendante , u se  trouvait  déterminé  par  les  équations 
u = F{x,  y,  z),  y = p(x),  z = x (■*)♦ 

nous  avons  trouvé  aussi 


^dx  + ¥*r  + -dz„ 
dx  ^ dy  7 ^ dz 


Cette  dernière  équation  a donc  lieu  et  dans  le  cas  où  une 
seule,  des  trois  variables  est  indépendante,  et  dans  le  cas 
où  elles  le  sont  toutes  trois.  Mais  dans  ce  dernier  cas , 
dx,  dy,  dz  désignent  les  accroissements  arbitraires  attri- 
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hués  aux  variables  indépendantes,  tandis  que  dans  le  pre- 
mier cas  dx  seul  exprime  l'accroissement  de  la  variable 
indépendante  x\  dy , dz  désignent  les  différentielles  dejy 
et  de  z,  considérées  comme  fonctions  de  x,  et  déduites 
des  équations  j = f (x),  z — '/_(x).  Une  autre  différence, 
encore  plus  digne  d’attention , consiste  en  ce  que , dans  le 
dernier  cas,  l'équation 

• • » <lu  , , du  , , du 

du  = — dx  -4-  — dy  + — dz, 

dx  dy  dz  . . 

m-  ‘ 

ne  doit  être  considérée  que  comme  exprimant  la  défini- 
tion de  la  différentielle  d’une  fonction  de  plusieurs  va- 
riables indépendantes;  tandisque  dans  le  premier,  lamente 
équation  est  le  résultat  d’un  théorème  qu’il  est  nécessaire 
de  démontrer;  car  la  différentielle  du  se  trouve  alors  dé- 
finie à priori , comme  la  limite  du  produit  r/x.Iim.^,ou 

comme  la  différentielle  de  la  fonction  F [x,  <p(x),  %(x)] , quq  * 
l’on  obtiendrait  en  substituantà  y et  z dans  u = F(x,  y , z), 
leurs  valeurs  y = <p  (x),  z = ^(z). 

‘ Si  les  trois  variables  x,y,  z étaient  liées  entre  elles  par 
une  équation 

'H*,  X>  z>)  = OU  z — y), 

deux  seulement  seraient  variables  indépendantes,  et  en 
< éliminant  z , on  aurait  / 

' ' . ’ 

u = F [x,y,  4(x,  y)]  = F,  (x,y), 

la  différentielle  du  se  composerait  de  deux  parties  : l’une 
prise  par  rapport  à x en  regardant  comme  constant, 
l'autre  prise  par  rapport  à y,  en  considérant  x comme 
constant.  Dans  le  premier  cas,  l’équation 

••  « = F(*,  y,  z) 


- 
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peut  se  mettre  sous  la  forme  u — f (x,  z),  z étant  une 
fonction  de  x ; dans  le  second,  sous  la  forme  u = f(j^,  z), 
z étant  une  fonction  de  y,  et  l’on  a 

j 4°  j i d'u  dt  j 

dxu  rfz 

rfx«  = — — rfx  — — — dx, 

dx  dz  da^ 

#*v,  ■ 

. , , dxu  _ . _ . dxii(dz  , dz  , \ 

du  = dIu  + d/u  = —dx+^dy  + —^-dx  + -djyt 

mais  z est  une  fonction  des  deux  variables  indépendantes 
x,  y,  et  par  conséquent 


donc  enfin 
ou 


dz  dz 

* = **+*** 


dxu  d.u  d.u 

du  = —j—  dx  + -f-  rfy  + —j—  dz, 
dx  dy  dz 


, du  , du  , du  , 


rfii  = rfx«  djU  -f-  d.  u. 

Telle  est  donc , dans  tous  les  cas , la  forme  que  prend  la 
différentielle  d’une  fonction  explicite  de  plusieurs  varia- 
bles dépendantes  ou  indépendantes. 

65.  Pour  obtenir  avec  facilité  la  différentielle  d’une 
fonction  implicite  de  plusieurs  variables  indépendantes, 
il  suffit  d’observer,  i°  que  si  deux  fonctions  d’un  nom- 
bre quelconque  de  variables  sont  égales  identiquement, 
c’est-à-dire  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux 
variables,  leurs  différentielles  partielles,  et  par  suite 
leurs  différentielles  totales  seront  aussi  identiquement 
égales;  a"  que  si  une  fonction  de  plusieurs  variables  est 
nulle  identiquement,  sa  di  lièrent  ici  le  totale  sera  nulle  aussi. 
I.  équation  u = F(.r,j',  z. ..  etc.)  = o . entraîne  donc  les 
T.  i.  8 
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t ait  c tu  au 

Am  = o,  du  = — dx  + — dr  + -r-  dz  + . . . etc.  = o* 
dx  dy  dz 

A l’aide  de  cette  dernière  équation  on  pourra  détermi- 
ner la  différentielle  de  l’une  des  variables  considérée 
comme  fonction  implicite  de  toutes  les  autres.  Si,  par 
exemple,  il  n’y  a que  trois  variables,  on  trouvera 


dz  = — 


du  du 
Txdx+Tydy 

du 

dz 


Exemple  : 


xx  + y*  + z* — a*  =o,  xdx-\-ydy  -\-zdz  — o, 


• Si  les  variables  x,  y,  z, . . . au  lieu  d’être  assujéties  à une 
seùle  équation  de  la  forme  u = o,  étaient  liées  par  deux 
équations  de  cette  espèce  u = o,  ^ = 0,  on  aurait  en  même 
temps  les  deux  équations  du  ==  o,  dv  = o,  à l’aide  des- 
quelles on  pourrait  déterminer  les  différentielles  de  deux 
des  variables  considérées  comme  fonctions  implicites  de 
toutes  les  autres. 
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homogène  de  plusieurs  variables  x , jr,  z...  Onditqu’une 
fonction  est  homogène,  lorsqu’ en  faisant  croître  ou  dé- 
croître toutes  les  variables  dans  un  rapport  donné , on  ob- 
tient pour  résultat  la  valeur  primitive  de  la  fonction  mul- 
tipliée par  une  puissance  de  ce  rapport  5 l’exposant  de 
cette  puissance  est  le  degré  de  la  fonction  homogène. 
En  conséquence,  F(x,  y,  z,. . .)  sera  une  fonction  de 
x , y,  z, . . . homogène  et  du  degré  a , si  t désignant  une 
nouvelle  variable  , on  a 

F(fx,  ty,  te,...)  = t‘  Y(x,  y,  a,.'..). 

/ - 

Cela  posé,  différentions  par  rapport  à t les  deux  membres 
de  cette  dernière  équation.  La  dérivée  du  second  mem- 
bre est  ata~  'F z)  : en  posant 

tx  — u,  ty  = v,  tz  — w, . . . 

\ t 

le  premier  membre  devient  F (u,  v,  w, . . .),  sa'déri  vée  est 

dY  du.  dY  dv  dY  dtv 

du  dt  dv  dt~^  dtv  dt 

Nous  aurons  donc,  en  remarquant  que 

du  dv  dve 

dt=x’  dt='>  ~dt~z'  etc-’ 


dY  , dY  , dY 


du 


dtv 


et  en  faisant  t=  1,  ce  qui  donne  u = x,  v =y,  %v~z — 
dY  dY 

renferme  un  théorème  que  1 on  peu:  euun- 
uit  : Si  l’on  multiplie  les  dérivées  partielles 
homogène  du  degré  a par  les  variables 
s se  rapportent.  Ja  vimw  fir=  jrmnuiuan» 

h.. 
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formés  sera  équivalente  au  produit  qu’on  obtiendrait  en 
multipliant  la  fonction  ellé-même  par  a.  Pour  une  fonc- 
tion homogène  de  degré  nul , on  aura  a — o, 

dF  dF  . dF 
' X^  + ^+**+etC=°- 
Exemples  : 

i °.  F (x,  y,z)—\  ( Ax  ’-f-  By24*Cz 1 -+-  aD yz  4-  aEsx  4-  2Fx_r), 
— = Ax-f-Ez-f-Fy,  — = Br-f-D*4-Fx, 


dF 

dz 


— Cz  + Dr  4-  Ex, 


a—  2 , et  l’on  a bien 

( Ax  4- Ez 4- Fj)  x 4-  (Br  4-  Dz-f-Fx)_r4-(Cz4-  Dr4-Ex)z 
= a X r (Ax * 4-  Br*  4-  Cz*  4“  aDjz  4-  aEzx  4-  2Fxy)  ; " 


_ . • , .1  x\  dF  i dF  x 

^■r>='{p)-  *=ÿ  * = ->- 

dF 

& 


dF  , dF  £ xy  x x 

o=o,  x — 1 - y ~ = = = o. 

Ar  Av  y y y -y 


65.  Considérons  encore  comme  cas  particulier  une  fonc- 
tion de  la  somme  de  plusieurs  variables  a:,  y,  z, . . . Cette 
fonction  doit  être  telle,  qu’en  posant  ,r4-jr  4-^4- etc.  = 
elle  devienne  F ( t ) ou  fonction  de  l seul  ; or  une  propriété 
remarquable  de  ces  fonctions,  c’est  que  leurs  dérivées  par- 
tielles sont  égales  : en  effet  , en  vertu  de  l’équation 
it  = F (t),  nous  avons 

du  dudt  du du  dt  du  du  dt  / 

dx  dt  dx  ’ dy  dt  dy'  dz  dt  dz  ’ 

d’ailleurs  l’équation  x 4-  y 4-  z 4-  ele.  = t.  donne 

v dt  dt  dt 

dx  rly  dz  ' 
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du  du  du 

dx  dy  dz 

Si  l’on  avait  u = F ( x — y),  on  aurait  ^ les 

dérivées  seraient  égales , mais  désignés  contraires. 
Exemple  : ■ > 

• u — (j-  +xY,  « = (•*■ — _>•)“. 
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QUATORZIÈME  LEÇON. 

Différentielles  successives  des  fonctions  de  plusieurs  variables  indépen- 
dantes. — Différentielles  des  fonctions  de  fonctions  de  plusieurs  va- 
riables  Nouvelle  manière  de  définir  et  de  calculer  les  différentielles 

premières  ou  successiTes. 


66.  La  différentielle  d’une  fonction  u = F (x,  y,  z,...) 
de  plusieurs  variables  indépendantes , est  ,•  en  général , une 
fonction  de  ces  variables  que  l’on  pourra  différentier  plu- 
sieurs fois  encore,  soit  par  rapporta  toutes  les  variables, 
soit  par  rapport  à quelques-unes  d’elles  seulement.  Dan# 
le  ier  cas,  on  obtiendra  les  différentielles  totales  succes- 
sives de  cette  fonction,  différentielles  que  nous  désigne- 
rons toujours  par  les  notations  (tu , rPu,  d^u,...  dnu-,  dans 
le  second  cas,  on  obtiendra  des  dérivées  ou  des  différen- 
tielles partielles  successives;  ainsi , par  exemple,  les  quan- 
. , dnu  d"u  dnu 

ÜtCS  dx"’  dy>'  exl,rimeronl  II' s dérivées  partielles 

prises  par  rapport  à x,  à yx  à z.  Si  l’on  différence 
n fois,  mais  par  rapport  à plusieurs  variables,  ces  varia- 
bles mises  en  indices,  ou  leurs  différentielles  mises  aux 
diviseurs,  indiqueront  dans  quel  ordre  on  aura  effectué  les 

différentiations  : ainsi  les  notations  d rd,u,  , . . T 

dx1  dydz 

indiqueront  qu’on  a différentié  ou  pris  les  dérivées  quatre 
fois;  une  fois  par  rapport  à z , une  fois  par  rapport  à y , et 
deux  fois  par  rapport  à x,  etc: 

67.  Il  est  facile  de  prouver  que  les  différentielles  par- 
tielles successives  conservent  la  même  valeur  quand  on 
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iutervertit  seulement  l’ordre  suivant  lequel  les  différen- 
tiations relatives  aux  diverses  variables  doivent  être  effec- 
tuées. On  aura  par  exemple 

d*u 


dxdfu-=.drdxu,  ou 


du  ' ■ ; 

,dy  d'u 

— d — — — d . 

dxdy  dx  dydx  dy 


du 

.dx 


ire  Démonstration.  En  désignant  par  la  notation  Ax 
l’accroissement  d’une  fonction  de  x , y,  z , . . . lorsqu’on 
fait  croître  x seul  de  la  quantité  Ax,  on  trouve 

àxd7u  — d7(u-\-  \xu)  — dru  = dr\xu, 

et  par  suite,  en  divisant  par  Ax , et  remarquant  que  Ar 
est  constant  quand  on  différentie  par  rapport  à y , 


\xdru  drhxu 


àx  u 


et  en  passant  à la  limite, 


ou  enfin 


d.d.u  dxu 

-dr=d’iû' 

d,  dj  U = drdxu. 


1“"  Démonstration.  On  a > comme  nous  l’avons  vu, 
F(x  + u,  /,  a)  = F (x,  y,  a)  -+-  F;  (x,  y,z)&x-+-ttûx, 

£ i étant  une  fonction  tp(x,  y,  z,  Ax)  qui  s’évanouit 
avec  Ax.  Si  dans  cette  équation  nous  changeons  y en 
y Ayy£t  deviendra  s,  •+■  e,  Ay,  et  comme  on  a d’ail- 
leurs, en  indiquant  par  F,"  (x,  z)  la  dérivée  seconde 
de  F (x)  prise  d’abord  par  rapport  à x , puis  par  rapport 

à y, 

F (*>  y 4-  Ar»  a)  = F (x,  y,  a)  + F'  (x,  y,  z)  \y  + «3  AT , 
Fx(x,  y +*y,  z)=Vx.(x,y,  z)  ■+■  F"  r (x,  y,  z)\y  + ti&y, 
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on  trouvera  . • • ' \ * 

F(f  -J-  Ax,  y -f-  \y , z)  = F (x,  y,  z)  + Fx  (x,  y,  z)  \x 
+ Fr'(x,  y > f)Ar+^(àr,/,  z)ûxAjr-j-£,A.r+i3Ajr+  i'àxày, 

e étant  une  quantité  qui  s’évanouit  avec  Ax  ou  avec  Ay. 
Si  nous  étions  partis  de  l’équation 

F (*,  y 4-  AT»  *)  ==  F(x,  y,  z)  -f-  Fr  (x,  y,  z)  Ajr  + *3  ÂT.»  ' ' 


£3  étant  le  même  que  précédemment , nous  aurions  trouvé , 
en  désignant  par  F"r  la  dérivée  seconde  de  F (x,  y,  z) , 
prise  d’abord  par  rapport  à y,  puis  par  rapport  à x, 

F (x+ax,  y-\r  \y , z)= F (x,  /,  z)-f-Fx  (x,  y,  z)  Âx-J-F'  (x,/,  z)  A y 
H-  F"r(x,j,  z)âxùy  + i,ûx+  <3  ij  4-  t"*x\y. 

En  égalant  ces  deux  valeurs,  supprimant  les  termes  qui 
se  détruisent,  et  divisant  par  AxA y,  on  trouve 

F^x(x,  y,  z)-f-  ,'=  F"^(x,  y,  z)  -f- 

e"  étant  encore  une  quantité  qui  s’évanouit  avec  Ax  Ou 
avec  Ay ^ or  cette  équation  ne  peut  subsister  qu’autant 
que  l’on  aura 


_ v 1 d*u  > . . dau 

f^(x,  r,  * z)  = ^> 


C.  Q.  F.  D. 


Ce  théorème  étant  démontré  pour  les  dérivées  du  se- 
cond ordre,  il  en  résulte  que  dans  une  expression  de  la 
forme  dxdyd._. . . . u , il  est  toujours  permis  d’échanger 
entre  elles  les  variables  auxquelles  se  rapportent  deux 
différentiations  consécutives.  Or,  il  est  clair  qu’à  l’aide 
d’un  ou  de  plusieurs  échanges  de  cette  espèce,  on  pourra 
intervertir  de  toutes  les  manières  possibles  l’ordre  des 
différentiations.  Ainsi,  par  exemple,  pour  démontrer  que 
dtd,dxu  = dxdrd,u,  il  suffira  d’amener  d’abord  par - 
deux  échanges  consécutifs  la  lettre  x à la  place  de  z, 
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puis  d’échanger  les  lettres  y et  z :on  peut  donc  affirmer 
qu’une  différentielle  de  l’ordre  quelconque  n a une  va- 
leur indépendante  de  l’or4re  suivant  lequel  les  différen- 
tiations sont  effectuées. 

68.  Comme  en  différentiant  une  fonction  des  variables 
indépendantes  x , y,  z , par  rapport  à l’une  d’elles , on 
obtient  pour  résultat  une  nouvelle  fonction  d e x,  y,  z, 
multipliée  par  la  constante  dx  ou  dy , ou  dz . . . , et  que 
dans  la  différentiation  d’un  produit  les  facteurs  constants 
passent  toujours  en  dehors  de  la  caractéristique  d , il  est 
clair  que  si  l’on  effectue  l’une  après  l’autre  sur  la  fonc- 
tion u — F (x,  y,  z ),  l différentiations  relatives  h x,  m 
différentiations  relatives  à.y,n  différentiations  relatives 
à z , la  différentielle  qui  résultera  de  ces  diverses  opéra- 
tions , savoir  d " d'"  dlr  u , sera  le  produit  d’une  nouvelle 
fonction  ®(x,  y,  z ) par  les  facteurs  dxl,dym,  dzn , la  nou- 
velle fonction  dont  il  s’agit  ici  est  ce  qu’on  nomme  une 
dérivée  partielle  de  u de  l’ordre  l m -\-n,  et  l’on  a 

di+»+K  u 

d * d;dlu  = <p  {x,  y,  z)  dx'dydz*,  <p  (x,  y>  z)  = 


Cela  posé  , en  différentiant  plusieurs  fois  de  suite  l’équa- 
tion u = F (x,y,  z),  nous  aurons 


du  du  du 

du-=.—dx-\r—dy-\ — - dz  — d.  u dT  u-\-  d.u, 

dx  dy  dz  J 


OU 


d*u.~dlu  d’u  -\-dlu-\-  idl^u  -f-  a dl,u  -J-  îrfj.n  , 

✓ ' ' -, 

. d2u  , , d*u  . - d*u  , d2u  , 

cPu—— — dx1  — - — dy2- j — ; — c/z’-t- 2 - — —dxdy 
dx *■  “ dz 1 dxdy  J 


dxdy 

d2u  , d'u 

+ 1 — dxdz  + a dydz. 


dxdz 


dydz 


Exemples  : 

u — xyz , d 1 u ~ 2 ( xdydz  -)-  ydzdx  -J-  zdxdy),  d‘u  — Qdxdydz , 
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d2(x>  + y1  -f-z1)  = 2 (dx*  -+-  afj»  + <fe»), 
rf3(^3  +J3H-a3)  =6  (fltr3+  rfjr 3 H- 3) - 
69.  Si  au  lieu  de  l’équation  u — F (x,y,  z),  on  con- 
sidérait la  suivante  $ = F(«,  v,  iV),  les  quantités  u,  v,  w, 
étant  elles-mêmes  des  fonctions  quelconques  des  variables 
x>y^  zi  comme  en  résumé  s serait  encore  fonction  de 
X,  y,  z , on  aurait  toujours 

, ds  ds  du  . ' 

ds  - dx  + — dy  -+-  — dz. 
dx  dy  J dz 

Mais  comme  u,  v,  w seraient  des  fonctions  de  x , on  aurait 


*dx 

.dx 


ds  du  dsdv  ds  dw 

du  dx  dv  dx  X du>  dx  1 X’ 


ds  ds 

T/r=~-  S ■*=■ - 

et  par  suite,  en  remarquant  que 

, du  , du  , du  , 

du  ■=.  — dx  -f-  — dy  -f-  — - dz , dv  — ....  dw 
dx  dy  dz 

on  trouverait 

. ds  ds  , ds  , 

ds  ~ — — du  -| — — dv  A — — dw  : 

' du  dv  dw 

une  seconde  différentiation  donnerait 

du  = £i  rf„. + + ±L  &,  + M 


du 
2 d*f 


dudw 
d3s  = 


dudw 


dv1 

ld*s 


dw * 


dudv 


ds  ds  ds 

. , ■ dvdw  -A-  — d*u  + — d*v  -f-  — d*w, 
dvdw  du  7 dv  dw 


La  règle  générale  est  donc  encore  de  différentier  comme 
si  u,  v,  w étaient  des  variables  indépendantes/puis  de 
tirer  la  valeur  de  du,  dv,  dw,  etc.,  des  équations  qui  lient 
les  quantités  u,  v,  w aux  variables  indépendantes  x,y,  z. 

Exemples  : 

dn  (u  Af-v)  — d"u  -f - d"v , d“(u  v)  — d"u  — dnv, 
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d"(u  -J-  k j/ — i ) = d"u  -f-  \/ — i d" i’,’ 
d"  [au  -f-  bv  -f-  cw ) =r  admu  •+•  bdnv  -f-  cd"w. 

Si  les  quantités  u,  v,  iv  étaient  des  fonctions  linéaires 
des  variables  indépendantes  x,  y,  z,  c’est-à-dire  si  l’on 
avait  ' 

u = ax  -f-  by  -|-  cz  + d,  v=a'x-{-b'y-\-c'z  + d', 
w — a"x  + b"y-\-r:"z-±-d\ 

on  aurait 

d'u  — o,  d*v  =.  o,  d'w  — o, 
et  lesdiflérentielles  successives  de  la  fonction  s = F (u,  w,  w) 
conserveraient  la  même  forme  que  dans  le  cas  où  u,  e,  w " 
seraient  variables  indépendantes;  on  aurait  ainsi 
d's  . _ d's  . . d's  . . 7.  d's 


d's=  — - du 1 -J — dv'  -| — ; — dw'  -4-  -, — — dudv 

du ' dP  dw'  dudv 


d's 

dw' 

2 d's 
dudw 


+ 

Exemples  : 

Si  j = F (u,  v>),  on  aura 
, d"s 

d"s  = - 1 

du"  i du"  'dv 

n n — i d's 
-f-  

i 2 du"  1 dv ' 
si  s = F (u)  F (v) , 


2 d * J 

dudw  + ; - dvdw. 

dvdw 


n d's 

du"  'dv 


du"  ' dv ' • 


d"s 
dv  * 


dv"'. 


d"s  = F*  («)F  [v)du  "H — F"~'u  F'  (p)  du"~'dv. 


-f-y  F'  (u)  F"~'[v)dudv"  1 + F (k)  F*(d)dv". 

70.  M.  Cauchy  a donné  des  différefttielles  des  fouc-1 
lions  une  définition  immédiate,  indépendante  de  la  con- 
sidération des  dérivées,  qui  semble  plus  rationnelle  et 
présente  de  grands  avantages,  surtout  lorsqu’il  s’agit  d’une 
fonction  de  plusieurs  variables  indépendantes.  11  appelle 
différentielles  et  il  désigne  par  les  notations  dx , dy , 
dz  ,...  du,  des  quantités  dont  les  rapports  sont  équiva-. 
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lents  aux  dernières  raisons  des  accroissements  que  peu- 
vent prendre  simultanément  ces  variables.  Cette  définition 
conduit  immédiatement  à celle  que  nous  prenions  pour 
point  de  départ,  quand,  dans  le  cas  où  il  s’agissait  d’une 
fonction  dune  seule  variable  indépendante,  nous  appe- 
lions différentielle  le  produit  de  la  dérivée  par  l’accroisse- 
ment arbitraire  attribué  à la  variable  indépendante.  En 
effet,  d après  la  nouvelle  définition,  le  rapport  desdifféren- 

tielles  fa.  coïncide  avec  la  dernière  raison  des  accroisse- 
ments Ay,  Ax;  on  a donc 

dy  A y 

— z=  lim.  dy=fdx. 

De  plus,  en  partant  de  cette  même  définition,  les  accrois- 
sements simultanés  infiniment  petits  , 

ax,  A/,  az,  ...  Au, 

d un  nombre  quelconque  de  variables  dépendantes  ou 
indépendantes,  deviendront  sensiblement  proportionnels 
aux  différentielles  ' - - 

dx,  dy,  dz, . . . du ; 

dès  lors,  si  l’on  désigne  para  la  valeur  infiniment  petite  de 
l’un  des  rapports 

àx  a y Az  au 

ïùc1  dP’  Tu' 

si  1 on  pose , par  exemple , ~ = a , chacun  des  autres 
rapports  diffère^  très  peu  de  a,  on  aura,  par  exemple, 
— -du- f-6,  6 devenant  s’évanouir  avec  a,  et  bon  trou- 

vera,  en  passant  à la  limite,  du  = lim.  — . On  pourra 

de  cette  manière  calculer  immédiatement  la  différentielle. 
Appliquons  ces  principes  à la  détermination  de  la  diffé- 
rentielle d’une  fonction,  u=F(x,y,  z),  de  plusieurs  va- 

/*.  » * , 
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riables  indépendantes.  Pour  cela,  posons 

• v 

M-=za.dx , Ay=ady,  Az  = adz, 
dx , dy,  dz , étant  des  quantités  arbitraires,  de  telle  sorte 
que  ces  équations  n’établissent  aucune  liaison  entre  les  ac- 
croissements des  variables,  et  les  laissent  tout-à-fait  indé- 
pendantes ; en  vertu  de  la  définition  même  de  la  diffé- 
rentielle , on  aura 

du  = lim.  ^ = lim.F  (X+ ^ + Ar’2+  Az>- ?(*’?’  ») 

» ' et 

_lim  |~F (x+< tdx, y -f- mdy,  z-f-  udz) — F (x,y,  z)  j 
En  posant 

F(x-\-ttdx,'  y-\-udy , r adz)  =/(a), 

F (x,y,  z)  =f(o), 


d’où 
on  trouvera 


et  cc 

on  a d’ailleurs 

dF  . . dF  . „ dF 


/'(-)  = 

d’où 


d(x  mdx) 


dx 


d{y+  *dy) 


dy  -+- 


d[z  -f-arfz) 


dz , 


Or,  si  dans  l’équation 

f{x -f-  h)  — /(x)  = hf'x  4-  R, h, 
on  fait  x = o , h = « , on  trouve 

/(*)  — /(°)  = */'  (°)  4-  » 

R,  s’évanouissant  avec  a,  et  par  suite 

i ..  , du  , du  , rfa 

= lu».  [—4 J =/'(»)=  * *+  Ty  *r + * *• 

Nota.  On  aurait  pu  écrire  immédiatement 
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La  définition  de  M.  Cauchy  conduit  donc  aussi  à ce 
théorème , que  la  différentielle  totale  d’une  fonction  de 
plusieurs  variàbles  est  la  somme  de  ses  différentielles 
partielles. 

On  aurait  pu  calculer  directement  la  limite  du  rap- 

àlt 

port  — , en  remarquant  que 

Au  _ F(x-t-  adx,  y,  z)—F{x,y,  z)  + F(x+adx,y-t-a4y,  z)  —F(x+adx}y,z)  , 

X 

F (*4-  adx,  y 4-  ady,  * dz)  — F {x  4-  ùdx,  y -J-  ady,  s) 

+ . K I • . 

F^(jf,  y,  z)  adx  4-  R,  adx  4-  F',(*  -h  adx, y,  z)  adr  ■+■  R,  ady 


F^(.r  4-  adx, y 4-  ady,z)  adz  4-  Ri  adz  - 


d’où 


du  = lim.  ^ = F x(x,y,  z)  dx- f-Fr  (x,  y,  z ) dy+  Y'Jx,y,  z)dz 

et 

du  j ,du  a . du  . 

= didl  + ^dr  +**• 
71.  Les  dérivées  successives  f(a ),  _/*(«),  etc., 

de  la  fonction  . 

/(«)  = F(x  + «rfx,  y-\-udy,  z + *dz), 

seront  toutes  des  fonctions  des  seules  quantités  variables 
x -f-  adx , y -f-  ady , z -{- adz , et  par  suite  les  diffé- 
rences f (a)  / (o) , /'(«)  — /'( o),  /"(«)— /"(o), 

seront  précisément  égales  aux  accroissements  que  reçoi- 
vent les  fonctions  de  x,y,  z,  représentées  par  f (o), 
f\ o),  /"(o),.  . . lorsqu’on  attribue  aux  variables  indé- 
pendantes les  accroissements  Ax  = adx , Ay  = ady, 
Az  = adz  ; on  aura  donc  successivement 

du  — lim.  — = lim.  ^2Ïzs:/'(o), 


^ = lim 


«/‘ttrrrlim. 
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Jiu  = lim.  ±*l!L  — lim.  =/"'(o)> 


d"u  = lim, 


= i™.  /"(«)-/-(»)  =/.(o) , 


et  nous  en  conclurons  que  pour  former  les  différentielles 
totales  du,  d*u. . . , d"u,  il  suffit  de  calculer  les  valeurs 
particulières  que  reçoivent  les  dérivées  f(ct ),  J " (oc) , 
fm(a)...  fn  (a),  dans  le  cas  où  la  variable  oc  s’évanouit. 

72.  Parmi  les  méthodes  propres  à simplifier  la  recherche 
des  différentielles  totales,  on  doit  distinguer  surtout  celles 
qui  s’appuient  sur  la  considération  des  valeurs  symboli- 
ques de  ces  différentielles. 

Si  l’on  désigne  par  a,  b,  c. . . , des  quantités  cons- 
tantes, la  différentielle  totale  de  l’expression 


ad1  dmdn  . u -f-  bd’’ di  dr . u - f-  etc. . . 

sera 

adlJ-‘  d"(P . u-\-adlid^'+  ' d" . u-^-adj  d™d” + 1 . w-f-è  d?+ 1 u -f-  e te . 

C’est-à-dire  qu’elle  sera  précisément  ce  qu’on  aurait  ob- 
tenu si  l’on  avait  multiplié  le  produit  des  deux  facteurs 
u et  ad(  d”d"  -f-  bd^d^d'. . . par  dx  -+-  dy-\-d,,  en  opé- 
rant comme  si  les  notations  dx , dr , d,  représentaient 
de  véritables  quantités  différentes  les  unes  des  autres. 

Lorsqu’on  ne  fait  qu’indiquer  la  multiplication,  on 
trouve  l’équation  symbolique 
d(adlxd"  dnt  .u-f-  bdrdid'.u  -|-etc..  . .) 

= (adlcd™dnt  -f-  bdrdid'  -f-  . . ,)(dx  + df  ■+-  d,)u. 

Comme  en  réalité , dx , dy,  dt,  ne  sont  pas  des  quanti- 
tés, mais  des  symboles  qui  indiquent  une  opération  à 
faire , la  formule  qui  précède,  prise  à la  lettre , n’a  aucun 
sens,  mais  elle  redevient  exacte  dès  qu’on  a développé 
son  second  membre  à l’aide  des  règles  ordinaires  de  la 
multiplication  algébrique. 
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Si  l’on  pose 

ad.  lxd'"d"u- f-  bdpxdq  d\ u ^dxu-\-dya  -f-  dzit  = (dx-\-dy-\-d,)  u f 

et  si  l’on  diiférentic  plusieurs  fois  de  suite,  on  arrivera 
à l’équation  symbolique 

dnu  = (dx  + dx  + dt)nu,  < 

qui  prouve  que  dans  l’expression  de  la  différentielle  ri'*”' 
les  coefficients  sont  les  coefficients  du  binôme. 

Si  j=F(m,  i>,w),  on  aura  encore  dns=(dx-\-dr-\-d.)ns, 
et  il  sera  très  facile  de  développer  le  second  membre  de 
cette  dernière  équation  dans  le  cas  particulier  où  l’on 
suppose  u fonction  de  x seul,  v fonction  de  y seul,  \v 
fonction  de  z seul.  D’ailleurs  pour  passer  de  ce  cas  par- 
ticulier au  cas  général,  il  suffira  évidemment  de  rempla- 
cer dxu,  d%xu,  dxu  par  du,  d*u,  d*u,...  dyv,  d\v...  par 
dv,  <Pv,  etc. . .,  c’est-à-dire  d’effacer  les  lettres  x , y,  z , 
placées  en  bas  de  la  caractéristique  d. 

Exemple  : s — uv-,  en  opérant  comme  on  vient  de  le 
dire,  on  trouvera 


dn[uv)=  vd"  u -f-  * djvdn~'u  -J-  n(n  j)  d*vd"~'u.  . . 

f a y X 


I .2 


-f-  ndx  udn~  ’p+ttrfv, 


d"  . uv  = vd"u  dvdn~'u  — - — d1vdH~,u.  , 

l l .2 

ndud v -f-  udn  v. 


Cette  dernière  formule  subsistera , quelles  que  soient  les 
valeurs  de  u,  v , et  de  x,  y,  et  dans  le  cas  même  où  u , 
v , se  réduisent  à deux  fonctions  de  x. 

Exemple  : 


n n(n — i) n(n — i)(w — 2) 

ax  a*x*  a3x3 

i)...3.2.I 

a ‘'x" 


» 
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QUINZIÈME  LEÇON. 

Application  * des  questions  d’analyse  qui  dependont  de  plusieurs 
variables  indépendantes. 


Première  application.  — Maxima  et  minima  fies  fonc- 
tions de  plusieurs  variables , liées  par  une  seule  équa- 
tion. • 

75.  Lorsqu’une  fonction  de  plusieurs  variables  indé- 
pendantes x , y,  z,. . . etc. , atteint  une  valeur  particu- 
lière, mais  réelle,  qui  surpasse  toutes  les  valeurs  voisines 
c’est-à-dire  toutes  celles  que  l’on  obtiendrait  en"  faisant 
varier  x , y,  z en  plus  ou  en  moins  de  quantités  très 
petites,  cette  valeur  particulière  de  la  fonction  est  ce 
qu’on  appelle  un  maximum.  Lorsqu’une  valeur  particu- 
lière d’une  .fonction  de  x,y,  z est  réelle  et  inférieure  à 
toutes  les  valeurs  réelles  voisines , elle  prend  le  nom  de 
minimum. 

La  recherche  des  maxima  et  des  minima  des  fonctions 
de  plusieurs  variables,  se  ramène  facilement  à la  recher- 
che des  maxima  et  des  minima  des  fonctions  d’une  seule 
variable.  En  effet,  pour  que  la  valeur  F(x,  y,  z)  soit  un 
maximum  ou  un  minimum,  il  faut  que  la  différence 

F(x  -f-  Ax,  y 4-  aj,  2 Az)  — F(x,r,z) 

= F(x+adx,  z-\-adz)— F(x,  y,  z) 

soit  toujours  négative  ou  toujours  positive.:  négative 
pour  un  maximum,  positive  pour  un  minimum;  ce  qui 
exige,  j ■ 

i°.  Que  f (o)  soit  1111e  valeur  maximum  ou  minimum 
de  f (y)  ; 


v • 
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2°.  Que  f (o)  = O , OU  /'(o)  =±QO-, 

* 3°.  En  supposant  la  fonction  y (a)  continue  ainsi  que 
ses  dérivées,  que  la  première  de  ces  dérivées  qui  ne  s’éva- 
nouisse pas  pour  tx  — o soit  une  dérivée  d’ordre  pair, 
et  qu  elle  soit  négative  s’il  s’agit  d’un  maximum,  posi- 
tive s’il  s’agit  d’un  minimum,  et  par  conséquent,  en  ob- 
servant, , . 

i°.  Que  les  valeurs  qui  rendent  la  fonction  F(.r, y,  z) 
discontinue  peuvent  lui  donner  une  valeur  minimum  ou 
maximum; 

Que  f'(o)  — du,  f"(o)  = d*u...,fW(p)=:dnu,  on 
arrivera  à la  règle  suivante. 

Pour  trouver  les  maxima  et  les  minima  d’une  fonction 
de  plusieurs  variables  indépendantes, 

i°.  On  choisira  les  valeurs  de  x,  y,  z qui  rendent  la 
fonction  discontinue; 

2°.  On  fera 

; • dur  du  du 

d¥(x,y,z)  = du  = ~dx+~dy+~dz  = dza>; 

3°.  On  fera  du  — o,  équation  qui  entraîne  les  trois  sui- 
vantes, 

du  du  du 

— =o,  — = o,  —=o, 

dx  dy  dz 

puisque  dx , dy , dz  sont  des  accroissements  entièrement 
arbitraires  et  indépendants; 

4°.  De  ces  dernières  équations  on  tirera  les  valeurs  de 

x,  y,  z\ 

5°.  Pour  déciijer  si  le  système  de  ces  valeurs  produit 
un  maximum  ou  minimum,  on  calculera  les  valeurs  des 
différentielles  successives  d*u,  dlu , d*u . . . qui  corres- 
pondent à ce  système.  Soit 


* dnu  , dnu  . 
d"u  = — — dx"  -f-  - — dy” . . 
dx"  dy " 


n dHu 

- dx"  'dy-\-e te-, 

i dx"  'dy  . ’ 
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la  première  de  ces  différentielles  qui  ne  s’évanouit  pas.  Si 
pour  toutes  les  valeurs  des  différentielles  dx,  dy,  dz,'  n 
est  un  nombre  paii*,  et  d"u  une  quanti  té  négative,  la  valeur 
proposée  de  u sera  un  maximum  ; elle  sera  un  minimum 
si  n étant  toujours  pair,  dnu  reste  toujours  positif.  En- 
fin si  n est  quelquefois  impair,  ou  si  la  différentielle 
dnu  est  tantôt  positive  et  tantôt  négative,  la  valeur  de  u 
ne  sera  ni  maximum, .ni  minimum. 

74.  Concevons  que  pour  appliquer  le  théorème  on 
forme  d’abord  la  valeur  de 


d*u  d*u  d*u 

. dx1  * dy dxdy' 

s’évanouissent,  il  faudra  recourir  aux  différentielles  sui- 
vantes d’u,  dlu,.  . , etc.;  a°.  si  ces  différentielles  partiel- 
les ne  s’évanouissent  pas , et  que  l’on  fasse  varier  les 
quantités  arbitraires  dx,  dy,  dz,  il  arrivera  de  trois  cho- 
ses l’une  : ou  la  différentielle  d'u  conservera  constamment 
le  même  signe,  sans  jamais  s’évanouir,  ou  elle  s’évanouira 
pour  certaines  valeurs  de  dx,  dy,  dz,  mais  en  reprenant 
le  même  signe  toutes  les  fois  qu’elle  cessera  d’être  nulle  ; 
ou  elle  sera  tantôt  positive  et  tantôt  négative;  la  valeur 
proposée  de  u sera  toujours  un  maximum  ou  un  mini- 
mum dans  le  premier  cas,  quelquefois  dans  le  second, 
jamais  dans  le  troisième.  On  obtiendra  dans  le  second  cas 
un  maximum  ou  urt  minimum,  si  pourchacun  des  systèmes 

‘ 9-* 
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de  dx,  dy,  dz...  propres  à vérifier  l’équation  d'u  = o,  là 
première  des  différentielles  dlu,  d'u, . . . etc.,  qui  11e  s’é- 
vanouit pas,  est  toujours  d’ordre  pair  et  affectée  du  même 
signe  que  celles  des  valeurs  de  d'u  qui  diffèrent  de  o. 

En  général,  si  la  ir<-  des  différentielles  d’ordre  pair  qui 
ne  s’évanouit  pas  est  ’ • , 


dxmu  ~ ■ 


■ dx% 


■ dx1' 


d*mu 

+ -5-^dJr2 


dy' 


im 
+ “r“ 


i dx2m  'dy 


dxim  'dy-\~...  etc., 


il  pourra  arriver  trois  choses  : ou  la  différentielle  dont  il 
s’agit  conserve  toujours  le  même  signe,  quand  on  fait  va- 
rier dx , dy , dz...  ; ou  bien  elle  s’évanouit  pour  certaines 
valeurs  de  dx,  dy , dz ,...  mais  reprend  toujours  le  même 
signe  dès  qu’elle  cesse  de  s’évanouir  ; ou  elle  est  tantôt 
positive  et  tantôt  négative.  La  valeur  correspondante  de 
u sera  toujours  un  maximum  ou  un  minimum  dans  le 
premier  ras,  jamais  dans  le  troisième,  quelquefois  dans  le 
second  ; c’est-à-dire  si,  parmi  les  différentielles  d’un  ordre 
supérieur  à 2m,  celle  qui  la  première  cesse  de  s’évanouir 
est  d’ordre  pair,  et  si  elle  est  toujours  affectée  du  même 
signe  que  les  valeurs  de  dlmu  qui  diffèrent  de  o.  Il  est  es- 
sentiel d’observer  que  d'^u  étant  une  fonction  entière  et 
continue  de  dx , dy,  dz,...  ne  saurait  passer  du  positif 
au  négatif,  tandis  que  ces  quantités  varient , sans  devenir 
nul  dans  l’intervalle,  c’est-à-dire  sans  que  l’équation 
d2mu  = o admette  une  ou  plusieurs  racines  réelles.  De 
sorte  que  pour  que  d2"'u  ne  change  pas  de  signe  il  faut 
et  il  suffit  que  l’équation  d'"'u  — o n’admette  que  des 
racines  imaginaires.  Dans  ce  cas  il  y aura  toujours  maxi- 
rhum ou  minimum;  maximum  si  d*mu  est  une  quantité 
toujours  négative  , minimum  si  d,,nu  est  une  quantité 
toujours  positive. 
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/ 75.  Exemple  : Supposons 

« = Ax’  + Bx/  + C/1  + Dx  4-  Ejr  + F, 
du  = (ikx  + Bj  4-  D)  dx  -i-  (Bx  + iCj  + E )dy, 
d*u  = 2 (A dx1  -4-  B dxdy  4-  C dy*)  , d3u  = 6 , d*u  = o,  etc. 

Les  valeurs  de  x , y,  propres  à produire  un  maximum  ou 
un  minimum,  seront  déterminées  par  les  équations 


d’où 


2 Ax  -J-  Br  4-  D = o , Bx  4-  2C/  4~  E — o , 


2AE  — BD 


2CD  — BE 
B1  — 4AC  ’ 


7 B1  — 4AC’ 

J 

déplus,  i°  l’équation 

/ dx 1 Rdx 

d>u  = ï(\dx*+Bdxdy+Cdy')==v\dyx[^—-{--~  , A 

» . 

n’admettra  que  des  racines  imaginaires,  si  B* — 4AC<o, 
et  d*u  sera  alors  toujours  positif  ou  toujours  négatif, 
suivant  que  A sera  plus  grand  ou  plus  petit  que  o ; ainsi 
la  fonction 

Ax1  4”  Bxj  4-  Gj*  4~  Dx  4-  Er  4-  F , 
admettra  un  maximum  si 

B1  — 4AC  < o,  A < o,  . 
un  minimum  si 

B*  — 4AC  < o , A > o 

’ i ' '• 

2°.  Si  B* — 4AC>o,  l’équation  rPu  =o  admettra  des 
racines  réelles , et  d*u  changera  de  signe  pour  certaines 

' , S djC  , »'  r 

valeurs  de  dx  et  dy , ou  du  rapport  — y il  n’v  aura  donc 

alors  ni  maximum  ni  minimum. 

3°.  Si  B*  — 4 AC  = o , et  si  l’on  n’a  pas  en  même  temps 

aAE  — BD  — o et  2CD  — BE  ~ o , • 
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l’une  des  valeurs  de  x ou  dey  sera  infinie,  la  fonction 
donnée  n’aura  ni  maximum  ni  minimum.  Supposons  que 
ces  conditions  soient  satisfaites  ; alors  les  deux  équations 


du 


du 


dx  ° ’ • dym 


— o. 


se  réduisent  à une  seule,  par  exemple  à 
du 


dx 


— 2 Ax  -f-  Bf  -f-  D =r  o , 


et  les  valeurs  de  x et  de  y sont  indéterminées.  On  a 
dans  ce  cas 

d'u=  2(AtirJ-)-2l//AC  . dxdy--\-CdY*)~’lAdx*(^  l -f-  ; 

cette  valeur  de  d*u  se  réduit,  il  est  vrai,  à o,  toutes  les 
fois  que 

dy_ V'k  . 

dx  ~ . V'c.  ’ 

dy 

mais  pour  toute  autre  valeur  de  — , cette  différentielle 
seconde  est  de  même  signe  que  A;  et  d’ailleurs 
diu  — o,  diu-=  o,  etc. 

La  dilïêrence  Au,  lorsqu’elle  ne  sera  pas  nulle,  sera  donc 
toujours  positive  ou  toujours  négative  enmême  temps  que 
A,  et  par  conséquent  la  fonction  u admettra  une  valeur 
minimum  si  A >o,  et  une  valeur  maximum  si  A ■<  o. 

Si  B s’évanouissait,  on  aurait  nécessairement,  en 
vertu  des  équations 


B’  — 4AC  = o , 2 AE  — BD  = o , a CD  — BE  — o , 


ou 


ou  \ 


A = o , B = o,  C = o , u — Dx  -f-  E/  -1-  F ; 
A ==  o , B = o , D = o , u — Cy*  -+•  Ejr  -j-  F , 

* • * 
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ou  enfin 

B = o,  C = o,  E = o,  u — Ax‘  + Dx  -+-  F; 

dans  le  premier  cas  la  fonction  u n’aurait  ni  maximum 
ni  minimum , dans  les  deux  derniers  cas  elle  aurait  une 
infinité  de  maxima  ou  de  minima  égaux  à 

4CF  — E*  4AF  — Dx 

4c  ou  4A  ' 


76.  Scolie  Jre.  En  général,  on  a 


dxu  dxu  ■ dxu  ;• 

*•  = si  " + rsf,  & + a ^ ' 


OU 


dxu 


dxu 


dlu 


dy 1 dxdy  dy  dxx 

i 1 


dxu  dx  dxu 
dyx  ' dy1 

et  par  conséquent,  i°  d'u  aura  constamment  le  signe 

, dxu  . » , 
de  , si  1 équation 
• dy 1 


diu 


d*u 


dy 


+^-r-  -r- 
dxx  dxu  dx 


dxdy  dy  dx  * 

dxu 
dy * dy* 

n’a  que  des  racines  imaginaires,  c’est-à-dire  si  l’on 
dxu  V dxu  dxu 


u,  u,  \ uni*»  . 

dxdy)  dyx  dxx  ’ 


* • - dxu  dxu  . j ...  , , 

ce  qui  exige  que  et  soient  des  quantités  de 

même  signe  ; la  fonction  u admettra  donc  un  maximum 

c * 

x.u  ( dxu\x  dxudxu 

rx  ^ ° ’ \ dxdy  J drx  dxx  ^ ’ 


si  l’on  a à la  fois 


dx.u 

d? 
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et  un  minimum,  si 

d*u  fd2u\2  d2ud2u 

: • dy2  ’ \dxdy ) dy2  dx * °" 

2°.  La  fonction  n’admettra  de  maximum  ou  de  mini- 
« mum , dans  le  cas  où  • 

/ d2u  N*  d2ud2u  

\dxdy)  dy2  dx2  °* 

qu’autant  que  la  première  des  différentielles  <73«,  d'u , . . . 
qui  cessera  de  s’évanouir  pour  les  valeurs  de  ~ propres 


à vérifier  l’équation 


d2u 


d2u 


dy2  dxdy  dy  dx2 

d2u  dx  d2u  °* 
dy2  dy2 


dx 


sera  d’ordre  pair,  et  constamment  de  môme  signe  que  dtu 
quand  il  ne  s’évanouit  pas.  3°.  Si 

/ d2u  V diltd2u 

\dxdy)  dy2  dx2  ^'>  . 

la  fonction  u n’admettra  ni  maximum  ni  minimum. 

Scolie  2e.  S’il  s’agit  d’une  fonction  de  trois  variables, 

on  aura 

- ; 

d2u  d2u  d2u  d2u 

d2u=^dx2+—dy2  + — dz2  + *—dxdy 


et  en  posant 


dxdy 


d2u  , , d2u  *.  , 

-{-  2 dxdz  -f-  2 — — — dydz. 


dxdz 


dz 


, dydz 


dy 
dx=P' 


, , / d’u  , d2u  . d'u  d’u  , < i’u  d’u  ' \ 
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Pour  que  (Pu  ne  change  jamais  de  signe,  il  faut,  i°  que 
l’équation  d*u=  o,  résolue  par  rapport  à <] , n’ait  pas  de 
racines  réelfes,  ce  qui  exige  que  l’on  ait,  quel  que  soit /J, 


/ d*u  d*u  V d*u  f d*u  d*u  j 

\ dxdz  dydz^  J dz * dy*  ^ 


, d'U  \ 

+ 2 7ÏÏZP)<0’ 


r ./  d*u  Y d*ud*u~\ 
Y\dydz)  dz1  dy*  y 


/ d*u  d*u  d*u  d*u  \ 
2 \ dydz  dxdz  dz*  dxdy  y 


/ d*u  Y <^2«  d*u 

\ dxdz  J dz*  dx* 


< O-.  '. 


Cette  dernière  condition  sera  elle-même  satisfaite  quand 


/ d*u  Y d*u  d*u 

\dydz  ) dz*  dy*  ° ’ 

/ d*u  d*u  d*u  d*u\* 

\dydz  dxdz  dz*  dxdy  J 

r / d*u  Y d*u  d*u  1 r / d*u  \ * d*u  d*u~\ 

|_  \ dydz]  dz*  dy*.  J L \ dxdz  ) dz*  dx*  J ^ ° 

Telles  sont  donc  les  conditions  nécessaires  et^suffisantcs 
pour  que  la  fonction  u admette  un  maximum  ou  un  mi- 

. ' ■ . . d*u  . . 

nimum:  ce  sera  un  maximum  si  -p—  < o,  et  un  mim- 
7 dz* 

. d*u  • * 

mum  si  > o. 

77.  Ier  Exemple.  De  tous  les  triangles  isopérimèlres, 
quel  est  le  plus  grand  en  surface  ? 


Solution.  Soient  x,y,  z les  côtés,  p = 


x-\-y-\-z 


demi -périmètre  donné,  on  aura  z=zp — x — -y , et  la  sur- 
face du  triangle  sera  donnée  par  l’équation 

u — Y/ p(p — x)  ( p— y)  ( p — z)  = \/ p j> — f)  ( p— y)  ( xy-y—p)  ; 
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les  équations 


du 

dx 


= o, 


du 

dr 


= o , 


se  réduiront  à 


p{p— r)  (v  — **  —y)  = 0 > 

. . p(p—x)(-xp  — ly  — x)z=o-,. 

on  ne  peut  poser  ni  p — y — o , ni  p — x — o , puis- 
que sans  cela  on  aurait 


ou 


2p  = ay=  x + y + z,  y =i  + s, 

2p  = 2x  = x + / + z,  x = y -y  z, 
ce  qui  est  absurde  ; il  faudra  donc  que  l’on  ail 
op  — %x  — y — o , a p — a y — x = o, 

d’où 

x — y = \P,  * = 2 p —x  — y — \p. 
De  plus,  pour  ces  valeurs  de  x et  de  y,  on  aura 


dx 


d*u 

dxdy 

est  négatif,  et  de  plus 

ojr  - 


1/3 


d*u 

dxdy 


y d*u  dxu  3 ^ 9 o 

) dy  * dx1  4 4 ° * 


les  valeurs  de  x et  de  y donnent  donc  un  maximum  de  la 
•fonction  u,  et  le  plus  grand  des  triangles  isopérimètres 
est  le  triangle  équilatéral. 

amc  Exemple.  De  tous  les  parallélépipèdes  inscrits 
dans  une  sphère,  quel  est  le  plus  grand? 
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Solution.  Tous  les  parallélépipèdes  inscrits  sont  des 
parallélépipèdes  rectangles,  leur  centre  coïncide  avec  le 
centre  de  la  sphère,  leur  diagonale  est  le  diamètre  D 
de  la  sphère , et  en  désignant  par  x , y deux  des  côtés , 
le  troisième  z = l/D!  — x*  — y1.  Cela  posé,  le  volume 
du  parallélépipède  sera 


u = xyi  — xy  \/W  — x1  — y2 , 


du 


x2y 


au  j 

— =y\/D2  — x2  — y2  — .. 

dx  ' \/D2 — x2 


■ y * 


du 


dy  \/d2  — x 2— . 


— —p=====.  (D*  — IX2  — y*)  , 
[/u3  — x3  — y3 


- (D*  — ar1  — **)  ; 


donc 


D1  — ix2 — y2  — o,  D2 — ly2 — x2~o  , x—y—z  = 
De  plus,  les  valeurs  correspoiftantes  de 


D 


d2u  d2u  d2u 
dx 2 ' dxdy  ’ dy2 


s’obtiendront  facilement  en  ayant  égard  aux  équations 
D2—  ix2 — y2z=o,  D2  — 2y2  — x2  = o , 
et  l’on  trouvera 

d2u  aD  d2u 


dxdy 


l/!’  dx2 


4D  d'u  4® 

Î7f’ 


donc 

i°. 


d2u 

^<0; 


o / d2u  V d2u  d2u  4D1  16D* 

\dxdy  J dy2  dx2  3 3 


iaD2 


<°» 


le  parallélépipède  maximum  sera  donc  le  cube  qui  a pour 

, , D 
COte  yz. 

1/3 
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3me  Application.  Soit  F (z)  une  fonction  entière  et 
réelle  de  z , si  l’on  pose  z = x-\-y  \/ — i,  on  aura 

F(*  -f-  y\/ — i)  = R (cos  T -f- \/ — 1 sinT), 

F(.r — y V — I ) = R.  (cos T — v/ — I sinT), 

R1  = F(æ  -f-  y\/^î)Ÿ(x y\/—i). 

Cela  posé,  il  sera  facile  de  prouver  que  si  le  modùleR  ad- 
met pour  z = x y\/ — i une  valeur  minimum,  cette 

valeur  minimum  sera  nécessairement  nulle.  En  effet,  soit 
F(n,(.r  ±Ly\A  — i ) la  première  des  dérivées  qui  ne  s’éva- 
nouisse pas  pour  z—x  y\/-—î , de  sorte  que  l’on  ait 

V'ixztzy  — ■ I ) =r  o,  F " (xdo.yV''- — 1)  = 0..., 

F("— ')(x  dty  \/ — i ) = o, 

) 

1 équation  connue 

dn(uv'j  — vdRu  -f-  ndvdn  ~(J  u -f-, . ,-\~ndu  dn  — 'v  -J-  u dnv 
donnera , en  y faisant 


« = F(ar-j-  j \/ — i ),  o = F(x — yV/—ï)i 
rf".R*=  d*  [F(*  +y  \Z=l)  F(*  —y  )] 

=.F(*)(x  ) F(«  — y\A^i)[dx-\-dy 

+F(ar-f-^V^—  i )FW(* — y\/ — i)(cte — 4y  V'  — i )"  » 

d où  l’on  tire , en  posant 


x y\/ — i = r(cos  f-f-  V/ — i sinf),  j 

dx  -\-dy\/ — i = p (cos  t+  \/ — i sin  r), 

F 00  [x  ±y  — i )—  R„(cosT„  -f-  V/— i sin  T*), 
(/".R?  = 2RRnf"  cos(T„  — T nr)  ; 


or,  si  la  valeur  minimum  de  R ou  de  R’  n’était  pas  nulle, 
</'1.R1  changerait  évidemment  de  signe  dans  le  cas  où  l’on 
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donnerait  à t,  et  par  süite  à dx  et  dj,  certaines  valeurs, 

, . , . 2 m -|- 1 

par  exemple  si  1 on  changeait  r en  t -f-  — ir,  et  par 

conséquent  la  valeur  de  R dont  il  est  question  ne  pour- 
rait pas  être  une  valeur  minimum. 

Ou  démontTC  facilement , à l’aide  de  ce  qui  précède , 
que  toute  équation  entière 

F (.z)  = *"■ -f-  A,*"-1  +..  . + -f- A„  =o, 

à coefficients  réels  ou  imaginaires,  admet  une  ou  plu- 
sieurs racines  réelles  ou  imaginaires.  En  effet,  le  module 
R qui,  en  désignant  par  p,,  p„,. . . pm  les  modules  des 
coefficients  A, , As,  A»,. . . Am,  est  toujours  plus  grand 
que 

rm  — f .c*-"  — p, r" ~ 1 — . . . — 
et  plus  petit  que 

rm  4-  Ptrm~‘  -+-  p>rm~*  + 

finit  par  croître  indéfiniment  avec  rou  avec  x,y.  Cela 
posé,  parmi  toutes  les  valeurs  que  prend  le  module  R 
pour  des  valeurs  finies  de  x et  dejy , il  en  est  nécessaire- 
ment une  plus  petite  que  toutes  les  autres  : or  cette  valeur 
minimum  est  nécessairement  o , comme  on  vient  de  le 
prouver;  il  existe  donc  une  ou  plusieurs  valeurs  de  z de  la 
forme  z = a 6 V/ — i , propres  à vérifier  l’équation 

R = o et  par  conséquent  F (x)  = o. 

On  trouvera  plus  de  détails  suç  les  conditions  néces- 
saires pour  qu’une  fonction  u,  d’un  nombre  quelconque 
de  variables  indépendantes,  admette  un  maximum  ou 
un  minimum,  dans  le  Calcul  différentiel  de  M.  Cauchy, 
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Suite  des  applications  analytiques. 


deuxième  application.  Maxima  et  minima  des  fonctions 
de  plusieurs  variables , liées  entre  elles  par  plusieurs 
équations. 

78.  Si  les  n variables  x,  y,  Z, . . . au  lieu  d’ètre  indé- 
pendantes, comme  on  l’a  supposé  jusqu’ici , étaient  liées 
entre  elles  par  m équations  v—o,  w=o... , pour  déduire 
de  la  méthode  indiquée  les  maxima  et  les  minima  de  la 
fonction  u= F (x,  j,  z,...),  il  faudrait  commencer  par  éli- 
miner de  cette  fonction  m variables  différentes  à l’aide 
des  m équations  données  ; après  cette  élimination  les  va- 
riables qui  resteraient , au  nombre  de  n — m , devraient 
être  considérées  comme  indépendantes,  et  l'on  égalerait, 
comme  ci-dessus,  du  ko,  ou  à l’infini , etc.  Mais  la  re- 
cherche des  maxima  et  des  minima  peut , dans  ce  cas , 
être  beaucoup  simplifiée. 

En  effet,  différentions  la  fonction  u en  y conservant 
toutes  les  variables  données  X,  y,  z l’équation  du— o 
deviendra 

✓ ■'  - du  du  du  * , 

<■>  **+**  + **+...*=0, 

et  renfermera  les  n différentielles  dx , dy,  dz. . . dont 
n — m seulement  sont  réellement  indépendantes,  les 
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m autres  pouvant  être  exprimées  à l'aide  des  m équations 


W 


I 


dv  dv  dv  , 


I rfte  c/«'  dw 

i ~ dx  + — dy  + — dz.  ..=  o 
I dx  dy  dz 


. — o,...  etc. 


Cela  posé,  l’équation  du  — o devant  être  vérifiée  dans  le 
cas  du  maximum  ou  du  minimum,  quelles  que  soient  les 
différentielles  des  variables  indépendantes  , il  est  clair  que 
si  l’on  élimine  de  cette  équation  un  nombre  rn  de  diffé- 
rentielles à l’aide  des  formules  (2),  les  coefficients  des 
m — n différentielles  restantes  devront  être  séparément 
égalés  à o.  Or,  pour  effectuer  l’élimination , il  suffit  d’a- 
jouter à l?équation  du  — o chacune  des  équations = o, 
dw  — o,...  multipliée  parmi  facteur  indéterminé  — A, 
— p , ...  et  de  choisir  ces  facteurs  de  manière  à faire  dispa- 
raître dans  l’équation  résultante  les  coefficients  de  m dif- 
férentielles successives;  comme  d’ailleurs  l’équation  ré- 
sultante sera  de  la  forme  • ; 


f du 


dv 


. dx 


dx 


dw  \ 

-r--...)dx 

(du  dv  dw  Y, 


et  comme,  après  avoir  fait  disparaître  les  coefficients  de  m 
différentielles,  il  faudra  égaler  encore  à o ceux  des  diffé- 
rentielles restantes,  il  est  permis  de  conclure  que  les  va- 


.,  V.  . 

. tirées  de  quelques-unes  des  formules 

du 

dv 

dw 

dx 

A dx 

du 

dv 

dw 

w~ 

-*Ty- 

fi  -y-  — • . O , 

dy 

devront  satisfaire  à toutes  les  autres;  par  conséquent  les 
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valeurs  de  .r,  y,  z propres  à vérilier  les  équations 
rlu=  o,  dv  = o,...  ou  propres  à donner  des  maxima  et 
des  minima,  devront  satisfaircaux  équations  de  condition 
que  fournit  l’élimination  des  indéterminées  X,  fx,  v. . . 

entre  les  formules  — X . . =o , etc.  Le  nombre  de 
dx  dx 

ces  équations  de  condition  sera  n — en  les  réunissant 
aux  m équations  v = o,  w = o,...  on  obtiendra  en  tout  n 
équations  dont  on.  déduira,  pour  les  variables  x,jr,z,  plu- 
sieurs systèmes  de  valeurs,  parmi  lesquelles  se  trouveront 
ceux  qui  pourront  rendre  maxima  ou  minima  la  fonction 
donnée  u = F (x, y,  z...). 

Nota.  Les  équations  de  condition  produites  par  l’éli- 
mination de  X , fx , v. . . resteront  les  mêmes  quand  on 
échangera  entre  elles,  d’imemanière  quelconque,  lés  fonc- 
tions u,  ou  quand  on  remplacera  ces  fonctions  par 

les  suivantes  u — a,  v — &,  w — e...,  de  sorte  que  la  mé- 
thode précédente  donnera  toutes  les  valeurs  propres  à 
rendre  maximum  ou  minimum  non-seulement  la  fonc- 
tion u , mais  les  fonctions  o,  iv, u — a , o — b , 
vv  — c.  . . Si  les  variables  sont  liées  entre  elles  par  une 
seule  équation  o=^o,  les  équations  à l’aide  desquelles 
on  pourra  éliminer  X deviendront 


du 


dv 


du 


dv 


du 


dv 


dx  * dx  ° ’ dy  dy  ° ’ dz  * dz  ° ’ 

On  en  conclut , par  l’élimination  de  X , 

du  du  du 

« 

dx  dy  dz 

d^-"d^~d^~  CtC'  • . 

dx  dy  dz 

J 

Cette  dernière  formule  équivaut  à n — i équations  dis- 
tinctes qui,  réunies  à l’équation  v = o,  détermineront  les 
valeurs  cherchées  de  x,y,  z.  , 
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79.ier  Exemple,  a,  b , <?,...  r,  étant  des  constantes,  on 
demande  le  maximum  de  la  fonction  u—ax-\-by-\-cz  +... 
en  supposant  les  variables  assujéties  à vérifier  l’équation 


<•  = X*  + J*  + Z1  +. 

..  — r1  — 

\ o: 

• ^ *\ 

On  aura 

du 

du 

du  dv 

dv 

> 

dp'  • 

dx~a’  dy 

-h'  Tz~C""  dx= 

: IX.  — zi 

dy 

z 2 y, 

dï~2Z’' 

et  par 

suite 

;• 

* t 

t 

a b 

c 

ax-\-by-\-cz-j-.,.  u 

4_  ax-\-b 

'+cx+... 

x y 

Z 

xx-\~yx- f-zJ+...  r 

V' 

■-t-zM-... 

donc 

• 

• 

U 

r* 

y/  a*  - 

-h  ^ + **+••• 
.r 

zt  r \/  a1 

Z 

+ b> 

+ cx  -K. 

On  montrerait  que  de  ces  valeurs  de  u,  l’une  est  un 
maximum  et  l’autre  un  minimum  , en  remarquant  que 
l’on  a 

(ax+  by-\-cz  . .)*  ■+■  (bx — ay)x  -f-(cx — az)x. . . -\-{cy — bz)x . . . 

ce  qui  exige  que  des  deux  valeurs 

l’une  soit  maximum  et  l’autre  minimum. 

2™e  Exemple.  On  demande  le  minimum  de  la  fonction 

. • u =.Xx-\-y?-\-Zx-\-.  ..  ; 

en  supposant  que  les  variables x,  y,  z,  soient  liées  entre 
elles  par  l’équation 


ax  by  -J-  cz-+- 


T.  T. 
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Ou  aura  encore 

a b c k ^l/V+^+c»...  _ k* 

x y z ’ u ' ’ a,+6,.-J-c1+...' 

et  l’on  montrerait  que  cette  valeur  est  un  minimum. 

Si  les  variables  x, y,  z.. . . se  réduisent  à trois,  et  dé- 
signent des  coordonnées  rectangulaires,  la  valeur  de  V^ü 
représentera  la  plus  courte  distance  de  l’origine  à un 
plan  fixe. 

3me  Exemple.  On  cherche  le  maximum  de  la  fonction 
u — xPyizr , 

les  variables  X , y,  z , étant  assujéties  à vérifier  l’équation 


u± 

ax  -\- by  -\- cz  - 1- . . . 

— k : 

= 0. 

On  aura 

du. 

p 

du 

q 

du 

dx 

pxf~x 

y x"*’ 

dy~ 

dz 

dv 

dv 

dv 

dx 

II 

A 

$1 

II 

b ’ dz 

= c> 

r '* 

et. par  suite 

p _ g _ r x_p  k 

ax  by  cz  ""  * k a p -f-ç  -f-  r . . . * 

q k r k 

y b 'p  -f-  q r . . . ’ c’p 

On  a encore 


du pdx  qdy  rdz 

u x y z 


i 

et  puisque  les  valeurs  précédentes,  de  x , y,  z , . . . ren- 
dent du  constamment  nul,  et  d'u  constamment  négatif, 
elles  fourniront  un  maximum  de  la  fonction  u- 
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4me  Exemple.  On  demande  les  demi-axes  d’une  ellipse 
ou  d’une  hyperbole  rapportée  à son  centre  et  représentée 
par  l’équation 

v - — A-r1  -f-  B xy  -f-  Cy*  — R = o. 

Chacun  de  ces  demi-axes  sera  un  maximum  ou  un  mini- 
mum de  la  fonction  r=  ù = \S x 4 ou  du  rayon  vec- 

teur mené  de  l’originç  à la  courbe.  Cela’posé,  comme 
on  a 


du  \ x du  y dv.  . _ dv  ■ 

s = r-  T,-r'  S =.»**■+*. -;ç  = *Q r+.«*. 


et  par  suite 
x 


. X’-j-y* 


2Ax  + B y 2C/  + Bx  x(2Àx-|-B/)-f-j(2Cj-4-Bx)  2R  ’ 

2R  y 2R  x /2R  A/îR  \ 

— 2A=B3,  — 2C  = B-,  ( — 2A  j f — 2C  J = B*; 


x’  r* 


y 


les  deux  racines  de  cette  équation  seront  les  carrés  des 
deux  demi-axes  qui  seront  tous  deux  réels  si  AK  > o, 

B*  — 4ÂC  < o , mais  dont  l’un  sera  imaginaire,  si 
Bs  — 4AC  > o.  . 

Troisième  application.  Développement  des  fonctions 
de  plusieurs  variables.  Extension  du  théorème  de 
Taylor  à ces  memes  fonctions. 

80.  Soit  * yg 

u = ¥(x,  y,  z,...)  • 

une  fonction  de  plusieurs  variables  indépendantes.  Don- 
nons à x , y,  z,  les  accroissements 

Ax  r=  tuLx , tsy  — ady , \z=*dz... 

■ 4 y •*  f .1  , 1 . \ * • • * 

Posons  de  plus 

• . * * ' ‘ ' 

• 1 « • • • » , • * 

F(x-h *dx,y-\-*dy,  z+*dz, . . . )~f{»), d’où F(x,  y,  z, ...)=/( o); 

IO.  . 


■h 

’ i 


Là» 

Wr 


* 
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nous  aurons  > 

F (x+«&,  y-+-&dy,  z + adz, . . . ) — F (x,  y , z, . . . ) —f  («)  — f ( o) 


= «/'(°)+-/"(°)-  + 


i .2. 3.  ..n 


/"(•-)• 


Mais  comme  nous  l’avons  vu 


/'(o)  = du,  f"( o ) = <**«,,..  /"*J,(o)  = 

/"(Oa)  =/"  (o)  + I = dnu  -f-  I, 

I s’évanouissant  avec  a ou  avec  Ax  , Aj,  A z , on  aura 
donc  . ... 


F(x-f-Ax,  y -f-  \y,  z Az . . . ) = u -J-  udu  -| d*u . . ..  •' 

-j  1.2 

• * A""*  ‘ a"  , 

H 7 dK~'u  H 5 (rf"u  + I). 

I .2 ...(n l)  1.2.3...»  K 7 ■ 

Si  nous  remarquons  que 

du  du  du  ' \ 

du  = -~dx  + — dj+  — dz-+-etc., 

• dx  dy  dz 


, ' diu  , d*u  , rf’a  , . , , ; 

^«  = — ^+  — ^>,+  —*>+...+  2—^ 

% d2u 

+ <£?<&  -f-  etc. , 

. axaz 

il  viendra 

. - ' , . du  du  du 

F(x+ax,  y-b&x,  z+A*...j=  U + — Ax  -t-—  ày+  — Az 

dx  dy  dz 

I d'u  i i d1u 

• H -y—  Ax  + j—  Aj’  H — az’ 

i . 2 ax’  i.2  a/1  i . 2 dz 1 

. I d*u  ttn 

H 2 -T-T*  AXA/  -4-  etc.  H 5 -+-I). 

i .2  dxdy  r.2.3,../i  ‘ 

et#» 

Si  le  terme  ou  le  reste  - — = fn(6x)  décroît  indéfini- 

s I mm/l 

ment  à mesure  que  n augmente,  ce  qui  arrivera  , par 
exemple,  si  fn(9a ),  qui  est  ce  que  devient  d"u  quand  on 
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y change  x,  y,  z...  cnx-\-9adx,  ÿ-\-9a.dy,  z -+-  Oxdz , . . . 
conserve  toujours  une  valeur  finie,  la  série  qui  forme  le 
second  membre  de  l'équation  précédente  sera  conver- 
gente , et  l’on  aura 


m 

F(x-f-Ax,  y~i~$y,  z-f-  az,...)  = u -f-  adu  -J d2u 

a.3  du  du  du  i d2u 

rf3«-|-etc.=:  « + — Ax+- T-Ar+^T-Az...-! -, — Ax2 

dx  dy  dz  1.2  dx2 


' i.a.3 

1 d2u  1 d2u 

H -3 — Ay*  H ; — az2  -+• 

I . a dy2  J 1.2  dz2 


d2u 


AxAj+,etc. 


1 . 2 dxdy 

Si  dans  cette  dernière  équation  on  fait  a.  = 1 , on  aura 


_ , . . . du  d2u  d3u 

F(x+dx,  y + dy,  z + dz,...)=u-+-  — + — -f-  — - 

I. 

Cette  équation  et  celle  qu’on  en  déduit  en  remplaçant  x , 
y , z,...  par  zéro,  dx,  dy,  dz,...  par  x,'y , z,...  four- 
nissent le  moyen  d’étendre  les  théorèmes  de  Taylor  et  de 
Maclaurin  aux  fonctions  de  plusieurs  variables. 

S’il  arrive  que; pour  certaines  valeurs  de  x,  y,  z,  les 
différentielles  du,  d3u . . . . d"~'u  s’évanouissent  toutes, 
on  aura 

F(x4- Ax,7  + Aj,z-f-Az)— F(x,  y,s)=;\u=  — — - (c/n«-(-I). 

Cette  dernière  formule  comprend  la  théorie  des  maxi- 
ma  et  des  minima  des  fonctions  de  plusieurs  variables. 


■v  . 
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Caractère  général  de  la  convergence  des  séries.  — Limite  des  restes  ou 
des  erreurs  que  Ton  commet  en  s’arrêtant  à un  terme  quelconque  de 
ces  séries.  * 


81.  M.  Cauchy  a été  assez  heureux,  dans  ces  dernières 
années,  pour  démontrer  un  théorème  vraiment  remarqua- 
ble qui  donne  immédiatement  les  règles  de  la  convergence 
des  séries  fournies  par  le  développement  des  fonctions 
explicites,  et  réduit  simplement  la  loi  de  convergence  à 
la  loi  de  continuité  des  fonctions.  Je  vais  donner  une  idée 
de  ces  importantes  recherches,  après  avoir  rappelé  une 
propriété  remarquable  des  racines  de  l’unité , ou  des  ra- 
cines de  l’équation  xn=i,  et  établi  quelques  lemmes 
fondamentaux  faciles  à déduire  des  premiers  principes  du 
calcul  différentiel. 

Comme  on  l’a  vu,  toiites  les  racines  de  l’unité  sont 
renfermées  dans  la  formule 


((i  ))  " — cos  ~~~— 


. 2/ JT 
sin 


O*  TT 

n 


3fT  


Posons , pour  abréger , 6 = e n , et  nommons  m , ni 
deux  quantités  entières  positives  ou  négatives,  mais  tel- 
lement choisies,  que  la  différence  m' — m ne  soit  pas  di- 
visible par  n ; les  expressions 


ira»  . >—  3m  i r , , 

1/ _ 1 — V 

bm  —e  " - , ' 6™'  = e " 


Digitized 


DIX— SEPTIÈME  LEÇON.  l5ï 


• - I • 

seront  deux  racines  n‘im " de  l’unité , distinctes  l’une  de  ’ 
l'autre,  puisque  la  différence 


ne-peut  s’évanouir  qu’autant  que  — — est  un  nombre 


'entier.  Il  en  résulte,  i°  que  ces  deux  expressions  seront 
certainement  deux  racines  de  l’unité,  distinctes 

l’une  de  l’autre,  si  la  différence  ni  — m est  inférieure  à 

• 

«5  2°  que  pour  obtenir  toutes  les  racines  de  l'uuité  du 
degré  n,  il  suffit  de  prendre  n termes  consécutifs  de  la 
progression  géométrique , 

....  6~3,  6~\  i,6‘,  6%  O3,  etc., . ,. . . 


indéfiniment  prolongée  dans  les  deux  sens,  par  exemple, 
les  termes  i,  0,  O1,  63, . . . 9n~\ 

Corollaire  ier.  La  somme  S des  miim“  puissances  des 
n racines  de  l’unité  est  égale  à o , excepté  lorsque  le  nom- 
bre m est  un  multiple  de  n , et  dans  ce  cas , la  somme  S 
est  égale  à n . , . 

En  effet , la  somme  de  ces  m‘i'nej  puissances  sera  tou-  ‘ 
jours  égale  à 

i 

I _i_  ç»  _i_  0lm  -4-  &3m . . . -L.  6»  ("  - 1 J — . 

Cm  ■ 


Or  le  numérateur  étant  nécessairement  égal  à o,  la  somme 
S s’évanouira  toujours,  à moins  que  le  dénominateur  ne 
soit  nul  lui-même,  ce  qui  n’arrivera  qu’autant  que  m 
sera  de  la  forme  min  5 et  comme  dans  ce  cas  la  véritable 

Qmn  j mil 

valeifr  de  la  fraction  est  — — n , on  aura  S = n. 

bm  — 1 m 

Il  importe  peu  d’ailleurs  que  m soit  positif  ou  négatif  5 et 
en  effet,  une  puissance  négative  de  9 peut  toujours  être 
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remplacée  par  une  puissance  positive , car  on  a &~m  — 
et  en  désignant  par  mn  le  multiple  de  n le  plus  voisin  de  rn, 

I S*1'" 

am'n  — m , 

Qm  Qm  9 

82.  Lemme.  Soitx  = re*  une  variable  imaginaire 

dont  r soit  le  module,  et  t l’argument;  soit  encore  f{x). 
une  fonction  de  la  variable  x qui  reste  finie  et  continue, 
ainsi  que  sa  dérivée  J '(x),  pour  des  valeurs  du  module  r 
comprises  entre  certaines  lhnites  r — rQ,  r = R^  enfin 
• nommons  n un  nombre  entier  susceptible  de  croître  in- 

— \/~i 

définiment,  et  prenons  6 = e"  ,0  représentera  une 
racine  primitive  de  l’équation  xn  = i ; dès-lors,  si  en 
attribuant  à r l’une  quelconque  des  valeurs  comprises  en- 
tre les  limites  rc,  R,  on  pose 

//(r)+Q//(0^  + C»//(CV)...  + «— /'(8-«r)_ 

n 

M s’évanouira  pour  de  très  grandes  valeurs  de  n,  et  par 
conséquent  la  moyenne  arithmétique  entre  les  diverses 
valeurs  du  produit  correspondantes  aux  valeurs 

o,  i,  2, . . . (n — i),  du  nombre  m,  se  réduira  sensible- 
ment à o.  . 

Démonstration.  Si  l’on  appelle  h un  accroissement  at- 
tribué à une  valeur  réelle  ou  imaginaire  de  x,  dans  le  voi- 
sinage de  laquelle  la  fonction  f (x)  et  sa  dérivée  f ' (x) 
restent  finies  et  continues,  on  aura 

/(x  + h) — f{x)  = h [/'(x)  4-1], 

I devant  s’évanouir  avec  h.  En  faisant  tour  à tour,  dans 
cette  équation, 

x-{-/r=6r,  x t=  r,  hz=:r(6—  i), 


DIX-SEPTIÈME  LEÇON.  l53 

x-\ -h  = Ci*r,  x = 0r,  h=ri)(0 — i)...  etc., 

x-\-h-=z(inr , x~Bn~'r,  /i— 6'r“ 'r(6 — i), 
on-  trouvera 

A6r)  —f(r)  =(°  — *)  '■[/'('■)  + 1.]'» 

/(6V)_/(6r) = (0  — « ) r [ fl /'(6r)  + 1,] , 

/(6V) — ./(e«-,r)=(9 — i)  r[6n-If'(0n-'r)-+- 1,]. 

Les  quantités  I, , I, , . . . I„  devant  s’évanouir  avec  0 — i , , 

ou , ce  qui  revient  au  même , avec  - , puisque,  en  vertu  de 

l’équation  0 = e"  , 0 ne  sera  égal  à l’unité  que  quand 
n sera  égal  à l’infini , ou  - à o. 

Tl 

En  ajoutant  toutes  ces  équations  et  désignant  par  I„  la 

. i , . Ii  + 1»  ~ f- 13  * - • ■+■  !» 
moyenne  arithmétique , moyenne  qui 

devra  évidemment  s'évanouir  elle-mcme  avec  - , 011  trou- 

n 

vera 

(6»r)..V 

mais 

0"=i,  /(6"r)=/(r),  f(S"r)—/(r)  = o, 

donc 

6,/'(0,r)...  + 6»-  «/'(fl—' r)  _ 

■ „ — — Io* 

Or  I„  s’évanouit  quand  n est  infini , donc,  etc. 

83.  Corollaire  icr.  La  moyenne 

fV)  +0f'M  + C»/V(fl»r).  ■■+  6—  ■/'(fl— r) 


« ' 
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est  la  dérivée  de  cette  autre  quantité 

•;  f(r)  +fM  +f(0'r)...-i-f(6'‘-'r) 

ê n 9 

doue,  si  pour  de  très  grandes  valeurs  de  n la  première 
moyenneou  la  dérivée  est  sensiblement  nulle,  la  seconde, 
ou  la  quantité  elle-même,  sera  sensiblement  constante, 
car  il  n’y  a qu’une  quantité  constante  qui  puisse  avoirune 
dérivée  nulle.  Si  donc  on  pose 

jrÇr)  = +/(6"~'r)  > 

on  aura  sensiblement,  pour  de  très  grandes  valeurs  de  n , 
F(R)  = F(ra). 

F (r)  n’est  autre  chose  que  la  moyenne  arithmétique 
entre  les  diverses  valeurs  de  la  fonction  f(x)  qui  corres- 
pondent à un  même  module  /'  de  la  variable  a:,  et  à des 

valeurs  de  - représentées  par  les  diverses  racines  n‘è"le'  de 

l’unité.  La  limite  vers  laquelle  converge  cette  moyenne 
arithmétique  tandis  que  le  nombre  n croit  indéfiniment, 
est  ce  qu’on  pourrait  appeler  la  valeur  moyenne  de  la 
fonction  f (.x)  pour  le  module  donné  r de  la  variable  x. 
En  admettant  cette  définition , on  déduit  immédiatement 
de  ce  qui  précède  la  proposition  suivante  : Si  la  fonction 
f(x ) et  sa  dérivée  f '(x)  restent  finies  et  continues  pour 
un  module  r de  x renfermé  entre  les  limites  rQ,  R,  la  va- 
leur moyenne  de  f(x ) correspondante  au  module  r sup- 
posé compris  entre  lœ  limites  r0,  R,  sera  indépendante 
de  ce  module. 

. Corollaire  2mo.  Si  r0  = o , c’est-à-dire  si  la  fonction  . 
f(x ) et  sa  dérivée  f(x)  restent  continues  pour  toutes  les 
valeurs  de  x dont  le  module  est  renfermé  entre  les  va-  • 
leurs  ont  R,  ou  aura  sensiblement  pour  un  semblable 
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module  et  pour  de  très  grandes  valeurs  de  n , F(r)=F(o)  ; 
et  si  F(o)—  o,  cecjui  aura  lieu  si  la  fonction  f{x)  s’é- 
vanouissait avec  x,  F(r)  = o. 

84.  Théorème  ior.  Si  l’on  attribue  à la  variable  x un 
module  inférieur  au  plus  petit  de  ceux  pour  lesquels  une 
des  deux  fonctions  F (.r) , F'(x),  cesse  d’ètrc  finie  et  con- 
tinue , la  fonction  F ( x ) pourra  être  représentée  par  la 

valeur  moyeune  du  produit  — F (z),  correspondante 

. Z X 

k un  module  r de  z qui  surpasse  le  module  donné  de  x, 
et  sera  par  conséquent  développable  en  série  convergente 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  la  va- 
riable x. 

Démonstration.  Posons 


m = 

W Z X 


F (z)  désignant  une  fonction  de  z qui  reste  finie  et  con- 
tinue avec  sa  dérivée  F'(z),  pour  un  module  r de  z 
compris  entre  les  limites  o et  II.  La  quantité F(z). définie 
par  l’équation 

rt.' — f(z)  +/(' 5z)  -+■•••+/(' 6"~ ’z) 

s’évanouira  ainsi  que  f(je)  pour  une  valeur  nulle  de  z , 
et  si , en  posant  pour  abréger 

«’(*)  = F (*)•  ^ (z)  = 7—  F (*)  » 

on  nomme  (z) , X(z) , ce  que  devient  F(z)  quand  on 
remplace  f (z)  par  <p(z)  ou  par  yÇ r),  on  aura 

F(z)=< 

l)e  plus , pour  de  très  grandes  valeurs  de  n et  pour  un 
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module  rdc  2 inférieur  à R,  on  aura,  én  vertu  du  der- 
nier corollaire,  puisque  F'  (o)  = 0,  • • 

F(r)  = <1 *(/•)  — X (r)  = o , <K  (r)  = X (r)  ; 
d’autre  part , si  l’on  suppose  le  module  de  z supérieur  au 
module  de  x,  la  fraction  — - — , sera  développable  en 
série  convergente,  et  l’on  aura 
z , 

• — z(z — x)~'  = i -f-z  'x-J-z  ’x'  + etc., 

z — x 


et  par  suite 

X (z)  = — - — F(x)  = F (x)(i  + z~'  x-i-z-1  x 1 + etc.), 

Z X • 

y (r) F (x)  r«  + r'IJ?  + 6_‘  + 6-1  + 9-3  + etc-) 

1 ~h-  L+r'*i'(i  + + 9-4  -f-  etc.)  + etc. 

Les  coefficients  de  r~’  x,  r~ a x*,  etc.,  sont  la  somme  des 
racines  de  l’unité  élevées  chacune  à la  puissance  — 1 , 
ou  à la  puissance  — 2,  — 3,  etc.,  somme  que  nous  avons 
prouvé  être  égale  à o;  on  aura  donc 

X (r)  = F (x) , 


et  à cause  de  l’équation  (r)  = X (r) , 
F(x)=.W=i[-^-F(r)+^R.r). . . 


En  vertu  de  cette  dernière  équation , qui  devient  rigou- 
reuse quand  n devient  intini,  Ja  fonction  F ( x ) pourra 
généralement  être  représentée  par  la  valeur  moyenne  du 


produit 


F (z)  correspondante  au  module  r de  la 


variable  z ; pourvu  toutefois,  comme  on  l’a  déjà  supposé, 
que  cette  fonction  F (z)  et  sa  dérivée  F'  (z)  restent  finies 
et  continues  pour  ce  module  de  z,  ou  pour  un  module 
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plus  petit.  D’ailleurs  la  fraction  ■ ■ - et  par  suite  le 
produit  — — -F (z),  seront,  pour  un  module  de  x infé- 

, Z "■  X 

rieur  au  module  r de  z , développables  en  séries  conver- 
gentes ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  de  or; 
on  pourra  donc  en  dire  autant  du  second  membre  de  l’é- 
quation qui  donne  F (a:),  et  par  conséquent  de  F (x). 
Donc,  etc. 

De  ce  théorème  on  déduit  immédiatement  la  proposi- 
tion suivante. 

85.  Théorème  2e.  Une  fonction  quelconque  réelle  ou 
imaginaire  d’une  variable  réelle  ouimaginaire  a: sera  déve- 
loppable en  une  série  convergente-  ordonnée  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  x , tant  que  le  module  de  x 
conservera  une  valeur  inférieure  à la  plus  petite  de  celles 
pour  lesquelles  la  fonction  ou  sa  dérivée  cesse  d’èlre  finie 
et  continue. 

Ainsi , en  particulier,  puisque  les  fonctions 

cosx,  sinx,  e*,  ex',  cos(i — x1),  etc....... 

et  leurs  dérivées  du  premier  ordre  ne  cessent  jamais 
d’être  finies  et  continues , elles  seront  toujours  dévelop- 
pables en  séries  convergentes  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  a:;  au  contraire,  comme  les  fonc- 
tions 

m 


l(i  +*},  arc  tang 

* \ »'  1 ’ «e- 

et  leurs  dérivées  du  premier  ordre  cessent  d’être  fonctions 
continues  de  x au  moment  où  le  module  de  cette  variable 
devient  égal  à l’unité;  elles  seront  certainement  dévelop- 
pables en  séries  convergentes  ordonnées  suivant  les  puis- 


i H-l/ 1 — **.’ 


(i  -4-x)3, 


(i  4-x) 
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sauces  ascendantes  de  la  variable  x , si  la  valeur  réelle 
ou  imaginaire  de  x offre  un  module  inférieur  à l’unité. 
Ces  séries,  au  contraire,  pourront  deveniret deviendront 
en  effet,  divergentes,  si  le  module  de  x surpasse  l’unité. 
Enfin  , comme  les  fonctions 


deviennent  discontinues  avec  leurs  dérivées  du  premier  ^ 
ordre  pour  une  valeur  nulle  de  x,  par  conséquent,  lors- 
que le  module  de  x est  le  plus  petit  possible,  elles  ne  se- 
ront jamais  développables  en  séries  convergentes  ordon- 
nées suivant  les  puissances  ascendantes  de  x.  . 

On  sera  peut-être  'étonné  de  voir  placer  la  fonction 
arc  tang  ar  au  nombre  des  fonctions  qui  deviennent  in- 
finies ou  discontinues  quand  le  module  de  x devient  égal 
à i : il  est  vrai  que  si  l’on  attribue  à x une  valeur  réelle, 
la  fonction  arc  tang  x ne  cesse  pas  d’être  finie  et  conti- 
nue-, mais  il  n’en  sera  plus  de  même  si,  x devenant  ima- 
ginaire, on  suppose,  par  exemple, 
x — a.  \/ — r . 


Alors,  en  effet,  la  fonction 

( t y ,\  1 f * — — x)  — 1 (i  — f-  «) 

arc  tang  x = arc  tang  {»  v — i ) = — , 

iV  — i 

deviendra  évidemment  infinie  et  discontinue  ainsi  que  sa 

dérivée  — - — , quand  on  fera 

i + x*  ' ' . 


a = 1 ou 


: ± l/—  i . 


Les  fonctions  ci-dessus  prises  pour  exemple , et  leurs 
dérivées  du  premier  ordre,  deviennent  toujours  infinies 
ou  discontinues  pour  les  mêmes  valeurs  du  module  de  la 
variable  indépendante  : si  l’on  était  assuré  qu’il  en  fût 
toujours  ainsi , on  pourrait,  dans  le  théorème  énoncé,  se 
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dispenser  de  parler  de  la  fonction  dérivée,  mais  on  n’a 
point  à cet  égard  une  certitude  suffisante. 

86.  La  méthode  que  nous  venons  d’exposer  est  d’autant 
plus  remarquable,  qu’on  peut  même  en  déduire  et  la  sé- 
rie de  Maclaurin,  et  le  reste  de  cette  série. 

Nous  avons  vu,  en  effet,  que  la  fonction  F(x)  pourra 
être  généralement  représentée  par  la  valeur  moyenne  du 

produit  F (s);  or  on  a 

Z ' JC 

F(a)  = F (a)  F(*)-h^F(»)  + eîc. 

Z ' JC  Z Z 


Donc,  dans  le  développement  de  F (x)  le  terme  constant 
devra  se  réduire  à la  valeur  moyenne  de  F (a),  ou,  en 
vertu  du  lemme  fondamental,  à F(o),  puisque,  par  hy- 
pothèse, la  fonction  F (a)  est  continue  entre  les  limites 

0 et  R.  De  même,  le  coefficient  de  x sera  égal  à la  va- 

1 j F(z) 

leur  moyenne  du  rapport  — — , ou,  ce  qui  revient  au 
même,  du  rapport  — -5^,  car  la  valeur  moyenne 


F (o)  r~*  ( i + + b~  ' u etc.)  • 

• * f 

de  la  quantité  est  nulle,  en  vertu  des  propriétés  des' 

Z 

racines  de  l’unité.  D’ailleurs  la  valeur  moyenne  du  rap- 
port — — F '°\  est  égale  à la  valeur  F'(o)  qu’il  prend 

quand  on  y fait  z = o.  On  montrerait  de  la  même  ma- 
nière que  le  coefficient  de  x*r  valeur  moyfenne  du  rapport 
F(*f 

— p ou,  ce  qui  revient  au  même,  n°  81  ; corollaire  ier- 

Z f s 

du  rapport 

F (*)  *— TP  (o)  — «F  ' (o) 
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pfffo) 

est  égale  à — —,  et  l’ou  trouvera  définitivement 


i .2 


F (s)  = F (o)  -+-  y F'  (o)  + F" (o) -h etc.]  * ■ 

Quant  au  reste  qui  devra  compléter  cette  série , réduite 
à ses  « premiers  termes,  on  le  déterminera  facilement 
comme  il  suit  : en  effet , puisqu’on  aura 


x x* 

— — 1 H 1 — , • • 

■ X Z Z1 


Uï  U. 

z"-1  zn~'  (z  — x)' 


et  par  suite 

FM^FW  + f F (.)  + £ F (,)■. . • m 

il  est  clair  que  le  reste  dont  il  s’agit  sera  la  valeur 
moyenne  du  produit  ^ F (z) , considéré  comme 

fonction  de  z , pour  un  module  r de  z supérieur  au  mo- 
dule donné  de  x.  Donc  si  l’on  nomme  R le  plus  grand 
des  modules  de  F ( z ^ correspondants  au  module  r de  z , 
et  p le  module  attribué  à la  variable  x,  le  reste  de  la  série 
de  Maclaurin  aura  pôur  module  un  nombre  inférieur  au 

produit  ^ » et  Par  conséquent  inférieur  au 

reste  de  la  progression  géométrique  que  l’on  obtient  en 
développant  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x,  le  * 
rR  ' . 

raPPon  “ }• 

En  résumant  ce  qu’on  vient  de  dire,  on  obtient  la  pro- 
position suivante  : . • . 

87.  Théorème  4e*  La  fonction  F ( x ) sera  développable 
par  la  formule  de  Maclaurin  en  une  série  convergente 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x si  le  mo- 
dule de  la  variable  réelle  ou  imaginaire  x conserve  une 

» — 

.V- 
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valeur  inférieure  à celle  pour  laquelle  la  fonction  cesse 
d’être  finie  et  continue.  Soit  r cette  dernière  valeur  , ou 
une  valeur  plus  petite,  p le  module  de  x,  et  li  le  mo- 
dule maximum  de  F (x),  les  modules  du  terme  général  et 
du  reste  de  la  série  de  Maclaurin,  seront  respectivement 
inférieurs  aux  modules  du  terme  général  et  du  reste  de  la 

• , , . . rR 

progression  géométrique  qui  a pour  somme , et  dont 

i r~f 

le  reste  est 


r ciS=  - 

r*  *(r — p)  i \r 


(R 


Les  principes  ci-dessus  exposés , et  les  divers  théorèmes 
que  nous  venons  d’établir,  peuvent  être  immédiatement 
étendus  et  appliqués  à des  fonctions  de  plusieurs  variables; 
on  arriverait  ainsi,  par  exemple,  au  théorème  suivant. 

Théorème  5e.  Soient  x,  y,  z^..  plusieurs  variables, 
réelles  ou  imaginaires,  la  fonction  F(x,j",  z...)  sera  dé- 
veloppable par  la  formule  de  Maclaurin , étendue  au 
cas  de  plusieurs  variables,  en.  une  série  convergente  or- 
donnée suivant  les  puissances  ascendantes  de  x,  y,  z... , 
si  les  modules  de  ces  variables  conservent  des  valeurs  in- 
férieures à celles  pour  lesquelles  la  fonction  reste  finie 
et  continue.  Soient  r,  r',  ces  dernières  valeurs  ou 

des  valeurs  plus  petites,  /?  le  plus  grand  des  modules  de 
F (a:,  y,  z...)  correspondants  au  module  r de  x,  au  mo- 
dule r de  y,  au  module  r"de  z,  p,  p,  p",...  les  modules  de 
x,y,  z...]  les  modules  du  terme  général  et  du  reste  de  la 
série  en  question,  seront  respectivement  inférieurs  aux 
modules  du.  terme  général  et  du  reste  de  la  série  qui  a 
pour  soirime-le  produit 


R 


• j / « //  //' 

r — p r'  — p'  r — p 


T. 
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Développement  des  fonctions  implicites.  — Série  de  Lagrange. 


88.  Les  principes  établis  dans  la  leçon  précédente  peuvent 
être  appliqués  au  développement  des  fonctions  implicites, 
par  exemple  de  celles  qui  représentent  les  racines  des 
équations  algébriques  ou  transcendantes.  Alors  la  loi  de 
convergence  se  réduit  encore  à la  loi  de  continuité.  Con- 
cevons pour  fixer  les  idées , qu’il  s’agisse  de  développer  la 
plus  petite  racine  de  l’équation 

(i)  +r=*f{r) 

dans  laquelle  J (j)  est  une  fonction  explicite  et  donnée  de  y 
qui  ne  l’enferme  point  x , et  qui  ne  devient  ni  nulle,  ni  in- 
finie pour  y —o.  Parmi  les  racines  de  cette  équation  il  en 
. existe  évidemment  une  qui  s’évanouit  en  même  temps  que 
,r,  et  qui,  si  l’on  fait  croître  x par  degrés  insensibles,  va- 
riera elle-même  insensiblement,  ainsi  que  sa  dérivée  rela- 
tive à ï,  en  restant  toujours  fonction  continue  de  x , 
jusqu’à  ce  que  cette  variable  acquière  une  valeur  pour 
laquelle  deux  racines  de  l’équation  y = x f(y)  devien- 
nent égales  (*),  pourvu  toutefois  que  dans  l’intervalle,  la 

(*)  On  dit  qu’une  équation  F(;)=o,«m  racines  égales  à h,  lorsqu’on 
aF(r)  = Cjr  — 4)m  f (/),  f(jO  étant  une  fonction  de  jr  qui  ne  devient 
ni  nulle,  ni  infinie  pour  y = b ; comme  on  a d’ailleurs 

f ( r) = ? (» + (.>--*)  f;  w + F';w- + F>"  ~ 1 (h) 
v ’ * +iSF;^Mi. 

l’cquation  F(.r)  — o ne  pourra  avoir  m racines  égales  à b , où.F(,r)  ne 

.1  .’l* 
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valeur  de  f (y)  correspondante  à la  racine  dont  il  s'a- 
git, ne  cesse  pas  d’ètre  continue.  Donc.,  si  ta  fonction 
f (y)  reste  continue  pour  des  valeurs  cpielconques  de  x, 
celle  des  racines  de  l’étpiation,  y = xf(y),  qui  s’évanouit 
avec  x , sera  développable  en  série  convergente,  sui- 
vant les  puissances  ascendantes  de  ,r,  pour  tout  module 
de  cette  variable  inférieur  au  plus  petit  de  ceux  qui 
introduisent  des  racines  égales  dans  l’équation  (i),  en 
rendant  ces  racines  communes  à cette  équation  et  à sa  dé- 
rivée prise  par  rapport  à y,  i = x f (y)  ; et  par  consé- 
quent pour  tout  module  de  x inférieur  au  plus  petit  de 

<y* 

ceux  qui  répondent  aux  équations  simultanées  x = . 

= f (y).  Ainsi,  par  exemple,  la  plus  petite  racine 

de  l’équation  y — x cos/  sera  développable  en  série  con- 
vergente ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x 
pour  tout  module  de  x inférieur  au  plus  petit  de  ceux 

oui  répondent  aux  équations  simultanées  x — ■■  et 

* 1 cos/ 


pourra  être  de  la  forme  (y  — &)”•  f(jO  qu’autant  que  l’onaura 
F(6)=o,  F;  (i)  = 0,  F>)=o...F;-  (*)=o. 


De  sorte  que  la  racine  multiple  b est  nécessairement  commune  à l’équa- 
tion F(.r)  = o , et  à ses  dérivées  jusqu’à  celles  de  l’ordre  m — i inclusivc- 


De  i 

tion  F ( J')  - , - . 

ment.  Si-m  = a,  c’est-à-dire  si  la  racine  b est  double,  elle  devra  vérifier 

S la  fois  les  deux  équations  F (y)  = o,  F^,  (y)  =o. 

De  plus,  si  F (y)  est  une  fonction  irnplicltede  x , si,  par  exemple,  y est 
lié  avec  x par  l’équation  y = xf{ÿ),  on  aura 

_dF(y)4r_F,  » . » 

dx  dy  dx  y ™ » rx~  f'  ^)* 

et  l’on  en  conclura  que  si  à une  certaine  valeur  de  x correspond  une  racine 
doublede  l’équation  F (y]=o,  la  valeur  correspondante  dey  [ sera,  en  gé- 
néral, infinie  et  discontinue,  puisque  FfW  = o , et  par  conséquent  .y  ne 
sera  plus  développable  en  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  et  entières  de  x. 

. Il 
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eôsr 

- - •— — siny  ou  cot  y — — y ; or  on  prouve  que  ctî 

plus  petit  module  qui  correspond  à la  racine  imaginaire 
y = 1,199678...  \/  — 1 de  l’équation  coty  = — y,.sera 
0,^62742,  et  par  conséquent  la  plus  petite  racine  de  l'é- 
quation y = x cos  y sera  développable  en  série  conver- 
gente ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x 
pour  tout  module  de  x inférieur  au  nombre  0,662742; 
on  se  trouve  ainsi  ramené  immédiatement  à un  résultat 
auquel  Laplace  est  parvenu,  par  des  calculs  assez  longs, 
dans  son  Mémoire  sur  la  convergence  de  la  série  que  four- 
nit le  développement  du  rayon  vecteur  d’une  planète, 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  l’excentricité. 

89.  Pour  développer  cette  plus  petite  racine  j",  ou  la  ra- 
cine qui  s’évanouit  avec  x , et  que  nous  supposerons  être 
une  racine  simple,  appelons-la y0,  et  posons 

y — xf{y)  = (y  — 7«)  <p  (7)» 


f(y)  sera  une  fonction  dey  qui,  ainsi  que  f(y),  ne  de- 
viendra ni  nulle,  ni  infinie  pour  y = o.  En  diflerentiant 
cette  équation  par  rapport  à y,  on  trouve 


• — *f'(y)  = (y  — y°)<p'(y)  -hv{y), 

et  en  divisant  membre  à membre  , 


1 — xf'(y) . 


+ 


Ÿjy) 


(*) 


y—xf{y)  7— 7o 

<p'(y)  1 — xf-' (y) i_ 

■ <p(y)  7—  xf(y)  7— 7o’ 

D’ailleurs , pour  des  valeurs  suffisamment  petites  de  y , la 

fonction  qui  ne  devient  pas  infinie  pour  y = o, 

sera  généralement  développable  en  une  série  convergente 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  entières  et 
positives  dey.  On  aura,  par  exemple, 
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= B0  + B./  + B,  j*  + etc. 

Ainsi,  en  particulier,  si  ç(y)  est  une  fonction  entière  de 
y,  et  si  l’on  nomme  b',  b ",  Z»".  . . les  racines,  supposées 
inégales,  de  l’équatiou  tp  ( y)  =:  o , on  aura  identiquement 

*(r)  = B (y -b')  (y -b").... 


B désignant  un  coefficient  indépendant  de  y,  et  par  suite 


*(ï)  _ • 


-+etc.=(/—6')*,-Hr— • 


<p(y)  y — b'  y— b" 

Pour  tout  module  de  y inférieur  aux  racines  b\  b",  etc., 
chacun  des  termes  du  second  membre  sera  développable 
en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  dey, 
et  l’on  aura 


l$)-~(b  + b +etc-)  - (ik+  +-)y  - 


Il  faudra  donc  que  le  second  membre  de  l’équation (2)  soit 
lui-mème  développable,  pour  des  modules  dey  qui  ne  dé- 
passent pas  certaines  limites,  eu  une  série  convergente 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  entières  et 
positives  dey.  Or  il  semble  au  premier  abord  que  pour  de 
très  petits  modules  (Je  x,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
pour  de  très  petits  modules  dey0,  ce  développement  ne 
puisse  s’effectuer , car  si  le  module  de  y„  devient  infé- 
rieur à celui  dey,  et  le  module  de  x inférieur  à celui  de 


, les  déhx  fonctions 

/(/)•; 

1 =(y  — y»)' 


y — y « 

1 


y—*f{y ) 


— [y— xf{y)]~'  ~ y~*  ( i — 


X 

y 


/(y) 


pourront  être  développées  suivant  les  puissances  asc.cn- 


; H 


- « 

'99 


*1 


1 
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dantes  de y0  et  de  x et  renfeameront.  des  puissances  néga- 
tives dey,  on  aura  en  effet,  dans  cette  hypothèse , 

i i 

X 


+ + e te. 

y y3 


= D/i[r  — ' */j»]. 


y — y< 

De  plus,  en  désignant  par  les  notations  D, , D3,  D,3, 
dérivées  successives  prises  par  rapport  à y,  on  aura 

» —g/'lr)  _‘d y [r  — *f(y)  3 
y—xf(y)  y — *f(y) . 

et  parce  que 

»r  y - g/(r>]  = 1/  - g-®  - - r^T 

7 2 L 7 J 

_53f/(.r)T 

3 L y 

on  aura 

•»—  __  « n /(r) 

r — x/{.X)-y  “r  x 


les 


J 


•etc., 


-T^ï 

■ÏÀ[^ 


■ etc. 


Enfin  , si  Ton  représente  généralement  par  les  notations 
"^(o)»  PrY(o)»  DjY  (o)j  ce  que  deviennent  une  fonction  quel- 
conque Y dey  et  ses  dérivées  quand,  après  la  différentia- 
tion, on  y fait  y = o , et  si  l’on  pose  f(y)==  Y,  on  trou- 
vera encore,  en  vertu  de  la  formule *de  Maclaurin, 


Y = Y(o)  + 7 DjŸfo)  -+-  D)Y(OJ  -(-  etc. , . . . 


• YJ=Y00  + 7 W+y-  Y(;}  + etc..., 
et  par  suite 

= »,*=- 5?+r-;  Ki(.)+<“~ 


y * 


^ Y> 

Dr  — 

•V 


1(0) 


: .3 

* W 


y* 

1 


1.2.3 


DjY^Jh  etc. 
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Si  l’on  a égard  à ces  diverses  valeurs  , on  verra  que  le  , • 
second  membre  de  l’équation 

v'(y)  _ 1— *f(y) î__ 

v (y)  y — ~xf{y)  y— y •>’  . 

..  ' / , „ 

renferme,  en  apparence  du  moins,  un  nombre  inûni 
de  puissances  négatives  de  y,  tandis  que  le  développe- 
ment du  premier  membre  est  une  série  ordonnée  suivant 
les  puissances  entières  et  positives  de  y.  L égalité  entre 
ces  deux  membres  doit  Cependant  subsister,  et  en  les 
comparant  on  doit  obtenir  un  certain  nombre  d’équations 
plus  ou  moins  importantes.  Pour  établir  cette  comparaison 
avec  plus  de  succès , faisons  les  deux  remarques  suivantes  : 
i°  Puisque  les  modules  de  ylt  et  de  x s’évanouissent  en- 
semble , on  pourra , en  supposant  le  module  de yQ  très  pe- 
tit, concevoir  que  x,  x*...,x",  et  par  suite  ^ 

soient  développés  suivant,  les  puissances  ascendantes  de 
yt)  ; dès  lors  le  second  membre  de  l’équation 

—xf{y) i__ 

?{y)  y — xf{y)  y—y° 


/'(y) 

*/(/)• 


développé  suivant  les  puissances  ascendantes  de  y et  de 
ya , offrira,  il  est  vrai,  des  puissances  positives  et  néga- 
tives de  y,  mais  seulement  des  puissances  positives  de  yQ, 
et  l’on  voit  immédiatement  que  dans  ce  second  mem- 
bre le  coefficient  d’une  puissance  positive  quelconque  de 
ya,  par  exemple  de ÿ"  , sera  la  somme  S,„  d’une  série:  qui 
renfermera  un  nombre  infini  de  puissances  positive»  de  y, 

avec  les  seules  puissances  négatives  ÿ, • . • - qui 

proviennent  etdudéveloppement  de(  j' — etdescoef- 
. ficientsdex,  x % x*...x"‘.  a"  En  vertu  des  principes  établis 

dans  la  leçon  précédente,  la  fonction  sera  dévelop- 

. ' ' 9 (/) 
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pablc  en  une  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  y et  deyQ,  tant  que  les  modules  de 
y èt  dey0  ne  dépasseront  pas  les  limites  au-delà  desquel- 
les cette  fonction  cesse  d’être  continue,  et  le  coefficient 
dey™  dans  ce  développement,  déduit  de  la  formule  de 
Maclaurin,  sera  la  somme  S,'„  d’une  série  qui  renfermera 
seulement  des  puissances  entières  et  positives  de  y.  Cela 
posé,  deux  développements  ordonnés  suivant  les  puissan- 
ces entières  et  positives  d’une  même  variable  yG,  ne  pou- 
vant être  égaux  qu’autaut  qu’il  y a égalité  entre  les  coef- 
ficients des  mêmes  puissances  , les  deux  coefficients  de  y” 
que  nous  avons  désignés  par  S,„,  Sm,  et  qui  représentent 
les  sommes  de  deux  séries  ordonnées  suivant  les  puissances 
ascendantes  dey,  seront  égaux.  D’où  il  résulte  que  dans  la 
première  de  ces  deux  séries  chacun  des  m-\- 1 premiers  ter- 
mes proportionnels  à des  puissances  négatives  dey  devra 
s’évanouir.  Donc,  en  particulier,  le  terme  proportionnel 

à -ïj,  s’évanouira  dans  la  série  dont  la  somme  S,„  sert  de 

y 

coefficient  à y”,  quel  que  soit  d’ailleurs  le  nombre  m, 

• d’où  il  résulte  que  la  somme  des  termes  proportionnels  à 

— s’évanouira  elle-même  dans  le  second  membre  de  l’é- 

r* 

quation 

<P'{y)  _ » — _ » 

<p(y)  y — *f{y)  y— y,’ 

développé  suivant  les  puissances  ascendantes  dey  et  dey„. 

Or,  eg  vertu  des  équations  qui  donnent  les  diverses  par- 
ties de  ce  développement,  cette  somme,  est 

xY(°>  + + 7,3  D.’Ywi  + • • • — y o, 

on  aura  donc  . . 

)'o~  *^0)+  DfŸji)  H-  - — D'Yfa  -f-  etc. 
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Cette  dernière  formule,  qui  subsiste  tant  que jra  et  sa  dé- 
rivée relative  à x restent  fonctions  continues  de  x , est 
précisément  la  formule  donnée  par  Lagrange  pour  le  dé- 
veloppement de  y„  suivant  les  puissances  ascendantes  de 
x 5 formule  qui  est  d’une  extrême  utilité  dans  la  solution 
d’un  grand  nombre  de  problèmes  importants.  Si  1 on 

égalait  à zéro,  non  plus  le  coefficient  de  mais  ceux  de 

—j,  de—.,  etc. , on  obtiendrait  immédiatement  les  for- 

y3  y* 

milles  données  par  Lagrange  pour  le  développement  de 
y\ ■>  jl'  • •}  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x.  EnGu, 
si  l’on  égalait  les  coefficients  des  puissances  positives^,  y* 
à ceux  qui  affectent  les  mêmes  puissances  dans  le  second 
membre  de  l’équation 

#)-_ fl+i+e  te 


i 

F»' 


i 

'F* 


-etc.jj- — etc. 


9’ (y) 


qui  donne  le  développement  de  ^ ^ ' quand  l’équation 

<f  (y)  = o est  une  équation  entière  dont  les  racines  sont 
b',  b ",  etc.,  on  obtiendrait  les  valeurs  des  sommes 


■ 

F 


b'2  b "*  ' 


développées  encore  suivant  les  puissances  ascendantes  en- 
tières et  positives  de  x. 

Soit  maintenant  F (y)  une  fonction  qui  ne  deviennepas 
infinie  pourj^  ==  o,  après  avoir  multipbépar  le  rapport 

~ ’ Li.  les  deux  membres  de  l’équation 

9\y)  __  i — xf  ( y ) __  I , 

<p  (y)  y—*f{y)  y— y»’ 

on  pourra,  tant  que  la  fonction  F (y)  ne  deviendra  .pas 
discontinue , développer  le  second  membre  suivant  les 
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puissances  ascendantes  de  et  comme  dans  çe  dévelop- 
pement le  coeflîcient  de  — devra  disparaître  , on  en  con- 
clura facilement 

x - V.’ 

F(7„)  = F(o)-hxY(o)F'(7)(.)+^Dr[Y‘F'(/)]{t0 

+-^3DMY3F'(r)](°)+".  • 

. ' « 

On  retrouve  encore  ici  la  formule  donnée  par  Lagrange 
pour  le  développement  de  F(j-0). 

90.  Quand,  en  suivant  la  marche  que  nous  avons  indi- 
quée, marche  tracée  récemment  par  M.  Cauchy,  et  seule 
réellement  rigoureuse,  on  a démontré,  i°  la  possibilité 
et  l’existence  du  développement  d une  fonction  implicite  ; 
2°  les  valeurs  entre  lesquelles  les  variables  doivent  se  ren- 
fermer pour  que  le  développement  subsiste , on  peut , par 
des  méthodes  plus  ou  moins  élégantes,  déterminerla  valeur 
des  coefficients.  Supposons,  par  exemple,  qu’étant  donnée 
une  fonction  implicite^  de  a:  déterminée  par  l’équation 

y — xf{y)  + 8 = æY+*, 

oju  demande  de  développer^  ou  une  fonction  quelconque 
F (y)  de  y suivant  les  puissances  ascendantes  de  X et  de  z, 
ou  de  l’une  de  ces  variables,  de  x par  exemple.  Si  l’on  re- 
présente par  a une  valeur  particulière  de  x , par  F , 
Dx  h (a),  DlF  , etc.,  ce  que  deviennent  lafonction  h' (jy), 
et  ses  dérivées  successives  prises  par  rapport  à x quand, 
après  la  différentiation,  on  y donne  à y la  valeur  corres- 
pondante kx  = a,  on  aura  nécessairement,  envertudela 
formule  de  Maclaurin , 

F(7)=F(«)-f-(a; — a)D,F(,)  -+-  ^ — — - — Di  F (a)-f-etc. , 

et  cette  série  sera  toujours  convergente  quand  la  diffé- 
rence x — a sera  une  quantité  très  petite.  Si  X avait  une 

• . • "<v 
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très  petite  valeur,  on  pourrait  faire  a = o et  1 on  aurait 
F(j)=FCo)  + xDIF(o)  4-  ~ DiF(o,  -4- etc. 

I • 

F (o),  DXF  (0),  etc.,  désignent  ce  que  deviennent  la  fonction 
F ( j')  et  ses  dérivées,  quand,  après  la  différentiation,  on  y 
donne  à y la  valeur  correspondante  ài=o:  or  puisque, 
par  hypothèse,  l’équation  proposée  n’est  pas  résolue,  il  se- 
rait impossible  de  calculer  directement  les  coefficientsF(g), 
DXF(0),  D’F(0),  etc.  Pour  les  déterminer,  reprenons  l’é- 
quation xY  -4-  z,  et  différentions-la  tour  a tour  par 
rapport  à x et  par'  rapport  à z , on  trouvera  de  cette  ma- 
nière . ' 

Dxy  = Y-H.*D/Y.Dij  , T),f  = i + z D7Y . D, / ; 
en  éliminant  a:  entre  ces  deux  équations,  on  trouve 
Dx  y = YD.j, 

et  par  conséquent 

D/F  . Dxy  = YDrF  (jr  ) . D,/ , 

ou 

DIF(jr)=YD1F(r). 

Si  dans  cette  dernière  équation  on  pose  F ( y ) — Y",  n 
étant  un  nombre  entier , il  viendra 

Dx  Y"  = YD,Y"  ; - ; . 

on  a d’ailleurs  • 

Dx[  YnD,F(7)]  = D,  F(j) . DxY"  + tnDj,  F(/) 

= Y D,  F (/) . D,  Y»  + Y"  D],  F ( y) 

= DIF(r).D,Y"+Y'-DitF(7) 

= D.[  Y»  Dx  F {y )]  = D,[ Y"  + -D,  F (7)  ] : . 

on  aura  donc  généralement 

Dx[Y"D,  F(/)}  = D,  [ Y*+,D,F  (/)  ], 

d’où,  en  faisant  tour  à tour  n — i,nz=  2,  n = i,  on 
conclura 

DX[YD,  F(r)]  = Dx  [Y*D,  F (y)  ], 

DxtY’DjF (j)}=  D,[Y3D'F(y)}.  . . . . . 
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Il  sera  facile  maintenant  de  déterminer  les  coefficients. 
DjFjo, , D].F  il  suffira  pour  cela  de  différentiel1  plu- 
sieurs fois  de  suite , par  rapport  à y,  l’équation 

DIF(7)  = YD,F(j)i 

on  trouvera  en  effet  de  cette  manière 

DiF(jr)  = Dx[YD,F(r)]  = D,[Y>  D,F(r)], 

D»F(j)  = Dx{D,[Y*D,F(r)]}=DI{Dx[Y>D3F(j)]} 

- , - — D»[  Y3DjF  (y)  ]. 

En  diflérentiaut  de  nouveau,  et  répétant  plusieurs  fois 
les  mêmes  transformations,  on  trouverait 

DiF(j)  = D.*  [Y^D,F(r)] D;F(r)  = D;-,[Y',D,F(r)]; 

En  faisant  maintenant  dans  ces  diverses  équations x = o, 
et  remarquant,  i°  que  pour  T = oonaj=z;a°  qu’au 
lieu  de  prendre  la  dérivée,  par  rapport  à a,  d’unefonction 
de  x et  de  z , pour  y donner  ensuite  à y une  valeur  par- 
ticulière , on  peut  donner  d’abord  à x cette  valeur  et  dif- 
férentier  ensuite  ; on  aura 

Y (o)  —f{y)(p)  =/(*)»  F(„)  = F(a),  D,FW.=  /(.)D,F(«), 
DiF(o)  = D,{  [/(*)]’ Dj F (*)  } , 

DiF(0)=D.1  { [f(z)Ÿ  DJ.(.) } . ..  D;F(o)=D»-  { [/(*)]»D,F(z) } , 

F (y)  = F (*)+*/(*) D, F + Dj  { [/(.)]*D,F(.) } 

+TX3D*  { [/(‘)]3  D,F W î +etc’;  ’ 

cette  série  que  Lagrange  a donnée  dans  les  Mémoires  de 
Berlin  de  1770,  comprend  comme  cas  particulier,  celles 
du  n°  89  que  l’on  en  déduirait  en  faisant  2=0  etF(y)=y. 
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■Sur  les  dérivées  d'une  ou  de  plusieurs  variables  considérées  comme  dé- 
pendantes, prises  successivement  par  rapport  à diverses  variables  con- 
sidérées comme  indépendantes.  — Sur  l'emploi  de  la  différentiation 
pour  l’élimination  des  constantes  et  des  fopctions  arbitraires. 


91.  On  a souvent  besoin  de  comparer  entre  elles  les 
«dérivées  d’une  ou  de  plusieurs  variables  dépendantes , 
prises  successivement  par  rapport  à diverses  variables 
Considérées  comme  indépendantes;  or  cette  comparaison 
devient  très  Facile  à l’aide  des  théorèmes  suivants. 

Théorème  Ier.  Les  dérivées  successives  d’une  même 
variable  dépendante  u , prises  par  rapport  à une  certaine 
variable  s,  conserveront  les  mêmes  valeurs  si  à cette  va- 
riable on  en  substitue  une  autre  t,  liée  avec  elle  par  l’é- 
quation t — s-\-a,  ou  qui  n’en  diffère  que  par  une  quan- 
tité constante.  , , , . 

Démonstration.  De  l’équation  t=  s a,  on  tire 


dt=ds , 3-  = I, 

’ dt 


et  par  suite 


du  iPu 
ds  ’ dt  * 


d*u  ds 
ds 1 dt 


Corollaire.  Si  les  dérivées  successives  de  deux  varia- 
bles «et  p,  prises  par  rapport  à une  certaine  variable  s. 
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sont  égales  entre  elles,  elles  le  seront  encore  quand  on 
prendra  ces  dérivées  par  rapport  à deux  variables  t et  r, 
qui  sont  liées  avec  s par  les  équations  t—s-\-a , 
ou  qui  ne  diffèrent  de  s que  de  quanti  lés  constantes  a et  l>. 

92.  Théorème  2e.  Concevonsque  deux  variables  x et y 
soient  liées  tour  à tour  avec  une  troisième  variable  s , 
considérée  comme  variable  indépendante,  par  les  équa- 
tions 

. ,x  = F»,  y=zf{s)-,  x=F  ,(s),  y—fi  (s), 

et  que  les  fonctions  F,  f,  F,,  f,  soient  telles  que,  dans 

le  passagê  des  unes  aux  autres , les  variables  et  leurs  dé- 
. / » 
nvées 


dx 

d*x 

d”x 

d7l 

HF  ' ’ ’ 

~dF' 

- 

dï 

dy 

d"y 

ds  ’ 

ds 1 ” • ' 

~dF  ' . 

jusqu’à  celles  de  l’ordre  n inclusivement , conservent  la 
même  valeur  pour  certaines  valeurs  de  x et  de  y,  de 

sorte  que  les  dérivées  de  l’ordre  n 1 , -^+7  j ou 

au  moins  l’une  d’elles,  changent  de  valeurs  quand  on 
passe  des  fonctions  F, y,  aux  fonctions  F,  ,y  5 si  l’on  con- 
sidère une  nouvelle  variable  r liée  avec  x et  y par  l’équa- 
tion r=  F1  (x, y),  les  n premières  dérivées  de  cette  va-r 
riable , prises  par  rapport  as,  ou  les  quantités 


dr 
ds ’ 


U%r 
ds  ’ ’ 


dnr 

d?' 


ne  changeront  pas  de  valeur  dans  le  passage  des  fonctions 
F,  y aux  fonctions  F,,  y. 

Démonstration.  Puisque  x,  y,  sont  des  fonctions  de 
s , on  aura,  en  diftérentiant  plusieurs  fois  de  suite  l’é- 
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quation  r=  F (x,  y), 

dr dF  dx  dF  dy 


ds  dx  ds  dy  ds  ’ 

' 

d*F  dx  dy  d*F  dy* 


d*r  __jdF  d*x  dF  d*y 

ds  * dx  ds * ^ dy  ds  * 


d*Fdx* 

_| u.  _1_  2 1 . 4 

dx*  ds*  dxdy  ds  ds  dy*  ds*  ’ 


d"r  dF  dnx  dF  dny 


ds" 


dx  ds"  dy  ds" 


-j-  etc. 


Or,  i°  les  quantités  . • 

d F(x , y)  d F (x , y)  d*F(x,  /.)  d'F(x,  y) 

dx  * dy  ’ dx*  ’ dxdy  ' C‘  ’ . 

dépendent  uniquement  de  la  forme  de  la  foncKon  F, 
mais  nullement  de  F , f,  F, , 2°  les  dérivées 

dx  , dy  d*x  d*y  d"x  d"y 

ds’  ds’  dF’  -dF'”'  ~dF’  ~d?' 


conservent,  par  hypothèse,  la  même  valeur  quand  on 
passe  des  premières  fonctions  aux  secondes.  II  en  sera 
donc  encore  de  môme  des  dérivées 


dr  d*r  d"r 

ds  ’ ds*  ’ ’ ds" 


Ajoutons  que  la  dérivée 


j. 

i donnée  par  l’équation 


dn+,r  __  dFd"+'x 
TIFF*  dx  dse+l 


dFd"+*  y 
dy  ds/*** 


-f-  etc.  , 


. . d"+'x  d*+'y 

changera  ordinairement  de  valeur  avec  ^ , 

quand  on  passera  des  premières  fonctions  aux  secondes  ; 
néanmoins  le  contraire  pourrait  avoir  lieu  dans  certains 
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cas,  par  exemple,  si  les  valeurs  particulières  de  x et  dej^, 
dont  il  est  question  dans  le  théorème,  réduisaient  à o les 

coefficients  dH§sÛ,  dJ^lA  ffi*  dérivée»  £2,  ^ , 
dx  dy  dsJ,+  ' ’ ds"+' 

ou  du  moins  le  coefficient  de  celle  dont  la  valeur  change- 
rait. La  même  remarque  s’applique  aux  dérivées 

• ( 
d"+*r  dl'+3r 


ds " + 1 


ds"+3  ’ # 


etc. 


93.  Théorème3c.  Concevons  maintenant  que  l’on  veuille 
prendre,  au  lieu  de  s,  r = F ( x , y)  pour  variable  indé- 
pendante , les  n premières  dérivées 


dx 


ds  d*s  d3s  d"s 

dr  ’ dr 1 ’ dr3  dr*  ’ 

dy  dnx  dy  d'y  d*y 


dr •’  dr"  dr"  ’ dr  1 dr ' ‘ ‘ ’ dr"  ’ 

ne  changeront  pas  de  valeur  quand  on  passera  des  fonc- 
tions F ,f  aux  fonctions  F,, 

Démonstration.  Si  l’on  considère  s comme  fonction  de 
r,  les  variables  x,y , et  par  suite  -F(x,  y),  deviendront 
des  fonctions  de  fonctions  de  r,  et  en  dilTérentiant  plu- 
sieurs fois , par  rapport  à r,  l’équation  r = F(x , y) , on 
aura 

_ dFds 
ds  dr' 

dF  d's  . d *F  ds 1 


o = 


ds  dr1  ds 1 dr'  ’ 




dF.d"s  dnF  dsn 

^ ci 


ds  drn 


ds*  dr" 


Or,  comme  nous  l’avons  prouvé,  les  n premières  déri- 
vées : \ • 


dF{x,y) dr  d'F{x,y)  _ d'r 

ds  'ds ’ ds1  ds 


d"F  (x,  y ) d"r 

ds"  ds * 
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conservent  la  même  valeur  quand  on  passe  des  fonctions 
F,  f aux  fonctions  F. , f,  ; il  en  sera  donc  aussi  de  même 
des  n dérivées 


ds  d's 
dr ' dr1  : 


d*s 

drn' 


liées  aux  premières  par  des  équations  du  premier  degré. 
Si  de  plus  on  a égard  aux  équations 

dx dx  ds  dy  dy ds 

dr  ds  dr1  dr  ds  dr  * 


d*x 

dr 


x dx  d's  d'x  ds'  d'y  dy  d's  d'y  ds ' 

’ ds  dr*~^~ ds*  dr ■*’  dr * ds  dr'~^~  ds'  dr'' 


dx  dns 


dmy  dy  d's 

drn  ds  dr” 


• etc. 


ou  en  conclura  que  puisque  les  n premières  dérivées 


dx 

dJ' 


ds  ’’ 


d"x 

HP' 


d'y 
ds”  ’ 


ds 

Jr' 


d's 

dP’‘ 


d's 
drn ’ 


conservent  la  même  valeur  quand  on  passe  des  fonctions 

F , f aux  fonctions  F, , f i , il  en  sera  de  même  des  n dé- 

. , dxdy  d'x  dny  ^ 

nvees 

Corollaire  icr.  Sans  troubler  l’égalité  qui  existe  de  part 

11  i , , . . dx  dy  d'x  d'y  , 

et  d autre  entre  les  n dertvees  —,  — . . . -7—,  - — quand 

ds  ds  dsn  dsn  ^ 

on  remplace  les  fonctions  F,  f par  les  fonctions  F,, 
on  peut  donc  substituer  à la  variable  s la  variable  r liée 
par  une  équation  Unie  quelconque  avec  les -variables  x , y, 
seulement,  après  cette  substitution,  on  ne  pourra  plus  affir- 
mer que  pour  les  valeurs  particulières  dont  il  est  question 
dans  le  premier  théorème,  l'une  au  moins  des  deux  déri- 

vées  — -„+~,  ^ n jrr  change  de  valeur  quand  on  passe  des 

premières  fonctions  aux  secondes.  , 

T.  i.  12 
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94,  Rien  n’empèchc,  dans  les  théorèmes  qui  précèdent, 

i i i i r • * dx  d3x  dn  x * 

de  supposer  r = x , alors  des  derivees  —,  , . . . - — la 

première  se  réduit  à l’unité,  lessuivantes  à o,  tandis  que 

les  expressions  deviennent  les  dérivées 

y',  y",...ywdey,  prises  par  rapport  à x;  on  peut  dès  lors 
énoncer  le  théorème  suivant. 

Théorème  4mc>  Si  pour  certaines  valeurs  particulières 
de  x et  de  y,  les  n premières  dérivées 

dx  dy  d" x dnjr  t . 

ds  ’ ds  dsn  ’ ds*  ’ 

* • , * » 

de  deux  variables  x,y , liées  tour  à tour  avec  une  troi- 
sième variable  s par  les  équations 

,r  = F (s),  y —f(s ) , x = F,(l),.  y =/,  (s) , 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  liées  tour  à tour  entre  elles 
par  les  deux  équations 

<p(x,  »==o,  <p1(x,y)= :o, 

conservent  la  même  valeur  quand  on  passe  des  fonctions 
F,  f aux  fonctions  F,,  f x,  ou  de  la  fonction  y à la  fonc- 
tion <ft , il  en  sera  encore  de  même  des  n premières  déri- 
vées y\y",‘  • • _y(n)  de  y prises  par  rapport  à x,  et  par 
conséquent  des  différentielles  dy , d'y, . . . d"y.  Ajoutons 
que  dans  le  passage  de  F,  f,  à F, , f„  la  dérivée  ou  la  di- 
férentielle  de  l’ordre  n-f-  i et  les  suivantes,  prendront 
ordinairement  des  valeurs  nouvelles;  néanmoins,  le  con- 
traire pourrait  avoir  lieu  dans  certains  cas  particuliers. 

95.  Si , en  considérant  toujours  r comme  variable  br 
dépendante,  on  désigne  par  t,  u,  etc.,  de  nouvelles  fonc- 
tions des  coordonnées  x,  y,  on  aura 
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dr 1 


dt  d"x 
dx  dr  * 
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dt  dt  dx  dt  dy 

dr  dx  dr  dy  dr ' 

dt  d"y  d"t  dx * 

dy  dr1  dx  * dr 2 

+ 2 


dxdy  dr  dr 


‘79 


d"t  dy 1 
dy1  dr1  ' . 


drn 


dt  dnx  dt  d"  y 

• _i_ -L i_  otj.  . 

dx  dr"  dy  dr"  ’ 


. i . dx  dy  d "x  cf1  y 

et  comme  Jes  expressions  —,  -y-,...  -r—,  , conserv 

1 drdr  dr"  dr"  ' 

vent  la  même  valeur  quand  on  passe  des  fonctions  F,  f 
aux  fonctions  F,,  f,,  il  est  clair  qu’on  en  pourra  dire  au- 

1 If»  dt  (l  *t  (l  nt 

tant,  non-seulement  des  fonctions  dérivées  — . — ....  — 

dr'  dr"'  dr"' 

mais  encore  des  différentielles  dt,  d"t,. . . d"t.  On  arrive- 
rait à des  conclusions  semblables  en  substituant  la  fonc- 
tion u à la  fonction  t.  On  pourra  même , d’après  ce  que 
nous  avons  dit,  échanger  entre  elles,  de  toutes  les  maniè- 
res possibles,  les  fonctions  t,  u,  r,  et  énoncer  générale- 
ment le  théorème  suivant. 

Théorème  5me.  Si  pour  certaines  valeurs  de  x et  dey, 
les  n premières  dérivées 

dx  d"x  d"x  dy  d"y  d"y 
ds’  ds"  * ” ds"’  ds ' ds*'"’ds"' 

des  variables  x , y,  ne  changent  pas  de  valeur,  quand , aux 
équations  * 

. * = FW>  y=/(s)  ou  T (x,  s)  — o,  f(x,  s)  — o, 
on  substitue  les  suivantes 

* = F»(*)*  . y ==/•(*)  ou  F,(r,  /)  =r  o,  f{y,  s)  = o, 
on  pourra  en  dire  autant  dés  h premières  dérivées  ou  des 

IU.  . 
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n premières  différentielles  d’une  fonction  quelconque  t 
des  variables  x,y,  prises  par  rapport  à une  autre  fonc- 
tion arbitraire  1 1 de  ces  mêmes  variables. 

dn^‘tx  rfB+Iv 

Si  les  dérivées  de  l’ordre  n -f- 1 , , , - — ±- , ou  au 

ew*+ 1 dsn+’ 

moins  l’une  d’entre  elles , changeaient  de  valeur  dans  le 

passage  des  fonctions  F,  aux  fonctions  F il  en 

* ' • t dn+'  t 

sera  en  général  de  même  de  la  dérivée  , ou  de  la 

différentielle  dy+'t  5 le  contraire  pourrait  cependant  avoir 
• lieu  dans  certains  cas  particuliers. 

96.  On  arriverait  à des  conclusions  analogues  si , au  lieu 
de  deux  variables  x,  y,  on  en  considérait  trois  X,  y,  z, 
et  l’on  démontrerait  facilement  le  théorème  suivant  : < 
Théorème  6me.  Si  pour  de  certaines  valeurs  de  x, y,  z , 
les  n premières  dérivées 

dx  d'x  dnx  dy  d'y  ’ dny 

~dP'"‘~d?:'  Ts' 

dz  d'z  d"z 

ds ’ ds'' ' dsn' 

des  variables  x , y,  z,  ne  changent  pas  de  valeur,  quand, 
aux  équations 

* = F(x),  / “/('),  2 = fW,. 

ou 

F(«,  s)  = o,  /(y,  s)  = o,  f(z,  s)  = o, 

on  substitue  les  suivantes 

x = F ,(#),  y =/,(*),  z = f,(i), 
ou  * .■ 

F,(x,*)  = o,  f,(y,  s)  = o,  f,(z,  s)  = o, 

on  pourra  en  dire  autant  des  n premières  dérivées,  ou 
des  n premières  différentielles  d’une  fonction  quelcon- 
que t des  trois  variables  x,  y,  z , prises  par  rapport  à 
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vuie  autre  fonction  arbitraire  u de  ces  mêmes  variables. 

c-  1 A ' ‘ ' a v i d"+‘x  d"+'y  d*+'z 

Si  les  denvees  de  1 ordre  k+i,  ^r, , 

ou  au  moins  l’une  d’entre  elles,  changeaient  de  valeur 
dans  le  passage  des  fonctions  F,  J \ f , aux  fonctions  F, , 
ft,  f,,  il  en  sera  en  général  de  même  de  la  dérivée 
dn^"It  , 

■ n+i , ou  dé  la  différentielle  dun+'t,  quoique  le  contraire 

puisse  arriver  dans  certains  cas  particuliers. 

Rien  n’empêche,  dans  le  théorème  qui  précède,  de  faire 
u — z , puis,  tour  à tour,  t — x,  t —y  ; on  arriverait  de 
cette  manière  à un  nouveau  théorème. 

Théorème  7™'.  Si  pour  certaines  valeurs  particulières 
de  x,  y,  z,  les  n premières  dérivées 

dx  d"x  dy  d"y  dz  d“z 
ds’’’'  ds"  * ds  ’ " * * rff”’  ds'  * ds"  ’ 

1 * , v 

des  variables  x , y , z , liées  tour  à tour  avec  s par  les 
équations  . . . 

F(*,j)  = o,  /(/>*)  = o,  = o, 

= o,  f,(y,  j)  = o,  f„(z,  s)  = o, 

ou , ce  qui  revient  au  même , liées  tour  à tour  entre  elles 
par  les  équations 

ç(x,jr,z)=,o,  x(x,y,z)  = o;  çt(x, y,  z)=o,  X,(x,y,  z)  = o, 

11e  changent  pas  de  valeurs,  quand,  aux  fonctions  F,  f , f, 
ou  substitue  les  fonctions  F,, y,,  f,j  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  quand,  aux  fonctions  f et  ^ , on  substitue  les  fonc-, 
tions  <pt  et  ; on  pourra  en  dire  autant  des  n premières 
dérivées 

dx  d'x  d"x  dy  d7y  d"y 

dz ’ dz1  ’ ’ dz"  ' dz'  dz *,’*."*  dz"'' 

prises  par  rapport  à z , considérée  comme  seule  va- 
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-f.  • dn^lx 

riable  indépendante.  Si  les  dérivées  ^ , etc.,  ou  du 

moins  l’une  d’entre  elles,  changeaient  de  valeurs,  il. 

v , • ‘ rfn+‘x  dn+,r 

en  sera  en  général  de  même  des  dérivées  , . , . ■ -Y  , 

quoique  le  contraire  puisse  arriver  dans  certains  cas. 

97.  On  se  sert  souvent  de  la  différentiation  pour  éliminer 
d’une  équation  un  certain  nombre  de  constantes  ; et  cette 
élimination  conduit  quelquefois  à des  résultats  fort  im- 
portants ; nous  entrerons  à ce  sujet  dans  quelques  détails. 
Remarquons  d’abord  que  l’on  trouverait  les  mêmes  équa- 
tions différentielles  si , au  lieu  de  l’équation  F (.r,  y)  — o, 
on  avait  F (x,y)  = c,  c étant  une  constante,  parce  que 
la  constante  disparait  à la  première  différentiation  pour 
ne  plus  reparaître  jamais.  De  ces  équations  différentielles 
identiques  on  tirerait  les  mêmes  valeurs  des  dérivées 
dy  d*v 

dîc'  lïx*  ’ CtC'  Quoi(Iu  une  équation  ne  se  présente  pas 

sous  1g  forme  F(x,  y)  = c,  il  arrive  souvent  qu’une  ou 
plusieurs  différentiations  font  disparaître  des  constantes. 
Soit,  par  exemple,  l’équation 

(X — *)*  + (*  — «)ï  = r>; 
en  la  différentiant  deux  fois  de  suite  on  aura 


(r  — b)~  + x — a ==  o y 

et  les  deux  constantes  r et  a auront  disparu.  Une  troi- 
sième diflëreùtiation  donnerait 
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. De  ces  équations  réunies , on  tirera 


dy  x — a d*y  (jr— a)*-|-(ê — y)* r1 

dx^'b—y’  dx*  (6  — (A  — .r)3’ 

3 dï  d'y 

d*y dx  dx 1 3^  [x  — a) 

dx 5 b — y (b  — r)s 


et  en  éliminant  y — .b  entre  les  deux  dernières 

( el!l-3±  (*2. Y-0; 

\ dx1  J dx 3 dx  \ dx*  ) 


Or  cette  dernière  équation  ne  contient  aucune  des  cons- 
tantes a,  b,  r. 

On  pourrait  aussi , au  moyen  de  ces  diverses  équa- 
tions, exprimer  les  trois  constantes  a,  b , r,  en  fonction 

de  x , de  y et  des  deux  dérivées  ~ =J \ *in 

trouvera  en  effet 

'*+«) , 

r"  y” 

On  conclura  de  ce  qui  précède,  que  de  l’équation 
(ÿ  — *)*  + («  — «)*  = r\ 

qui  contient  trois  constantes  arbitraires,  on  pourra  dé- 
duire, i°  une  équation  différentielle  du  troisième  ordre 
qui.  n’en  contient  aucune  2°  trois  équations  du  second 
ordre  qui  en  contiennent  chacune  une  ; 3°  trois  équations 
du  premier  ordre,  dans  chacune  desquelles  il  y aurait 
deux  constantes  arbitraires.  ’ , . 

98.  En  général,  si  l’on  a une  équation  entre  x,  y et 
n constantes  arbitraires , et  qu’on  la  différence  un  nombre 
ib  de  fois,  on  aura  m -+- 1 équations  entre  lesquelles  ou 
pourra  éliminer  m constantes,  ce  qui  donnera  une  équa- 
tion différentielle  de  l’ordre  m,  où  il  ne  restera  qu’un 
nombre  n — m de  constantes;  et  comme  on  peut  choisit 


Digitized  by  Google 


l84  CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 

à volonté,  les  m constantes  qu'on  élimine , il  est  évident 
qu’on  pourra  former  autant  d’équations  de  l'ordre  m,, 
renfermant  n — m constantes,  que  l’on  peut  faire  de 
combinaisons  m à m avec  n quantités,  c’est-à-dire 

n (n  — i ) (n  — 2) . . . ( n — m -f-  1 ) 

1.2.3...  m 

Lorsqu’on  différence  n fois,  on  a n 4- 1 équations  entre 
lesquelles  on  peut  éliminer  les  n constantes  de  l’équation 
d’où  l’on  est  parti  : on  a ainsi  une  équation  de  l’ordre  n 
où  il  h.’ en  reste  aucune,  et  qui  est  commune  à toutes  les 
équations  que  l’on  peut  déduire  de  la  proposée,  en  attri- 
buant successivement  aux  constantes  qu’elle-  contient 
toutes  les  valeurs  possibles.  Il  est  important  de  remar- 
quer que  si,  après  avoir  calculé,  comme  nous  l’avons  dit 
tout-à-l’heure , une  équation  différentielle  de  l’ordre  m 
qui  ne  contienne  qu'un  nombre  n — m de  constantes,  on 
différentiaitde  nouveau  cette  équation  n — m fois,  ce  qui 
donnerait,  en  la  réunissant  aux  équations  résultant  de 
cette  opération,  un  nombre  n — m -f-  1 d’équations,  et 
qu’on  éliminât  entre  elles  les  n — m constantes  restantes, 
on  retomberait  toujours  sur  la  même  équation  différen- 
tielle de  l’ordre  n qui  n’en  contient  aucune. 

99.  Il  est  inutile  de  nous  arrêter  à la  possibilité  de 
l’élimination  d’un  certain  nombre  de  constantes  par  la 
différentiation  successive  d’une  ou  de  plusieurs  équations 
à plusieurs  variables  indépendantes.  Passons  à l’élimina- 
tion des  fonctions  arbitraires.  Considérons  d’abord  l’é- 
quation u = q(v),  dans  laquelle  u et  v sont  des  fonctions 
de  .t , y,  z , et  <p  (e)  une  fonction  tput-à-fait  arbitraire 
de  v.  En  donnant  tour  à tour  à cette  fonction  différentes 
formes,  on  obtiendra  diverses  équations,  qui  offriront 
toutes  un  caractère  commun , eh  ce  séns  qu’on  peut , en 
éliminant  la  fonction  ÿ,  arriver  à une  équation  qui  soit 
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commune  à toutes  celles  que  peut  représenter  l’équation 
u—tf  (V).  En  efiét,  différentions  cette  équation  en  re- 
gardant tour  à tour  x et  z ou  y et  z comme  seules  va- 
riables , et  posons , pour  ahréger, 

' dz  dz 


il  viendra 


dx 

ZP ’ Ty  = q' 

<iu 

du 

(dv 

dv 

dx 

+ Pd~zZ 

- p'  W 1 

[di+p 

dz 

du 

du 

= p'{y)  1 

( dv* 

dv 

dy 

+ qdzZ 

KTr+i 

dz 

)• 


. 


En  divisant  ces  deux  équations  l’une  par  l’autre , et  posant 

dudv  dudv  dudv  dudv  dudv  du  dv 

' ~~  dydz  dz  dy'  ^ dzdx  Sxdz ’ dxdy  dydx’ 

on  trouvera  l’équation  aux  différentielles  partielles  du 
premier  ordre 

Vp  -\-Qq  = R. 

100.  Supposons  maintenant  que  l’on  ait  deux  équations 
de  la  forme 

f[x,y,z,c,<p(c),x(c),...]=zo,  F[x,/,*,c,?(c),a;(c),:..]==o, 
dans  laquelle  c est  une  fonction  implicite  dé  x,y,  z , et 
x(c)>  etc . , des  fonctions  arbitraires  de  cette  quan- 
tité; voyons  dans  quels  cas,  par  des  différentiations  suc- 
cessives , on  pourra  éliminer  la  quantité^  et  les  fonctions 
arbitraires.  Pour  y parvenir,  il  faudra  considérer  z et  c 
comme  des  fonctions  des  variables  indépendantes  x,  y, 
puis  éliminer  les  quantités 

de  de  d*c  d'e  d*e 

’ dx ’ dy  ’ dx*  ’ dxdy  ’ dy*’  ' 

P'(c).i  P" (c)> ••  • > x(c)>  z’(c)>  Aî"(c)»— 
entre  les  équations  données  et  celles  qu’on  en  déduit  par 
des  différenliatious  successives  relatives,  soit  à la  variable 
x,  soit  à la  variable  y.  Supposons  , pour  fixer  les  idées, 
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que  l’on,  désigne  par  m le  nombre  des  fonctions  arbi- 
traires (f  (c),  % (c),  <|>  (c) . . . , et  par  n un  nombre  entier 
quelconque  ; si , parmi  les  différentielles  de  c et  les  déri- 
vées des  fonctions  arbitraires  f(c),  jy  (c) on  néglige 
celles  dont  l’ordre  est  supérieur  à n,  le  nombre  des  termes 
de  la  série 


dy'  dx*'  dxdyK~ 


dnc 

‘ 4P 


* • * ç 

sera  égal  à } > tandis  que  le  nombre  des 

quantités 

<p(c),  f(c), . . *M(c)v  %(c),  z (c),  • • • Z(B)  (c) ' 

sera  égal  à (ra-f-l)m.  D’autre  part,  si  l’on  joint  aux 
équations  données  leurs  dérivées  d’un  ordre  inférieur  ou 
égal  à n,  on  obtiendra  en  tout  (ra-q-i )(«■+•  2)  équations, 
et  Pon  pourra  entre  ces  dernières  éliminer  la  quantité  c, 
ainsi  que  les  fonctions  arbitraires  et  leurs  dérivées  jusqu’à 
celles  de  l’ordre  n , pourvu  que  l’on  ait 

(«  -f-  1 ) (n  + a)  > — — — 4-(n-t-i)w, 

or  cette  condition  sera  remplie  si  l’on  prend  n=im — 1, 
et  alors  l’élimination  produira  m équations  aux  différen- 
tielles partielles,  auxquelles  satisferont  toutes  les  équations 
que  l’on  peut  déduire  des  équations  proposées. 

. Lorsque  les  équations  proposées  renferment  une  seule 
fonction  arbitraire  f (c) , et  se  réduisent  à 

f[x,  y,  z,c,  ip  (^c)]  = oi  F [x,y,z,c,  <p(c)]  = o, 

en  joignant  à chacune  de  ces  deux  équations  les  deux  dé- 
rivées partielles  du  premier  ordre,  on  obtient  en  tout  six 
équations  entre  les  quantités 


x>  y*  P — 


J dy’  * ' dx’  dy 


Digitized  by  Google 


DIX-NELVIÈME  LEÇON.  »*  187 

et  l’élimination  des  cinq  deniières  de  ces  quantités  entre 
les  six  équations  dont  il  s’agit,  produit,  comme  on  devait 
s’y  attendre,  une  équation  aux  différentielles  partielles 
du  premier  ordre  entre  les  variables  indépendantes  x,  y 
et  la  variable  dépendante  z.  * 

Lorsque  les  équations  proposées  renferment  deux  fonc- 
tions arbitraires  ip  (c),  y (c),  et  se  réduisent  à 

f\x,  y , z,  c,  ç(c),X(c)]  = o,  F [x,  y,  z,  c,  f(c),  X (c)]  = o,  . 


en  joignant  à chacune  de  ces  équations  ses  dérivées  par- 
tielles du  premier  et  du  second  ordre,  on  n’obtient  en 
tout  que  douze  équations  entre  lesquelles  il  n’est  pas  pos- 
sible d’éliminer,  du  moins  en  général,  les  douze  quantités 

- • de  de  d'e  d*c  dlc  ' . 

’ dx ' dy'  dx 1 ’ dxdy ’ dy 1 ' 

*.(«),  *>'(*),  <p"(e ),  x(e),  x'(e),  *"(<); 


mais  en  s’élevant  jusqu’aux  équations  du  3me  ordre,  on 
obtiendra  en  tout  vingt  équations , entre  lesquelles  on 
pourra  éliminer  ces  douze  quantités  avec  les  suivantes  ; 


ePc  d3c 
dx 3 ’ dxldy  ’ 


d3c  d3c 
dxdy 1 ’ dy 3 ’ 


et  l’élimination  produira  deux  équations  aux  différen- 
tielles partielles  du  3mc  ordre,  entre  les  variables  indé- 
pendantes oc, y,  et  la  variable  dépendante  z. 

Il  est  bon  d’observer  que,  dans  certain  cas,  l’ordre 
des  équations  aux  différentielles  partielles  produites  par 
l’élimination  dont  nous  venons  de  parler,  peut  s’abaisser 
copsidérablement.  Supposons,  par  exemple,  que  les  équa- 
tions données  renferment  trois  fonctions  arbitraires  <p(c), 
y(c),  'f'(c);  comme  on  aura  dans  cette  hypothèse  m = 3, 
2 m — 1 = 5,  il  faudra  généralement,  pour  effectuer  l’éli- 
mination, s’élever  jusqu’aux  dérivées  du  5me  ordre,  et 
cette  élimination  produira  trois  équations  aux  différen- 
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tielles  partielles  du  5me  ordre,  entre  x,  y et  z.  Mais  si 
l’on  établit  entre  les  fonctions  ? (c),  x (c),  <Jl(c),  les  re- 
lations x(c)  = f'(c),  <p(c)  = <p"(c),  c’est-à-dire  si  les 
. équations  proposées  se  réduisent  à 

/[*,r  V(C)>9'(C)><P"(c)]  =0,F  [x,y,Z,  C,  <p(c),  f(c),<p"(c)]= 0; 

alors,  en  joignant  à ces  formules  leurs  dérivées  du  pre- 
mier et  du  second  ordre , on  obtiendra  en  tout  douze 
équations,  entre  lesquelles  on  pourra  éliminer  les  onze 
quantités , a 

' r.  ^ C d*C  d*c  d*c  - 

dx'  dÿ'  ~dxdy'  dÿ*' 

*(c)>  «"(c),  ç'"(c),  ç,r(c), 

et  l’élimination  produira  une  seule  équation  aux  diffé- 
. ren tielles  partielles  du  fécond  ordre  , entre  les  variables 
z. 

Nota.  Les  deux  équations 

fl*,?,  z,  c,  *(e),  *(«),... ] = 0>  F [x,y,z,  c,  ç>(c),x(c)...]~0, 

.équivalent  évidemment  à une  équation  unique 

F .£*»  z'  z),  x(x,  y,  z) ,...]  ==  o. 

De  cette  remarque , joint  à ce  qui  précède,  on  conclut, 
i°  qu  il  ne  suffit  pas,  en  général,  de  recourir  aux  diffé- 
(renrielles  du  second  ordre  pour  éliminer  d’une  équation 
donnée  deux  fonctions  arbitraires  z ),  x(x,  y,  z)- 

2°  qu’en  recourant  aux  différentielles  du  second  ordre  on 
pourra  toujours  éliminer  de  l’équation 

F L*’  r’  z’  *)»  z),  <p"(x,  y,  z)]  = O, 

la  fonction  arbitraire  f et  ses  dérivées  f',  f. 

. • f , - 1 • ' 

l’iW  DE  LA  PREMIERE  PARTIE. 
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SECONDE  PARTIE. 

' • , t , , . * * 

APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES,  OU  RECHERCHES  DES  PROPRIÉTÉS 
DES  COURBES  PLANES,  DES  COURBES  A DOUBLE  COURBURE  ET 
DES  SURFACES.  . ' 


VINGTIÈME  LEÇON. 

* 

i < * 

De  la  tangente  et  de  la  normale  n une  courbe  plane  et  située  dans  un  plan 
pris  pour  plan  unique  des  coordonnée*.— Longueurs  appelées  Tangente, 
Normale , Sous-tangente , e^ous-normale. 


101 . Définition . La  tangente  à une  courbe  en  un  point 
donné  (x,y)  est  uiie  sécante  dont  deux  au  moins  des 
points  d’intersection  sont  réunis  en  un  seul. 

Pour  déterminer  la  tangente  à la  courbe  au  point  x,y, 
menons  par  ce  point  un  demi-axe  parallèle  à l’axe  des  x et 
dirigé  dans  le  sens  des  X positifs,  et  concevons  qu’un  rayon 
vecteur  mobile  appliqué  d’abord  sur  ce  demi-axe , tourne 
de  droite  à gaucbe  autour  du  point  x,  y , et  vienne  coïn- 
cider avec  la  corde  ou  sécante  menée  du  point  x , y , au 
point  x 4-  Ax , y -f-  Ay  -,  si  l’on  nomme  t l’angle  qu’aura 

Ar 

décrit  le  rayon  vecteur  ; on  aura  tang  t = — ; et  en  ap- 
pelant g,»»,  les  coordonnées  d’un  point  quelconque  de 
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la  sécante  , son  équation  serait 


•,-.r  =£  d--), 

Concevons  à présent  que  le  point  (x-f-  Sx, y Ay) 

vienne  à se  rapprocher  indéfiniment  du  point  (x , y),  la 
sécante  qui  joint  ces  deux  points  tendra  de  plus  en  plus  à 
se  confondre  avec  une  certaine  droite  que  l’on  nomme 
tangente  à la  courbe,  et  qui  touche  la  courbe  au  point 
(x, y).  Pour  déterminer  la  direction  de  cette  tangente,  il 
suffit  de  chercher  la  limite  vers  laquelle  converge  l’angle 
t quand  les  différences  Ax , Ay  deviennent  infiniment 
petites.  Or,  en  appelant  r cet  angle , on  aura 


t*y  dy  . 
tangr=lim.  — = — ~ y 
s lr  dx 


On  tire  de  cette  équation  ' 

dx  i.  , 

cotT= — ~r~ 7,cosr— 3 

dy  y 


i 


dx 


Vi+/‘ 


sinT 


.y 


= ± 


dr 


l/ 1 -\-y'2  l/ dx1  -{-dy2  N , 


et  en  appelant  £,  ri,  les  coordonnées  d’un  point  quelcon- 
que de  la  tangente , son  équation  sera 


■?■=£«- 


c)». 


y — y __  % — x 

dy  ~ dx 


102.  Si  parle  point  (x , y)  on  mène  une  droite  perpen- 
diculaire à la  tangente,  elle  fera  avec  l’axe  des  x un  an- 
gle v déterminé  par  l’équation 


tang  1 — — 


dx 

lr’ 


tangr  y' 

et  les  coordonnées  £ , »,  d’un  point  quelconque  de  cettè 
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perpendiculaire  que  l’on  désigne  sous  le  nom  de  nor- 
male, vérifieront  l’équation 

dx  n — y Z — x , 

103.  Supposons  que  l’équation  de  la  courbe  dont  il  s’a- 
git soit  u = F (x,y)  — o.  En  différentiant , on  a 

' dF  ■ dF  , 

â~  dx  + ^dy-o, 

et  en  substituant  dans  cette  dernière  équation  , à la  place 
de  dx , dy,  les  quantités  proportionnelles  £ — x , n — y , ou 
— (w — y).,  £ — x,  on  trouve  pour  l’équation  de  la  tan- 
gente 

,,  ,dF  . , ,d F 

==°> 

et  pour  l’équation  de  la  normale, 

,,  ,dF  .dF 

• 

Ainsi , pour  obtenir  l’équation  de  la  tangente , il  suffit  de 
remplacer  dans  l’équation  différentielle  de  la  courbe  les 
différentielles  dx,  dy  par  les  différences  £ — X,  n — y\ 
au  contraire , pour  obtenir  l’équation  de  la  normale , on 
devra  remplacer  dy  par  £ — x,  et  dx  par  — (rj  — y). 

104.  Scolie  ier.  Les  équations  de  la  tangente  et  de  la 
normale  ne  changeraient  pas  si,  à l’équation  F (x,y)  = o, 
on  substituait  l’équation  F(i,jf)  = e,ou«=c. 

Scolie  ae.  En  regardant  dans  les  équations 
lt  ,d¥  .dF 

£,  n comme  des  quantités  Constantes,  chacune  de  ces 
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(leux équations,  combinée  avec  l’équation  F ( x,y ) = o, 
donnerait  les  coordonnées  x et  y des  points  où  les  tan- 
gentes et  les  normales  menées  par  le  point  £ , y rencon- 
trent les  différentes  courbes  représentées  par  l’équation 
F(x,^)  = c;  et  puisque  ces  deux  équations  sont  indé- 
pendantes de  la  quantité  c,  qui  seule  varie  d’une  courbe 
à l’autre , elles  représenteront  évidemment  les  lieux  géo- 
métriques des  points  où  les  courbes  qu’on  déduit  de  l’é-  • 
quation  F (x , — c , en  faisant  varier  la  constante  c, 

sont  rencontrées  par  celles  de  leurs  normales  ou  de  leurs 
tangentes  qui  passent  par  le  point  £ , y ; de  sorte  que  pour 
mener  par  le  point  £,  y des  tangentes  ou  des  normales  à 
ces  courbes , il  suffira  de  construire  les  deux  lignes 

,,  , , crfF 


(l—x) 


rfF 

dr 


elles  rencontreront  les  courbes  F (x, y)  = c en  certains 
points  que  l’on  joindra  au  point  £ , y , et  l’on  aura  les  tan- 
gentes et  les  normales  cherchées. 

105.  Applications.  Si  l’équation  F(x , y)  = c se  réduit 
àa  + i'+w-f.'..  — c,  u,  t»,  w...  étant  des  fonctions 
entières  et  homogènes , la  première  du  degré  m , la  se- 
conde du  degré  m — i , la  troisième  du  degré  m — a,  on 
aura  • ' .-JüKt,-''-  • v . ’ 


rfF rfit  dv 

dx  dx  dx 


dw  rfF  du 

._  + etc.,  — = ~ 


dv  dw 

- — h j + etc. , 
djr  dy 


et  l’équation  de  la  tangente  deviendra 

tt  \(da  ■ dv 

(I— *) 


dx  dx 


dw  \ (du  dv  dw  \ 
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Mais,  en  vertu  du  théorème  des  fonctions  homogènes,  on 


aura 

du 


du 

dX 


du 

(Le 


*— + y + i)e...  etc.; 


dv 

dy' 


l’équation  dé  la  tangente  se  réduira  donc,  en  ayant  égard 
à l’équation  u -+-  v -t-  w c,  à 


, / du  • dv  dw  V 


i — i — » , f du  dv  . div 

z{d^dï+dï  )+r\Ty+dr+Ty-")=mc-v-*“’-- 

t»  * 

Cette  équation  représente,  quand  on  y regarder,  y,  comme 
seuls  constants,  £,  n,  comme  seuls  variables,  la  tan- 
gente à la  courbe  menée  par  le  point  ( x , jy);  et  quand  on 
y regarde  £,  y comme  constants,  x,  y comme  varia- 
bles, une  courbe  du  degré* m — i qui  renferme  les  points 
de  contact  de  la  courbe  avec  les  tangentes  qui  concou- 
rent au  point  (£ , t?).  Si  v = o , w = o , on  a 

. du  du 

ï -3 — (—  <»  -j—  = me.  . .. 

. dx  dy  • 

106.  Ier  Exemple.  Considérons  le  cercle  x*  -f.v*  = R». 

Ici  m = 2,  • ux=  X*  y*,  C~  R>, 

l’équation  de  la  tangente  est  %x  -f-  ny  — R*.  On  y par- 
viendrait encorfe  en  remplaçant  dans  l’équation  différen- 
tielle xdx  -\- ydy  — o , dx  et  dy  par  £ — x et  y y ‘ 

ce  qui  donne 

ff  — x)x+(>I  —jr}jr  — 0 OU  £r  t,y  = X*  -f-y  > = R>. 
'L’équation  de  la  normale  est 

(£  — x)  y — (y  — y)x  ==j  o ou  -f y — t,x  = o , ü — - , 

x y 

équation  de  la  droite  ou  du  rayon  qui  va  du  centre  du 
point  (x,yy.  t 'équation 

( £ -r-  x)  x -f-  (i  — y)  y = o , 

T.  t.  * .*  , j 3 * 
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qui  peut  se  mettre  sous  l’une  des  .formes 


• Y _ «1 ±Y 

“•  4 


f.r  -fr  *y  = R1». 


et  qui  représente  la  tangente  quand  * et  y sont  constants,. 
? , r,  variables,  représente,  quand  £ et  n sont  au  contraire 
déterminés  , sous  la  première  forme  un  cercle  qui  a pour 
centre  le  milieu  de  la  droite  qui  va  de  l'origine  au 
point  (£,  «),  et  pour  rayon  la  moitié  de  la  distance  de 
l’origineà  ce  même  points  sous  la  deuxième  une  certaine 
droite.  Sur  ce  cercle  et  cette  droite  se  trouvent  les  points 
de  contact  des  tangentes  menées  au  cercle  par  le  point 
(£,*),  et  comme  le  cercle  est  indépendant  du  rayon  R,  il 
est  le  lieu  géométrique  de  tous  les  points  où  les  tangentes 
menées  du  point  (£  ,'  u)  aux  divers  cercles  que  l’on  obtient 
en  faisant  varier  R dans  l’équation  x ' 4 -y'  — rcn_ 
contrent  ces  cercles.  Il  en  est  de  même  par  rapport  aux 


normales  de  la  -ligne  ^ — . 

2m«  Exemple.  Considérons  l’ellipse  ou  1 hyperbole 
représentée  par  l’équation  kx'  -\-lBxy  4~Cy’  =K. 


là  m = ■>.,  c — K,  « = A>4-2Bxr  +Çr>; 


l’équation  différentielle  de  la  courbe  est  . , 

' <£r(Ax4-Bj)4-«(r(Cr+B-r)=  °> 

on  trouvera  donc  pour  les  équations  de  la  tangente  et  de 
la. normale,  ensuivant  .lune  des  méthodes  ci-dessus  in- 
diquées, 

(£ — x)  (A x -+-  B y)  4-  (a  — r)  (Ç?‘  4-  ®x)  = <>> 

‘ ((  4-B^;— (r— •/)(Ax4-Br)  = o, 

ou,  pour  l’équation  de  la  tangente  , * 

$ ( Ax  + By  ) 4- * ( Or  + B*  ) = R * 
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a1  b* 


l’équation  de  la  tangente  deviendrait 


. a 1 b 1 


1»  ou(f  “ -r)|î  = o,  etc. 


3 • Exemple.  La  parabole  ^1  = o*poc.  L’équation  de  la 
tangente  est 

i 0»  — J)/  — P (?  — *)  = o ou  , y — pÇ  — px  ; 
celle  de  la  normale 

— *)+/>(»  — y)  = o,  etc. 

4rac  Exemple.  La  logarithmique 

les  équations  de  la  tangente  et  de  la  normale  sont 

’xla(*—  y)  — (?  — *)  — o,  *)+(,_ r)~  o. 

5me  Exemple.  La  spirale  logarithmique 

y ■ ' l/ï*  -f-  y*  y •.  * 

i = tanS  1 R—  > arc  tang^  = 1 \/X'  +^_]R; 

en  différend  an  t,  on  a ’ . t- 

' 4 . V 

• * ' / , 1 

xdy  — ydx  ~ xrfx  + 4c  (x  -+-  y)  + rfjr(y  _*)  = C; 

et  les  équations  de  la  tangente  et  de  la  normale  sont 
ff  — *’)(*  + » + (>>  — y)  (y — x)  =0, 

(t  — x)(y  — x)  __  (*  — y)(x  + y)=;  o. 

Lorsqu’on  y regarde  « comme  constants,  x,  j-  comme 
seuls  variables,  ces  dernières  équations  représentent  deux 
cercles  qui  coupent  la  spirale  logarithmique  aux  points 
' - i3 . . 
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où  elle  est  rencontrée  par  celles  des  tangentes  qui  con- 
courent au  point  (£,  jj). 

107.  Si  les  axes  des  coordonnées  cessaient  d’être  reo-r 
tangulaires  et  faisaient  entre  eux  l’angle  w , le  rapport 


sinr 


exprimerait  non  plus  tangr,  mais  ^ 

dé  la  tangente  serait  toujours 

(*  —y)  ~ % — *>= y'  (* — *)» 


A r 

sx 


] l’équation 


et  l’équation  de  la  normale  deviendrait 

i -f- j'cos  a. 


(« —y)  — 


■ . dÿ 

,+-cos- 


dx 


-J-  cos  it 


(,  —y)  — --,TY_  — ’(g  - x). 
v ‘ + cos* 


108.  Considérons  une  courbe  quelconque  AB  (Jig- 1)  au 
point  M de  cette  courbe,  menons  à la  tangente  la  normale 
MN  ; les  parties  MT  et  MN  de  la  tangente  et  de  la  nor- 
male  comprises  entre  le  point  de  tangence  et  l’axe  des  X 
sontce  qu’on  appelle  la  tangente  et  la  normale , nous  les» 
désignerons  par  les  lettres  T et  N ; on  appelle  sous-tan- 
gente et  sous-normale , et  nous  désignerons  par  les  nota- 
tions S, , S„ , les  distances  comptées  sur  l’axe  des  X entre 
le  pied  de  l’ordonnée  et  les  points  où  cet  axe  est  ren- 
contré par  la  tangente  et  la  normale  à la  courbe.  Ces 
quatre  lignes  sont  faciles  à calculer. 

En  effet,  en  désignant  par  £»  les  abscisses  des  points 
où  la  tangente  et  la  normale  rencontrent  l’axe  des  x , les 
longueurs  S,  ,iS„'sont  égales,  au  signe  près , aux  différen- 
ces   x , £,  — X , mais  en  faisant  n = o dans  l’équa- 

tion de  la  tangente  et  de  la  normale,  on  a 
* -,  • • „ \ • 

. £,—•*  = y jr'. 
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S.  = ± y»  sn=±yy',  ; 


et  par  suite 

T = \/MP>H-TP*=  y/7  ■ + ^ ==  ± ^ |/7+  7'»  ,• 
N=V/MP,4-PNj  = ^^*+^*^'*.=±7^  ' +T7*; 

on  a donc 

S,  = ±p,Sn=±77',T=:±iv/  i+7'*,N=±7|/  1+7'-. 

On  parvient  encore  plus  simplement  à ces  valeurs  en  re- 
marquant que  si  r et  v sont  les  angles  que  la  tangente  et  là 
normale  font  avec  les  axes,  les  triangles  rectangles  MTP, 
MNP  donnent  ^ . 

S,— ±— = ±-„  T=±-^~  =±  — \/ 1-4-7*,  * 

tangT  7 smr  7' 

S„=±-^—  = ±77',  N—  =fc  -^-r=±7  vT+t7"’. 
tang»  sm»  -, 

Ces  équations  donnent  St  . S„  =,/’ 5 l’ordonnée  7 est 
moyenne  proportionnelle  entre  la  sous-tangente  et  la  sous- 
normale. 

Exemples  : 


i°.  Cercle  : x%  -fr  7’  = c*,'  S,  r:  + 


R1  — x1 


S„=±x,  . N = R, , T = rfc-  (R*--.x*)t; 

«27  * y*  "w 

3°.  Ellipse  ou  hyperbole  : — ± jj-  = rfc  1 , 

, ( g*~  \ b* 

S| - — — SC  j,  S.  1 i a 

■.■-=Kê^) -*-4  v 

T=[(^.±4.)(.=F‘J)+— 
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le  rapport  de  la  sous-normale  à l’abscisse  est  constant,  la 
sous-tangente  est  indépendante  du  demi-axe  b ; 


3°.  Parabole  i y1  — ipx , S,  = ijc, 
N:î=/>^(/>  + 2■r),  » T = lx‘ 


S n = p, 


la  sous-normale  est  constante  et  la  sous-tangente  double 
dé  l’abscisse  ; 


4°.  La  logarithmique 


x = Ly  = i-]y, 


S,=  £,  S,=:ke“U, 


N = l«e2J,a 


vW 


+ e“la. 


-Ail 


la  sous-tangente  est  constante. 

109.  5°.  Cycîoïde.  Concevons  que  le  cercle  A DE  (fig.  2), 
tangent  à la  ligne  ÀX  au  point  A,  roule  sur  cette  ligne 
AX,  le  point  de  la  circonférence  qui  coïncidait  au  premier 
instant  avec  le  point  A,  décrira  une  courbe  que  l’on  nomme 
cycloïde.  Prenons  pour  axes  des  coordonnées  les  deux  lignes 
AX,  AY;  pendant  que  le  cercle  roulera  sur  l’axe  desx,  le 
centre  se  mouvra  parallèlement  au  même  axe , et  le  rayon 
CA  tournera  autour  du  centre  en  décrivant  un  angle  qui 
croîtra  sans  cesse  ; désignons  par  &>  cet  angle  MON,  par 
AN  = a,  ON=&  les  coordonnées  du  centre  O,  par  AP=j;> 
PM  —y  les  coordonnées  de  l’extrémité  du  rayon  ou  d’un 
point  quelconque  de  la  courbe,  l’arc  MN  = R«  sera  évi- 
demment égal  à la  ligne  AN  ==  a,  puisque  tous  les  points 
de  l’arc  MN  se  sont  tour  «à  tour  appliqués  sur  AN  ; on  a 
donc  a — Rw , b — Jl , 

x = AP  = AN  — PN  = AN  — MQ  = R®  — RsîD  0», 

y — MP  = ON  — QN  = R — R eos»;  t , . _ t 
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ofi  aura  donç , eu  admettant  que  la  notation  arc  cos  dé- 
signe  toujours  un  arc  compris  entre  les  limites  — -,  - 


= R(»  — sin»),  / = R ( i — cos»),  cos»  = 


_R-r 


R ’ 


» = arc  cos 


R — y 


R 


± /or,  sin»  =±  ^ V^aR.r  — /'• 


R 


Dans  cette  seconde  formule  on  doit  prendre  le  signe  -+- 
ou  le  signe — , suivant  que  l’angle  w est  de  la  forme  2M7T+0 
ou  de  la  forme  i)  t.  -J-  ô,  0 étant  plus  petit  que  n, 

de  sorte  que  I on  peut  écrire 


sin  » = - cos nir  \/ 2R_y  — y*, 
R 


7,  t 1' 


X ■=  R ( arc  cos  ± n*j  — cos n*  I/2R7  — . 


Un  reconnaîtra  sans  peine,  à l’aide  de  ces  équations,  que 
la  cycloïdeest  composée  d’une  infinité  de  branches,  toutes 
pareilles  les  unes  aux  autres,  dont  les  points  extrêmes  si- 
tués sur  l’axe  des  x répondent  aux  abscisses 


x — o>  x —±  2xR,  X = ± 4„R,...  X =±  2«iR  , 


et  dont  chacune  est  divisée  en  deux  parties  symétriques 
par  une  ordopnée  correspondante  aux  abscisses 


x = jrR,  x = ±3îtR,...  x —±(in  — i)tR,  etc. 
De  plus,  en  difl'érentiant  les  équations 

f t * 1 n 

•r^:R(»  — sin»)  et  y=R(i — cos»), 

• . **•  . 

on  trouve  ij  * •* 

* me  , 1 jHV 

rfx  = R(i — cos  m)du  et  ) dv , dy  — R sin  ud»,  . 


%. 
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d’où  ' . 

„/  _ 4r  _ Rsin-» 4_  V/TRj— j* /^R 

fir  J r V ; . ’ 

et  l’on  aura  par  suite, 

S,=ry^^.  S,  -'V/vHv  — r‘  — VZ/t^R  — r),' 

T=^\/a^7'N  = '/îii5'' 

On  conclutfacilement  de  ces  valeurs,  que  si  dans  le  cercle 
générateur  de  la  cycloïde,  on  trace  un  diamètre  parallèle 
à l’axe  des  y,  les  directions  de  la  normale  et  de  la  tan- 
gente à cette  courbe  au  point  M (x , y)  seront  données 
par  les  droites  menées  de  ce  point  aux  deux  extrémités 
de  ce  diamètre , de  sorte  que  la  longueur  appelée  normale 
sera  précisément  la  corde  MN  qui  dans  le  cercle  géné- 
rateur sous-tend  l’angle  w. 
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Asymptotes  des  courbes  planes.  — Propriétés  diverses  des  courbes  planes 
déduites  de  leurs  équations.  «-  Points  singuliers. 


HO.  On  appelle  asymptote  d’une  courbe  plane,  une 
droite  de  laquelle  cette  courbe  s’approche  indéfiniment 
sans  pouvoir  jamais  la  rencontrer.  Il  est  facile  de  trouver 
les  asymptotes  d’une  courbe  représentée  par  une  équa- 
tion quelconque  y = F ( ’pc ) ou  f (x,  y)  = o.  En  effet, 
considérons  d’abord  les  asymptotes  non  parallèles  à l’axe 
des  y,  et  soit  y — a.x  6 l’équation  de  l’une  d’entre 
elles.  L’ordonnée  correspondante  de  la  courbe  devant  se 
réduire  sensiblement  pour  de  très  grandes  valeurs  nu- 
mériquès  de  x,  à l’ordonnée  de  l’asymptote,  elle  se  pré- 
sentera sous  la  forme  y = ax  -+-  6 ±:  e , e étant  une 
quantité  qui  s’évanouira  pour  x =±oo.  Cela  posé, 
l’équation  qui  précède  donne  % „ 

y G t 

« =- qF-,  • . 

X X X 

d’où,  en  faisant  x=  dzoo  , et  remarquant  que  si  6 était 
infini,  l’asymptote  située  à une  distance  infinie  dispa- 
raîtrait tout  entière , on  aura  . , 

' ’ * ‘ N " * i 

• « = lim. 

x 

x i : 

Donc,  pour  déterminer  la  constante  a,  il  suffira  de  poser 
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dans  l’équation  de  la  courbe , ^ = s ou  y — sx,  puis  de 

déterminer  la  limite  ou  les  limites  vers  lesquelles  con- 
vergera la  variable  s , taridis  que  la  valeur  numérique 
de  x croîtra  indéfiniment.  Après  avoir  trouvé  la  cons- 
tante a,  ota  tirera  de  l’équation^  = ax  6 ±1  £, 

Ç = y — « + 

et  en  faisant  x — ± oo,  6 — liin.  (y  — ax),  de  sorte 
■que  pour  avoir  ë,  il  faudra,  dans  l’équation  de  la  courbe, 
poser  y — ax  = t,  et  cbercher  ce  que  devient  t pour 
X = dt  oo  ; à chaque  système  de  valeurs  des  quantités  a, 
P,  correspondra  une  asymptote  de  la  courbe  proposée. 

En  raisonnant  de  la  même  manière,  mais  en  échan- 
geant l’une  contre  l'autre  les  variables  x,  y,  on  trou- 
verait évidemment  les  asymptotes  non  parallèles  à l’axe 
des  x.  • 

t 

Hl.  Scolie.  En  général,  le  rapport  ~ pour  x = oo  , 

prendra  la  forme  indéterminée  —,  et  sa  véritable  valeur 
- co 

sera  celle  que  prend  pour  x = oo.,  l’expression  — ou  y’  ", 

on  aura  donc  alors  a ==  y'.  Dans  ce  cas  aussi  6 sera  dé- 
terminé par  l’équation  6=y — y'x,  dans  laquelle  on 
fera  x — oo  ; or,  si  l’on  se  rappelle  que  l’équation  de  la 
tangente  en  un  point  (x,  y)  est 

1 —y  — y'{t — x)  ou  9 = y'i  — y'x, 

• » ..  * ' . 

on  reconnaîtra  facilement  que  l’asymptote  d’une  courbe 
plane  est  une  tangente  dont  le  point  de  contact  avec  la 
courbe  s’éloigne  à une  distance  infinie.  Cette  remarque 
peut  dans  certains  cas  faciliter  la  recherche  des  asymp- 
totes, puisque,  pour  avoir  leur  équation,  il  suffira  de 


- • 
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chercher  ce  que  devient  l’équation  de  la  tangente  quand 
le  point  de  contact  s’éloigne  à l’infini. 

112.  Applications  : i°.  à la  logarithmique  y =r  ax , 

■ • r , ax 

a — lira.  ~ = lim.  — ; 
x x 

et  en  posant  •. 

x = — ao,  et  — o,  Z — lim.  y lim.  az  — a~x  =r  o , 

la  courbe  proposée  aura  donc  pour  asymptote  l’axe  des  x 
dont  elle  s’approche  indéfiniment  du  côté  des  X négatifs. 

On  prouvera  de  même  que  la  logarithmique  x = aJ 
a pour  asymptote  l^axe  desjy  ; , 

20.  à l’hyperbole  ~ p = i, 

..  y ..  , b \/x’—a'  , b 

a — lim.  - = lim.  ±-  : ■ = rh  - , 

x a x « 

Z — lim. (y — ax)  = lim.  ( ±-  \/ x1 — a’  ip  - x\  = o ; 

\ , ‘ 1 , 1 

il  y a donc  deux  asymptotes  déterminées  par  l’équation 


y = ^n-x-,  . 
a 


3°.  à toute  courbe  dont  l’équation  peut  se  décompo- 
ser en  plusieurs  parties  dont  chacune  soit  une  fonction 
homogène  des  variables  x , y. 

' Soient  m , n,  etc. , les  degrés  de  ces  fonctions  homo- 
gènes, de  sorte  que  l’équation  de  la  courbe  soit 

f (x,  y)  = ar"F  ( - 1 = o, 


les  nombres  m,  n,  etc. , étant  rangés  par  ordre  de  gran- 
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deur  ; la  valeur  de  s =='~  sera  déterminée  par  l'équation, 

*"*(')•+  *"f(j)4-etc.  = o ou  F(r)  4-  f(#)  +etc.  = o, 

d où  1 on  tire , en  faisant  x = oo  , et  se  rappelant  qu’alors 
* = «>  •■■■■; 


telle  sera  donc  1 équation  qui  donnera  les  valeurs  de  a. 
Pour  avoir  6,  faisons  dans  l’équation  de,  la  courbe 
y = ax  *+■  t , ce  qui  donne 

’J'"F (* + i)  + *n{ (*  + i)  -k etc-  = ° ; 

or  l’on  a , d’après  un  théorème  connu , 

F(.  + £)  = FW+lF-(.  + g, 

ou,  puisque  F(«)  = of 


on  aura  donc,  en  substituant, 


txm  'F' i^a  -f-  — ^ +“')  +etc.  = o,  . 


et  si,  dans  cette  dernière  équation,  on  pose  x ==  o», 
et  par  suite  t — g,  on  en  conclura,  si  F'(a)  et  f(a)  ont 
des  valeurs  finies  différentes  de  o , 

i°.  Pour  «<«— i,  C~o-, 

2°.  Pour  n = m—  i / g—-  f(")  ■ 

- F'(«)’ 

' • 3°.  Pour  « >/« — i,  ?=  ± oo.  . 

• , i ‘ *%  • 

* , *. 
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Par  conséquent,  à la  valeur  adoptée  de  a correspondra-, 
dans  la  première  hypothèse , une  asymptote  passant  par 
l’origine , ou  de  la  forme 

y = *x  » • - 

et  dans  la  seconde , une  asymptote  de  la  forme 

f(«) 

dans  la  troisième  hypothèse,  l’asymptote  s’éloignant  à 
une  distance  infinie,  disparaît  entièrement. 

Dans  la  première  hypothèse  les  équations  y — ocx . 
F (a)  = o,  donnent  encore  pour  l’équation  des  asympto- 
tes, F^-  j = o,  ou  xmF  ^-^j=o,  desorte  quequand  l'é- 
quation de  la  courbe  est  décomposable  en  plusieurs  fonc- 
tions homogènes,  et  que  le  degré  m de  l’une  d’entre  elles 
surpasse  de  plus  d’une  unité  les  degrés  de  toutes  les  autres, 
non-seulement  toutes  les  asymptotes  passent  par  l’origine, 
mais  elles  sont  toutes  représentées  par  l’équation  que  l’on 
obtient  en  égalant  à o la  fonction  homogène  du  degré  m. 

Exemple:  Si  l'on  suppose  B’  — 4 AC  > o,  ou  recon- 
naîtra que  l’hyperbole 

Ax1  4-  Bxj  4-  Cj*  = K 

J 

a pour  asymptotes  les  deux  droites  représentées  par  l’é- 
quation 

Ax’  + Bxy  Cy*  — o. 

Dans  la  deuxième  hypothèse,  les  asymptotes  sont  don- 
nées par  les  équations 

f(-) 


F(<*)  = o,  y = cur- 


F '(*)’ 


les  droites  passant  pai;  l’origine  et  représentées  par  les 
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équations  F (a)  ==  o,y  = «x,  ou  par  la  formule 
?(-')  = o,  x*F^  = o, 

: sont  seulement  parallèles  aux  asymptotes. 

Exemple  : 

Dans  le  folium  de  Descartes,  x 3 -+-y3  — 3axj"  = o, 
l’asymptote  sera  parallèle  à la  droite  a*3  -hy3  = o,  ou 
x -f-  y — o.  Dans  ce  cas,  « = — 1 ; en  partant  de  cette 
valeur  on  trouvera 

et  l’asymptote  aura  définitivement  pour  équation 
y = — x — a. 

Corollaire.  Ce  que  nous  venons  de  dirè  s’applique 
évidemment  aux  courbes  dont  l'équation  a pour  premier 
membre  un  polynôme  entier.  De  plus,  si  dans  ce  cas  la 
courbe  a un  centre,  en  le  prenant  pour  origine  des  cooiv 
données,  son  équation  ne  devra  contenir  que  des  termes 
de  degré  pair  ou  des  termes  de  degré  impair.  Dès-lors  le 
degré  m de  la  première  fonction  homogène  surpassera  de 
plus  d’une  unité  le  degré  n de  la  deuxième  fonction , et 
les  asymptotes  non  parallèles  aux  axes  passeront  par  la 
nouvelle  origine.  On  arrive  ainsi  à ce  théorème  remar- 
quable, «[ne  dans  les  courbes  dont  l'équation  est  algé- 
brique, les  asymptotes  non  parallèles  aux  axes  passent 
généralement  par  le  centre. 

. ; Ces  conclusions  supposent  que  les  quantités  F'(a),  f (a) 
ne  deviennent  ni  nulles  ni  infinies  : s’il  en  était  autrement  . 
la  quantité  ê pourrait  obtenir  lies  valeurs  différentes  de 
celles  que  nous  lui  avons  assignées;  mais  pour  les  déter- 
miner il  suffit  toujours  de  chercher  la  limite  ou  les  limi- 
tes vers  lesquelles  converge  t pendant  que  x croît  in* 

'.  définiment.  * 
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113.  Certains  points  des  courbes  présentent  des  particu- 
larités remarquables  dépendantes  de  la  position  des  axes 
coordonnés,  ou  inhérentes  à la  nature  même  delà  courbe, 
et  qu  il  importe  de  mettre  en  évidence.  Remarquons  d’a- 
bord que  , l'équation  d’une  courbé  étant  J'(x,  y)  = o , si 
on  la  résout  par  rapport  à y,  ou  en  tirera  une  ou  plusieurs 
équations  de  la  forme  y = F (x),  et  chacune  de  celles-ci 
représentera  une  ligne  ou  portion  de  ligne  dont  les  pro- 
priétés dépendront  de  la  nature  de  la  fonction  F (x).  Or, 
i°si  cette  fonction  demeure  continue  entre  les  limites 
x=x0,x=X,  la  ligne  représentée  par  l'équation  y =F(x) 
sera  elle-même  continue  entre  ces  limites;  mais  elle 
pourra  devenir  discontinue,  si  la  fonction  F (x)  olfrfe  (Jes 
solutions  de  continuité,  par  exemple  lorsque  cette  fonc- 
tion deviendra  infinie  pour  certaines  valeurs  finies  de  x, 
ou  lorsqu’elle  passera  tout-à-coup  du  réel  à l'imaginaire, 
ou  lorsqu’elle  changera  brusquentient  de  valeur  5 le  pre- 

(l  4 

mier  cas  se  présente  dans  l’hyperbole  y =-  , le  second 
dans  les  courbes  logaritlimiquesy=-î^,y  = xlx;  le  troi- 
sième dans  la  ligne  déterminée  par  l’équation  y = 

r «X 

qui  se  réduit  à y = 1,  si  x est  positif,  et  à y ==  — 1,  si  x 
est  négatif. 

20.  Dans  le  cas  où  la  fonction  F(x)et  sa  dérivéeF'(x) 
resteront  continues,  les  ordonnées  maxinia  etmiuimane 
répondront  qu’à  des  valeurs  de  x propres  à vo  ilier  l’é- 
quation y'  = Fïx)  = o;  et  une  valeur  de  x tirée  de  cette 
équation  fournira  eflectivement  un  maximum  ou  un  mi- 
nimum dans  le  cas  où  la  première  des  dérivées  F"(x) , 
F*(x)...  qui  cessera  de  s’évanouir, sera  positive  ou  néga- 
tive, mais  d’ordre  pair.  Si  au  contraire  certaines  valeurs 
de  x rendent  la  fonction  discontinue,  elles  pourront  pro- 
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duire  des  maxima  ou  des  minima  sans  vérifier  l’équation 
F '(a:)  = o. 

3°.  La  valeur  numérique  de  la  fonction  F'(.r)  repré- 
sente,comme  nous  l’avons  vu,  la  tangente  trigonométrique 
de  l’angle  que  la  tangente  à la  courbe  fait  avec  l’axe  des#  : 
cette  tangente  sera  donc  parallèle  ou  perpendiculaire  à 
l’axe  des.r,  suivant  que  l’on  aura F-'(a")^o  ou  F'(.r)  = oo. 

El  si  la  fonction  dérivée  change  brusquement  de  valeur, 
il  en  sera  de  même  de  l'inclinaison  de  la  tangente. 

1 1 i.  On  désigne  exclusivement  sous  le  nom  commun  de 
points  singuliers,  tous  les  points  qui  se  trouvent  situés  sur 
uneeourbe,  de  manière  à offrir  quelques  particularités  di- 
gnesderemarque,  inhérentesà  la  nature  de  ces  mêmes  cour- 
bes , et  indépendantes  de  la  position  des  axes  coordonnés. 
Ainsi,  i°  si  la  fonction  f(x,  y ) ne  devient  réelle  que  pour 
unnombre  limitéde  valeurs  de x,  l’équation  f(x,y)~ one 
représentera  qu’un  poirft  ou  une  suite  de  points  isolés.  Par 
exemple,  l’équation  a’1  -\-y2  = o ne  représente  qu’un  seul 
point  qui  coïncide  avec  l’origine.  Il  peut  arriver  que  l’é- 
quation f(x,y)  = o fournisse  en  même  temps  un  ou  plu- 
sieurs points  isolés  et  une  ou  plusieurs  branches  de  courbe. 

Ier  Exemple  : 

y 2 = x2{x2  — a2), 

2mc  Exemple  : 

à y2  — x 1 -f-  fax,2  — o. 

j ' > 

2°  Lorsque  la  fonction  /(a:,  y)  passe  toUt-à-coup  du  réel  à 
l'imaginait?)  ou  change  brusquement  de  valeur,  la  ligne 
que  l’on  considère  s’arrête  tout-à-coup  en  certains  points 
cpie  l’on  appelle  points  (F arrêt. 

Exemple:  Les  deux  logarithmes  y = xbc 

ont  chacune  pour  point  d’arrêt  l'origine  des  coordon- 
nées. ■ 
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La  ligne  y — --  offre  deux  points' d'arrêt  situés  sur 

l'axe  des  y de  part  et  d’autre  de  l'origine  et  à l’unité  de 
distance. 

3°.  Lorsque  la  fonction  f (x,y)  restant  continue , la  déri- 
vée^' change  brusquement  de  valeur,  les  deux  branches 
de  la  courbe  viennent  se  réunir  en  un  point  donné,  de 
manière  que  leurs  tangentes  forment  entre  elles  un  cer- 
tain angle.  Ce  point  s’appelle  un  point  saillant.  Tel  est, 
par  exemple,  le  point  correspondant  à x =■  o dans  les 
courbes  représentées  par  les  équations  . 

. > — 1 x 

y — V x* , j = xaro  tang  , y — 

1 +c" 

4°.  Si  les  deux  branches  d’une  même  courbe  s’arrêtent 
en  un  point  dontié,  de  manière  à toucher  l’une  etl’autre 
une  droite  ou  demi-axe  aboutissant  au  point  dont  il  s’agit, 
ce  point  sera  ce  qu’on  appelle  un  point  de  rebroussement. 
Le  rebroussement  sera  de  première  espèce  si  le  demi-axe 
passe  entre  les  deux  branches  de  la  courbe,  et  de  seconde 
. espèce  si  le  demi-axe  laisse  les*  deux  branches  d’un  même 
côté.  ‘ 

• 

Exemple  : La  cycloïde  offre  une  infinité  de  points  de 
rebroussement  de  première  espèce,  tous  situés  sur  l’axe 
desx,  et  correspondant  aux  abscisses 

x = o,  x t=±  ?.îtR ir±2wR. 

• > 

5°.<On  appelle  points  multiples  ceux  auxquels  viennent  se 
rencontrer  deux  ou  plusieurs  branches  de  courbe  qui  ne 
s’arrêtent  pas  toutes  à ces  mêmes  points , ou  auxquels 
* qboutissent , pour  s’y  arrêter,  au  moins  trois  branches 
différentes. 

T.  ..  .4 
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icr  Exemple  : La  courbe jy’  = xa(i  — xJ)  est  formée 
de  deux  branches  qui  se  croisent  à l’origine  en  touchant 
lés  droites = — x , y — x. 

2me  Exemple  : La  courbe^’  = x4(i  — x’)  est  formée 
de  deux  branches  tangentes  toutes  deux  à l’axe  des  x. 
L’origine  des  coordonnées  est  pour  ces  deux  courbes  un 
point  multiple. 

6°.  Lorsqu’en  un  certain  point  la  courbe  et  la  tangente  • 
se  traversent  mutuellement,  ce  point  est  ce  qu’on  nomme 
un  point  d'inflexion. 

115.  Telles  sont  les  six  espèces  de  points  singuliers  que 
peuvent  présenter  les  courbes  algébriques  et  transcendait-" 
te».  On  peut  souvent  les  mettre  en  évidence  et  reconnaître 
leur  nature  à l’aide  des  conditions  analytiques  suivantes. 
Nous  exclurons  d’abordle  cas  où  l’un  des  coefficients  diffé- 
rentiels serait  infini. 

Théorème  Ier.  Si  un  point  M,  dans  le  voisinage  du- 
quel la  fonction  u *=  J (x , y)  et  ses  dérivées  du  premier 

ordre  restent  finies  et  continues,  est  dans  la  courbe 

dx  dy 

représentée  parl’équation  u=J'  (x, y)  =o , un  point  isolé 
ou  un  point  d’arrêt,  ou  un  point  saillant,  ou  un  point 
de  rebroussement  de  première  ou  de  seconde  espèce,  les 
coordonnées  de  ce  point  devront  vérifier  les  deux  équa- 
du  du 

lions  — =o,  — = o. 
dx  dy 

Démonstration. Dans  ces  quatre  hypothèses,  on  pourra 
par  le  point  M faire  passer  un  nombre  indéfini  de 
droites  PP'  telles  que  dans  le  voisinage  de  ce  point,  on 
ne  puisse  trouver  d’un  côté  au  moins  de  cette  droite 
(Jig. 4,  5,  6 , 7),  ou  même  des  deux  côtés  {-fi g.  3),  au- 
cun point  qui  appartienne  à la  courbe  dont  il  s’agit. 
En  conséquence,  deux  points  situés  sur  cette  droite,  de 
part  et  d’autre  du  point  M,  pouvant  être  joints  l’un  à 
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l’autre  par  une  nouvelle  courbe  PQ  qui  ne  rencontre 
pas  la  première  AB  dont  l’équation  est  u= f (x,ÿ)  = o, 
les  valeurs  de  u correspondantes  «à  ces  deux  points  seront 
nécessairement  des  quantités  de  même  signe.  En  eflét, 
pendant  que  l’on  passe  du  point  P an  point  Q,  sur  la 
courbe  PQ, la  fonction  u = f (x,  y)<jue  l’on  suppose  con- 
tinue, ne  pourrait  pas  changer  de  signe  sans  s’évanouir*, 
or  elle  ne  peut  pas  s’évanouir  puisque  la  courbe  PQ  ne 
rencontre  pas  la  courbe  A INI  B dont  les  coordonnées  véri- 
fient seules,  par  hypothèse,  l’équation  u = f(x,y)  = o, 
donc  elle  ne  changera  pas  de  signe.  Cela  posé,  la  fonction 
u — f(x,y ),  variable  d’un  pointa  l’autre  sur  la  droite 
PMQ,  qui  s’évanouit  .au  point  M,  et  conserve  le  même 
signe  en  P et  en  Qde  part  et  d’autre  de  ce  point,  sera  né- 
cessairement en  ce  point  un  maximum  ou  un  minimum, 
suivant  que  les  valeurs  de  u en  P et  en  Q seront  négatives 
ou  positives.  Dans  les  deux  cas  on  devra  avoir  * 


ou 


du  du 

du  = — dx  -f-  — dy  — o , 
dx  dy 


\ 


du 

dx 


du  dy 
dy  dx 


D’un  antre  côté,  en  appelant  a la  tangente  de  l’angle  que  la 
droite  arbitraire  PMQ  fait  avçc  les  axes,  son  équation, 
à laquelle  devront  satisfaire  les  coordonnées  x,  y du  point 
M,  sera  y = ax+  è,  d’où  l’on  tirera 


dJL~ 

llx 


on  aura  donc  en  substituant 


du  du 

-+a-=o-, 

et  parce  que  cette  dernière  équation  devra  subsister  pour 

14. . 
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un  nombre  indéterminé  de  valeurs  de  a,  il  faudra  né- 
cessairement que  l’on  ait 


du  -du 


Les  coordonnées  des  points  isolés,  des  points  d’arrêts,  de; 
points  saillants  et  des  points  de  rebroussement  devront 
donc  satisfaire  à la  fois  aux  trois  équations 


du 

dx 


= o. 


du 

dr. 


De  deux  de  ces  équations  on4  tirera  les  valeurs  de  X et 
dey,  pour  les  substituer  dans  la  troisième.  Si  un  couple 
de  valeurs  x=xQ, y=y0  vérifie  à la  fois  ces  trois  équa- 
tions, le  point  correspondant , ou  qui  aurait  xQ  et  y„  pour 
coordonnées,  pourra  être,  mais  ne  sera  pas  toujours  un 
point  singulier. 

116.  Pour  reconnaître  la  nature  decc  point,  remarquons 
d’abord  que  l’équation  différentielle  première 

du  1 dy  du 

dy  dx^  dx  ° ’ 


devenant  identique  quand  il  s’agit  d’un  des  quatre  points 
singuliers  dont  il  est  question  dans  le  théorème  pré- 
cédent, il  faudra,  pour  obtenir  la  tangente  de  l’angle 
que  la  touchante  à la  courbe  fait  avec  les  axes,  recourir 
à l’équation  différentielle  du  second  ordre,  laquelle,  à 

. / . du  du  , 

cause  des  conditions  — = o,  -r  — o,  se  réduit  a 
dx  dy 

d’u  f dy V d’u  dy  d’u 

dy 1 \ dx  J dxdy  dx  dx’  °’ 

Supposons  encore  que  l’on  ait  ramené  à la  formey  = F(.r) 
l’équation  de  la  branche  de  courbe  sur  laquelle  se  trouve 
le  point  singulier  dont  on  veut  connaître  la  nature. 
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Dès-lors , I.  Le  point  x = x0 , y =j0  sera  un  point  isolé , 
i°  si  les  deux  ordonnéesF  (x0+/i) , F(x0 — h)  sont  toutes 
deux  imaginaires-,  2°  si  à ce  point  la  courbe  n’a  point  de 
tangente,  ce  qui  exige  que  l’on  ait 


si  l’on  n’a  pas 


/ d*u  V d*u  d*u 
\ dxdy  J ~dx 1 dy  * ’ 


d'u 

dr~°’ 


d*u 

dxdy 


d*u 

dx 


— O. 


II.  Le  point  x = x„,y  sera  un  point  d’arrêt,  t°  si 
l’une  seulement  des  coordonnées  F (x0-|-  h) , F^ar0 — h)  est 
imaginaire  -,  2°  si  la  courbe  en  ce  point  n’a  qu’une  tangente, 
et  si  par  conséquent  les  coordonnées  de  ce  point  vérifient 
. d*-u 

1 équation = o. 

HI.  Le  point  x=x,„  y—y„sera  un  point  saillant,  i°si  à 
chapune  des  abscisses  x=xn-+*h,  x=x„ — h répond  une 
seule  ordonnée  très  peu  diÜércntp  dejrt,  ou  si  a l’une,de 
ces  abscisses  répondent  seulement  deux  ordonnées  sensi- 
blement égales  à y0-,  2°si  la  courbe  au  pointx,,,  j„  a réel- 
lement deux  tangentes,  ce  qui  exige  que  l’on  ait 


( d—  '\ 
\ dxdy  J 


d’u  d'u 
dx*  dy 


7 > °' 


IV.  Enfin,  le  point xoija  ne  pourra  être  un  point  de 
rebroussement  qu’autant  que  la  première  condition  exigée 
pour  lé  point  saillant- étant  remplie,  les  deux  tangentes 
en  ce  point  coïncideront  en  une  seule,  ce  qui  ne  peut  avoir 
lieu  Sans  qu’on  ait 


Æ Y- 

\dxdy  J 


d*u  d'u 
dx * dy % 


H7.THéonÈME2me.  Si  la  courbe  représentée  parl'équa- 
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tion  u = J(x,  y)  = o offre  un  point  multiple , c’est-à-dire 

un  point  dans  lequel  se  réunissent,  sans  s’y  arrêter,  deux 

branches  de  la  courbe,  ou  trois  branches  au  moins  pour 

s’y  arrêter,  les  coordonnées  de  ce  point  vérifieront  encore 

. , . du  du 

les  équations  — = o,  — = o. 

Démonstration.  En  eflét,  considérons  (Jig-  8)  deux 
branches  de  courbe  qui  se  réunissent  au  point  M , et  cou- 
pons ces  deux  branches  dans  le  voisinage  de  ce  point  par 
une  droite  PQ  qui  fasse  avec  l’axe  des  x un  angle  quelcon- 
que dont  la  tangente  soit  a,  et  qui  ait  pour  équation 

si  x etj  sont  les  coordonnées  du  point  P,  celles  du  point 
Q pourront  être  représentées  par  x Ax  — x -+-  adx, 
y-\-Ay=y-\-txdy , de  sorte  que  I’éqUation  u~f(x,  y)=o 
devra  être  satisfaite  à la  fois  et  par  x,  y et  par  x -f-  Ax, 
y Ay.  Mais  si  dans  u on  change  Tcnx-f  Ax,_y  en 

y Ay,  u devient  u -+>  Au;  on  aura  donc  à la  fois , et 

quel  que  soit  Ax,  u = o,  u Au  = o,  d'où  Au  — o, 

et  par  conséquent  du  = lim.  — = o,  ou 

, du  du  dr 
dU-dx  + dydx  = °' 

mais  les  coordonnées  x , y,  satisfaisant  à l’équation 
y — ax  -y-  b. 


djr 


dx 


— », 


on  aura  donc  aussi 


du  du 
dx  + aTr~°’ 
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et  cela  quelque  soit  a , ce  qui  entraîne  les  deux  équations 
du  du 

• di  ~ °’  ~ 05 

donc,  etc. 

Scolie.  Si  trois  branches  delà  courbe  venaient  à se  réunir 
au  point  M , la  droite  PQ  couperait  la  courbe  en  trois  points 
dont  les  coordonnées  pourraient  être  représentées  par 

x,  y,  i+'ix,  j-f-Ajr;  x 4-  à2x,  y-\-iûy-i-  ^y- 

* • 

On  devrait  donc  avoir,  quel  que  fût  a,  non-seulement 
u—  o,  Au  — o,  mais  A’u  = o,  d’où  dit  = o,  d*u  — o , 


du  du 
di+ad-y=°' 


d2u  d2u 

— +2a- 
dx2  > 


dxdy 


d 2u 

-a1  — — =o. 
■dy* 


Or  ces  équations  ne  peuvent  subsister  qü’autant  qu’on 
aura  à la  fois 


du 


du 


dx 


dr 


d2u 
dx 2 


d2u 

dxdy 


— O, 


d2u 

dr 


■=.  o. 


En  général , on  démontrera  de  la  même  manière  que  la 
réunion  de  n branches  de  courbe  au  point  multiple  M, 
entraîne  les  conditions 


= o, 


— o 


du 
dx 
d2u 
dx ! 

d*~‘u 
dx*- ’ 


du 

dy  ~ ‘ 
d2u 
’ dxdy 


d 2 u 

°>  d^  = °' 


= o. 


d*  2u 
dx*~2dy 


— o. 


d"~'u 

dy*-' 


a uxquelles devront  satisfai  re  les  coordonnées  x,  y du  poi n t 
multiple  m.  , 
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148.  Théorème  3me.  Les  coordonnées  d’un  point  d'in- 
flexion devront  toujours  vérifier  l’équation  y"=  = o. 

Démonstration.  Supposons  que  L'équation  de  la  courbe 
ait  été  mise  sous  la  forme  = F (x),  la  différence  â entre 
les  ordonnées 


y = F(x  -f-  h)  = F(x)  -f-  AF'  (±)  -f- 

— b 


t .2 

A* 


F»... 


» — X -h  y’h  = F(x)  + AF'(x), 

de  la  courbe  et  de  la  tangente  qui  répondent  à l’abscisse 
x h,  est  donnée  par  l’équation 


Quand  h est  très  petit,  le  premier  terme  l’emporte  sur  la 
somme  de  tou#  les  autres,  et  par  conséquent,  entre  les  abs- 
cisses xetx  + A,  l’ordonnée  de  la  courbe  sera  constam- 
ment supérieure  ou  constamment  inférieure  à celle  de  la 
tangente , suivant  que  la  dérivée  seconde  F"(.r)  sera,  dans 
ce  même  intervalle,  constamment  positive  ou  constam- 
ment négative.  De  plus , la  tangente  et  la  courbe  se  tra- 
verseront au  point  (x,  jr)  qui , dans  ce  cas,  deviendra  un 
point  d’inflexion,  lorsque  dans  le  passage  de  x- — A à x — f—  A, 
F"  (a:)  changera  de  signe.  Or  si  la  fonction^  = F (x)  reste 
continue,  ainsi  que  ses  dérivées  successives,  dans  le  voi- 
sinage du  point  (#,  jr),  F "(a:)  ne  pourra  changer  dé  signé 
sans  s’évanouir  ; les  coordonnées  d’un  point  d’inflexion  vé- 
rifieront donc , dans  celte  hypothèse,  l’équation  F"(x)=o.  t 
Pour  que  la  différence  â change  réellement  de  signe,  il 
faudra  en  outre  évidemment  que  des  dérivées  successives 
F*(.r),  F,v(jc),  etc.,  celle  qui  la  première  cessera  de  s’éva- 
nouir soit  une  dérivée  d’ordre  impair-  Ainsi  pour  trouver 
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les  points  d’inflexion , on  cherchera  les  racines  communes 
aux  deux  équations  y = F (x),  F"(x)  = o ; ou  — o, 

y"  = o.Un  système  de  valeurs  x=xQ,  y=ya,  tiré  de  ces 
. équations,  répondra  réellement  à un  semblable  point,  si 

la  première  des  dérivées  qui  ne  devient  pas  nulle  pour 
x = xa,y  = ya  est  une  dérivée  d’ordre  impair. 

119.  Dans  cette  discussion  nous  avons  toujours  supposé 

que  y'  = ^ ne  devenait  pas  infini  ou  que  la  tangente 

n’était  pas  perpendiculaire  à l’axe  des  x.  Si  le  cas  se  pré- 
sentait, il  serait  facile  dejdétennïner  ' la  nature  du  point 
dont  les  coordonnées  x=xQ,  y=ya  satisferaient  à l’cqua- 

tion ~ = oo.  Ën  effet,  dans  cette  hypothèse,  les  deux 
ax  , 

quantités  F (xa  4-  h)  et  F (x0  — li)  peuvent  être  toutes 
deux  réelles,  ou  l’une  réelle  et  l’autre  imaginaire. 

I.  Si  toutes  deux  sont  réelles  et  toutes  deux  plus  gran- 
des ou  plus  petites  que  F(x0),  le  point  en  question  sera 
un  point  de  rebroussement  de  première  espèce;  si  l’une 
est  plus  grande  et  l’autre  plus  petite  que  F (a:,,),  le  point 
8®,  sera  un  point  d’inflexion  ; 

• II..  Si  l’tme  de  ces  quantités,  par  exemple  F(x0 — h), 
est  réelle  et  l’autre  imaginaire,  alors,  j°  siF  (x0 — h)  a 
4'  une  seule  valeur,  le  point  sera  un  point  d’arrêt;  2°  si 

F (x0  — h)- a deux  valeurs,  toutes  deux  plus  grandes  ou 
toutes  deux  plus  petites  que  F (x„) , le  point  sera  un  point 
de  rebroussement  de  seconde  espèce  ; 3°  si  l’une  des  va- 
' leurs  de  F (x„  — h ) est  plus  frande  et  l’autre  plus  petite 

que  F (xQ) , le  point  dont  il  s’agit  sera  une  simple  limite 
de  la  courbe  ; 

ITT.  Enfin , si  l’une  des  quantités  F (xa A ) , F (x„ — h) 
ou  toutes  deux  avaient  trois  ou  un  plus  grand  nombre  de 
•valeurs,  le  pôint  en  question  serait  en  général  à la  fois  et 
un  point  multiple  et  un  point  d’inflexion. 
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En  résumé,  on  obtiendra  les  coordonnées  des  points 
singuliers  des  courbes,  en  cherchant  dans  quels  cas  les 
coefficients  différentiels  deviennent  nuis,  ou  infinis,  ou 
O11  assignera  l’espèce  du  point,  i 11  en  examinant  combien 
il  y passe  de  branches  de  la  courbe , et  si  elles  s’étendent 
ou  non , en-deçà  et  au-delà  -,  20  en  déterminant  la  posi- 
tion de  la  tangente  ou  des  tangentes  correspondantes  en 
ce  point. 

. . j . 

••  “ . ' . .. 


■% 
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Moyen  de  déterminer  quand  une  courbe  tourne  sa  concavité  ou  sa  con- 
vexité vers  les  axes  des  coordonnées.  — Analyse  d’une  courbe  ou  discus- 
sion de  son  équation.  — Différentielle  de  l’arc  d’une  courbe. 


120.  Il  est  quelquefois  nécessaire  de  reconnaître  si  une 
courbe  tourne  sa  convexité  ou  sa  concavité  vers  les  axes 
des  coordonnées,  or  l’on  peut  donner  à ce  sujet  des  rè- 
gle^ générales  et  d’une  application  facile. 

Il  est  certain  d’abord  que  si  la  fonction  y = F (x) , et  • 

sa  dérivée^'  = F'(x)  restent  l’une  et  1 autre  continues 
pour  toutes  les  valeurs  de  x comprises  entre  les  abscisses 
de  deux' points  donnés,  la  corde  qui  joindra  ces  deux 
points  sera  parallèle  à l’une  des  tangentes  menées  par  les 
points  intermédiaires  de  la  courbe. 

En  effet,  si  l’on  représente  parx  et  x-f-Ax  les  abscisses 
des  deux  points  doiÿ;  il  s’agit , on  aura 

SX  SX 

Or  — est  la  tangente  de  l’angle  que  fait  avec  1 axe  des  x 

SX 

la  corde  qui  unit  les  deux  points  (x , y),  (x  -+-  Ax,y  4-  Ay); 

F'(x  OAx)  est  la  tangente  de  l’angle  que  fait  avec  le 
même  axe  la  louchante  à la  courbe , menée  par  le  point  in- 
termédiaire qui  aurait  pour  abscisso  x -f-  6Ax  ; la  sécante 
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est  donc  parallèle  à l’une  des  tangentes  intermédiaires. 

121 . On  ditqu’une  coSrbe  ou  portion  de  courbe  est  con- 
vexe entre  deux  points  donnés,  lorsque,  entre  ces  points, 
elle  ne  peut  être  rencontrée  plus  de  deux  fois  par  une 
même  droite.  Or  mie  couibe  sera  convexe  toutes  les  fois 
que  l’ordonnée^  et  sa  dérivée  y'  seront  deux  fonction^ 
continues  de  l’abscisse  x , dont  la  seconde  croisse  ou  dé- 
croisse constamment  tandisque  l’abscisse  augmente.  Enef- 
fot,  si  (fig-  9)  elle  pouvait  être  coupée  par  une  droite  en 
trois  points  différents  M,  N,  P,  on  pourrait,  d’après  ce 
que  nous  venons  de  dire , mener  deux  tangentes  parallèles 
à cette  droite  par  deux  certains  points  m,  n,  situés  l’un 
entre  lps  points  M et  N,  l’autre  entre  les  points  N et  P, 
et  par  conséquent^'  reprendrait  au  point  n la  même  va- 
leur qu’au  point  m , ce  qui  est  contre  l’hypothèse. 

Au  contraire , il  est  clair  qu’une  courbe  qui  renferme 
un  point  d’inflexion  ne  saurait  être  convexe.  En  effet, 
après  avoir  tracé  {fi g- 10)  la  tangente  qui  passe  parle  point 
d’inflexion  M,  menons  de  ce  point  à deux  points  N et  P, 
les  rayons  vecteurs  MN,  MP,  l’un  au-dessus,  l’autre 
au-dessous  de  la  tangente  ; celui  de  ccs  rayons  MN  qui 
fait  le  plus  petit  angle  avec  la  tangente  passera  évidem- 
ment, si  on  le  prolonge , entre  la  tangente  et  l’autre 
rayon,  et  rencontrera  de  nouveau  la  courbe  en  mi  point 
«5  cette  droite  MN  aura  donc  trois-points  de  commun 
avec  la  courbe  qui,  par  suite,  ne  sera  pas  convexe. 

122.  Il  suit  encore  des  principes  ci-dessus  établis,  que 
pour  décider  si  une  courbe  tourne  sa  convexité  ou  sa  con- 
cavité vers  l’axe  des  x,  en  un  point  pour  lequel^  etjy" ob- 
tiennent des  valeurs  différentes  de  zéro,  il  suffit  d’exami- 
ner si  ces  valeurs  sont  des  quantités  de  même  signe  ou  de 
signes  contraires;  c’est-à-dire  si  le  produit yy"  est  positif 
ou  négatif.  En  effet,  en  supposant  h très  petit  la  diffé- 
rence à entre  l’ordonnée  de  la  courbe  et  celle  de  la  tan- 
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gente  est  (»4  118)  de  même  signe  que  j'".  Or  pour  que  la 
courbe  tourne  sa  convexité  vers  l’axe  des  x,  il  faut,  i°  si  y 
est  positif  que  la  courbe  soit  au-dessus  de  sa  tangente  ou 
que  o et  j- ".soient  positifs  ; 2°  si  y est  négatif,  que  la  courbe 
soit  au-dessous  de  sa  tangente  ou  que  o et  y"  soient  négatifs  : 
au  contraire,  pour  qu'une  courbe  tourne  sa  concavité  vers 
l'axe  des  x,  il  faut,  suivant  quejy  est  négatif  ou  positif, 
que  la  courbe  soit  située  au-dessus  ou  au-dessous  de  sa 
tangente,  c’est-à-dire  que  â et  y"  soient  positifs  dans  le 
premier  cas  et  négatifs  dans  le  second.  Donc,  etc. 

125.  Quand  on  veut  faire  l’analyse  d’une  courbe  donnée 
par  l’équation  f(x,ÿ)=o,  examiner  sa  nature,  ses  pro- 
priétés, etc.,  il  faut,  i°  chercher  les  points  où  elle  rencon- 
tre les  axes;  2°  quand  on  le  peut,  résoudre  l’équation  pour 
en  tirer  une  ou  plusieurs  valeurs  de  la  forme  jy  = F (x)  , 
y = f(x);  chacune  de  ces  dernières  équations  représen- 
tera une  branche  de  la  courbe  donnée  : il  faut  au  moins 
déterminer  autant  que  possible  combien  de  valeurs  de  jy 
répondent  à chaque  valeur  de  a?,  ou  combien  de  valeurs 
de  x répondent  à chaque  valeur  dey  ; 3°  examiner  entre 
quelles  limites  les  coordonnées  sont  réelles,  et  si  la  courbe 
a des  branches  infinies  ; 4°  calculer,  en  prenant  la  dérivée, . 
l’angle  que  la  tangente  fait  en  général  avec  les  axes,  fixer 
les  points  où  cette  tangente  est  horizontale  ou  verticale , 
s’il  y a des  maxima,  ou  des  minima  ; 5°  trouver  s’il  y a des 
asymptotes  et  quelle  est  leur  équation  ; 6°  voir  enfin  si  elle 
admet  des  points  singuliers,  et  de  quelle  nature  ils  sont. 
ier  Exemple  : Discuter  la  courbe 

y 3 — 3 axy  -f-  x3  = o. 

Cette  pourbe  (fig- 1 1)  s’appelle  le  folium  de  Descartes  : 

i°  elle  rencontre  les  axés  à l’origine  seulement  ; 2°  à chaque 

> 

valeur  positive  de  x , depuis  .r  = o jusqu’à  x —a  l/4,  ré- 
pondent trois  naleurs  de  l’ordonnée  y,  depuis  x = aV/ 4 
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jusqu’à  x — sa,  une  seule  des  valeurs  de  y est  réelle',  les 
deux  autres  sont  imaginaires;  enfin,  à chaque  valeur  né- 
gative de  x répond  une  seule  valeur  positive  de  y,  qui 
croit  indéfiniment  avec  x : 3°  la  courbe  a deux  branches 
infinies,  situées  l’une  au-dessous,  l’autre  au-dessus  de 
l’axe  des  X : 4°  la  tangente  en  un  point  quelconque  fait, 
avec  l’axe  des  x , un  angle  r déterminé  par  l’équation 


tangr  — : 


a j — xa 
•jr*  — ax 


la  tangente  est  horizontale  à l’origine  et  au  point  qui  a 

a a 

pour  coordonnées  x = a 1/4 1 y = a \/  2 : cette  dernière 
ordonnée  est  un  maximum  ; la  tangente  est  verticale  à l’o- 

3 3 _ 

rigine  et  au  point  x = a \/ \, y ==  a \/ 2 : 5°  la  courbe  a, 
comme  nous  l’avons  déjà  prouvé,  une  asymptote  dont  l’é- 
quation estjy^:  — x — a : 6°  l’origine  est  un  point  dou- 
ble ; les  deux  tangentes  en  ce  point  sont  l’une  verticale , 
l’autre  horizontale:  90  si  l’on  prenait  pour  axes  des  coor- 
données une  parallèle  et  une  perpendiculaire  à l’asymp- 
tote menée  par  l’origine,  l’équation  de  la  courbe  devien- 
• drait 

y*(3a  -f-  3x  \/rî.  ) = 3 ax1  — x3\/ 2} 

à chaque  valeur  de  x répondraient  deux  valeurs  de  y 
égales  et  de  signe  contraire;  l’axe  des  x serait  un  axe 
principal. 

a“e  Exemple  : Discuter  la  courbe 

yi  — - 96a  aya  loon  ax 1 — x*  — o. 

Cette  courbe  (Jig-  12),  i°  rencontre  l’axe  des  x à l’ori- 
gine et  aux  points  x = ± a l/Tô,  r axe  des  y à l’origine 
et  aux  points  y = db  4#  l/ô’$  20  En  résolvant,  par  rap- 
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port  àjy,  on  trouve 

y — rt  \/48aJ±  \/ {x  — 6fl)(x-(-6rt) (x — 8a)(x-|-8a)  : 

3°.  Depuis  x = o jusqu’à  x = 6a,  à chaque  valeur  de 
x répondent  quatre  valeurs  de  y égales  deux  à deux , et 
de  signes  contraires;  depuis  x — 6a  jusqu’à  x = 8a. 
l’ordonnée  est  imaginaire;  la  courbe  n'a  qu’un  point 
dans  cet  intervalle;  depuis  x = 8a  jusqu’à  X = =;  ion, 
l’ordonnée  l'eprend  quatre  valeurs  réelles;  enfin,  depuis 
x = 10a  jusqu’à  ic  os,  deux  seulement  des  valeurs  de 
y sont  réelles;  la  couibe  s’étend  à l’infini  au-dessus  et 
au-dessous  de  l’axe  des  X ; elle  est  symétrique  par  rapport 
aux  axes  qui  sont  des  axes  principaux;  la  portion  à gau-* 
che  est  entièrement  semblable  à la  portion  située  à droite  : 
4°.  I^a  touchante,  en  un  point  quelconque,  fait  avec 
l’axe  des  x un  angle  dont  la  tangente  trigonométrique  est. 

dy  x3 — 5oa*x 
dx~~~  y 3 — /j  8a1y 

Au  point  x = o,  y — ±.  \a\^6  , la  tangente  est.  hori- 
zontale; elle  «st  verticale  aux  huit  points  qui  ont  pour 
coordonnées 

x=-f-6 a,  y =±4«  l/3  ; x =— 6 a,  y— 
x—  8a,  y — ntz 4 <2  3 ; x— — 8a,  y ~ ri; 4 a 1/3  : 

5°.  La  courbe  a deux  asymptotes  passant  par  l’origine, 
qui  est  son  centre,  et  dont  les  équations  sont  y — x , 
y = — x.  De  sorte  que  leur  position  est  indépendante  de 
la  constante  ou  du  paramètre  a : 6°  l’origine  est  un  point 
double  ; à ce  point  la  courbe  est  touchée  par  deux  droi- 
tes faisant  avec  l’axe  des  x des  angles  dont  les  tangentes 
trigonomé triques  sont  respectivement  égales  à -(- 
et — y ^ ; la  courbe  a,  de  plus,  quatre  points  d’inflexion 
qui  sont  clairenjient  indiqués  par  la  marche  de  ses  bran- 


CALCUL  DIFFÉRENTIEL.  • 


2 24 


ches  ; mais  il  serait  difficile  de  déterminer  leurs  coordon- 
nées, à cause  du  degué  élevé  de  l’équation  dont  elles  sont, 
racines. 

3me  Exemple  : Discuter  1 équation 

y — b c(x  — af  ; 

déterminer  sa  nature  et  ses  points  singuliers  suivant  que 
m sera  un  nombre  pair  in , ou  un  nombre  impair  2/1  -f-i; 
ou  une  fraction  de  dénominateur  pair  et  de  numérateur 
• • 2/z-f-  I 

impair  , ou t' une  fraction  de  numérateur  pair  et 


de  dénominateur  impair 


2/1 

2 p-\-i  ’ 


ou  enfin  une  fraction 


— dont  le  numérateur  et  le  dénominateur  soient 
2/J  + I 

fois  impairs. 

4me  Exemple  : Discuter  la  courbe 

y*  — rx^4-  2 bxxy  — o. 


à 


la 


Cette  courbe  ( fig . i3)  est  formée  de  deux  parties  situées 
l’une  au-dessus , l’autre  au-dessous  de  l’axe  des  x , et  sy- 
métriques par  rapport  à l’axe  desjy;  la  preyiière  branche 
touche  à l’origine  l’axe  des  x , la  seconde  a pour  tan- 
gente l’axe  desjy1,  l’origine  est  pour  la  courbe  un  point 
triple,  et  pour  la  branche  inférieure  un  point  de  re- 
broussement^ l’une  et  l’autre  partie  ont  pour  asymptotes 
les  deux  droites 


qui  rencontrent  l’axe  des  y au  même  point  et  font,  avec 
l’axe  des  or,  un  angle  de  45°. 

5me  Exemple  : Discuter  la  courbe 

y*  -+- y*  — aaj3 — ibx'y  — o.. 

L’origine  est  {fig.  i4).  pour  cette  courbe,  un  point  triple. 
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S"**  Exemple.  Discuter  la  courbe 

2.x1  y*  ■+•  x*  — 6axy*  — iax3  -J~  2 a’x’  z=  o (fig.  i5). 
L’origine  et  le  point  ^=0,  x=a  sontdeux  points  doubles. 

124.  L’arc  s d’une  courbe  f (x,y)  = 0 , ou  j'=F(  x ), 
compté  à partir  d’un  point  fixe  quelconque  A jusqti’au 
point  M , est  évidemment  une  fonction  de  l’abscisse  x de 
ce  point.  Cfette  fonction,  comme  nous  le  verrons  par  la 
suite  , est  très  difficile  à déterminer  : on  n’y  parvient  que 
dans  un  très  petit  nombre  de  cas;  mais  il  n’en  est  pas 
ainsi  de  sa  différentielle,  que  l’on  obtient  très  facilement 
et  dans  tous  les  cas  possibles.  En  effet , considérons  sur  la 
courbe  ( \Jig . 16)  un  deuxième  point  M'  dont  l’abscisse  soit 
a:-j-Ax,  MM'  = As  sera  l’accroissemeut  de  l’arc  AM  = i; 
on  pourra  d’ailleurs  prendre  Ax  assez  petit  pour  que 
dans  cet  intervalle  la  fonction  dérivée  y'  = F' (x)  ne 
changeant  pas  de  signe , l’arc  MM'  soit  convexe. 

Cela  posé,  menons  la  tangente  au  point  M,  elle  fera 
avec  l’axe  des  x un  angle  NMQ  = r dont  la  tangente 

trigonométrique,  le  sinus  et  le  cosinus  sont 

. ‘‘  • » . ’ . • 

r'  y --  JL  .... 

K < +r"  ’ V « -hy” 

/ 

Prolongeons  enfin  cette  tangente  jusqu'à  ce  qu’elle  ren- 
contre en  N l’ordonnée  M P',  prolongée  s’il  #est  néces- 
saire. L’arc  convexe  M/nM'  est  plus  grand  que  la  cdrdc 
MM' et  plus  petitque  la  ligne  enveloppante  MNM';  on  a 
donc 

MwM'<MN -f-NMV 

Or  ; 

MM'sVw+à/*,  mn  = -os^qmq  = ax  ; 

NM'  = NQ  — M'Q  ==  MQ  tangNMQ  — M 'Q  ss  y'ûx  — a y{ 

9 

on  aura  donc,  en  substituant , 


as  A-r’+A^ÿ"*,  As  Ax\/ 1 -y’7  -|-  y'A.r  ■ 

T.  1.  * i5' 


—Ay  \ 

* Y 

». 

* + 


* > -v 

• V y 

■:*  .*  * 


* « 


Digi>i.*d  by  Google 


flçjr 


326 

et  par  suite 


CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 


S>  v^+I 


AT 

A# 


AX 


AX 


A la  limite,  les  seconds  membres  de  ces  deux  inégalités  de- 
viennent égaux  entre  eux  et  égaux  à 


/ 


on  aura  donc  aussi  . 

S = E“  >/  ' +(£)'  = ~ . 

ds  — dx  \/ 1 -J-y7*  = 

rrelle  est  donc  la  différentielle  de  Tare. d’une  courbe  quel- 
conque, considéré  comme  fonction  de  x.  Mais  ce  que  nous 
venons  de  trouver  n’est  que  la  valeur  absolue  de,  ris  ou  de 


en  effet,  1 -f-y'2  est  une  quantité  essentiellement 

positive,  tandis  que  ^ sera  positif  ou  négatif  suivant  que 

l’arc  croîtra  ou  décroîtra  quand  l’abscisse  augmentera , 
e’est-à-dire  suivant  que  les  arcs  seront  comptés  dans  le 
sens  des  x positifs  ou  dans  le  sens  des  x négatifs  ; on  devra 
donc  écrire  généralement 


ds 

dx. 


rfc  1/ 1 ds  = ± \/ dx  * -{-djr*, 


et  Ton  prendra  le  signe  -f-,  si  l’arc  croît  avec  l’abscisse, 
le  signe  — dans  le  cas  contraire. 

Corollaire  Ier.  D’après  ce  que  nous  venons  de  voir, 

lim.  AS = 1 ; il  est  donc  vrai  de  dire  que  lors- 

V'  ax*-+-a  y* 

qu’un  arc  de  courbe  devient  infiniment  petit,  le  rapport 
de  cet  arc  As  à sa  corde  \/ Ax1  -f-  Ay*  devient  égal  à l’u- 
nité. -I 

125.  Corollaire  ame.  Désignbns  par  a,  § les  angles  for- 
més avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives  par  la 


XV  ; 


X 

% 
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tangente  prolongée  dans  le  sens  de  la  corde  MM',  on  aura 
bx  « ..  Ay 


cos  « = lim. 


ou 


cos  * — 


\/  Ax3-f -A_y’ 
dx 

\/ dxx  -f-  dyx 


cos  o = lim. - 


cosC  = 


V^ax*-+^a y*  ’ 

dr 

\/ dxx  -\-dyx 


si  dans  ces  équations  on  substitue  au  radical  V'daf  -y  dy' . 
sa  valeur  ifc  ds , on  trouvera 

cos<*  = ± — , cos£  = ±d~\ 

. * ds  ds 

on  devra  prendre  le  signe  -4-  ou  le  signe  — - suivant  que 
la  tangente  aura  été  prolongée  dans  le  même  sens  que 
l’arc  s , ou  en  sens  contraire.  En  effet,  si  la  tangente  est 
prolongée  dans  le  sens  de  l’arc,  cos  a sera  positif  si  l’arc 
croît  et  décroît  avec  l’abscisse , négatif  dans  le  cas  con- 
traire. Mais^,  comme  nous  l’avons  dit,  est  aussi  positif 

dans  le  premier  cas,  négatif  dans  le 'second;  on  a donc 
toujours  dans  cette  hypothèse 

dx  . dy  \ 

cos*  m —i  et  par  suite  cosb  = ~-# 
ds  ds 

• 

Au  contraire,  si  la  tangente  est  prolongée  en  sens  con- 
traire de  l’arc,  cos  a sera  négatif  si  l’arc  croît  et  décroît 

# • 

avec  l’abscisse,  positif  dans  le  cas  contraire;  mais est 

dx 

positif  dans  le  premier  cas , négatif  dans  le  second;  on  de- 
vra donc  prendre  * 

, 4 

, dx  . „ dr 

' cosarr — — , et  par  suite  co9t=— — . 

r dS 


I , 


* * 


9. 


■y  > 

* 


i5. . «S» 


ï ■ 


' \ 
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A 

"Dn  la  courbure , du  rayon  et  du  centre  de  courbure  d'une  courbe  plane. 


126.  Soit  R le  rayon  d’un  cercle  qui  ( fig . 17)  touche 


la  droite  AB  au  point  M.  Si  le  rapport  — diminue,  c’est- 

à-dire  si  le  rayon  R augmente,  la  portion  de  la  circon- 
férence qui  avoisine  le  point  de  contact  s’approchera  sans 
cesse  de  la  droite  AB,  sa  courbure  diminuera  ; cette  cour- 
bure serait  même  sensiblement  nulle  et  le  cercle  se  con- 


fqndrait  sensiblement  avec  la  droite  AB  si  le  rayon  R était 

très  grand,  ou  le  rapport  ~ sensiblement  nul.  Au  Con- 

R 


traire,  si  ^ augmente  ou  si  le  rayon  diminue,  la  courbure 

du.cercle  augmentera,  il  s’éloignera  de  la  droite.  La  cour- 
bure d’un ‘cercle  augmente  donc  ou  diminue  en  même 


temps  que  le  rapport  ~ 5 dès-lors  il  est  naturel  de  pren- 


dre ce  rapport  pour  la  mesure  de  la  courbure. 

Soient  d’ailleurs  x,y  les  coordonnées  d’un  point  quel- 
conque M du  cerclé  5 r l’inclinaison  de  la  tangente  en  ce 
point  ; s l’arc  compris  entre  un  point  fixe  et  le  point  (.r,,/); 
enfin  Ax,  A y,  Ar,  As  les  accroissements  que  prennent 
ces  diverses  Variables  quand  on  passe  du  point  (ar,  y)  à un 
second  point  M'  ou  (x-\-  Ax,  y A y)  assez  rapproché 

pour  cple  l’inclinaison  croisse  ou  décroisse  toujours  dans 
l’intervalle  de  x à x -f-  Ar. 
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Cela  posé,  si  (Jig-  1 8)  nous  menons  la  tangente  au  point 
M'  et  les  deux  rayons  CM , CM',  on  aura  immédiatement 

. MM'  = ±aj,  T' NM'  = MCM'  = ± sr; 

et  puisque  l’arc  est  proportionnel  à l’angle  au  centre 

» * I , <Jr  , 

* " = R=±r,' 


la  courbure  d’un  cercle  mesurée  par  ^ sera  donc  aussi  re- 
présentée, en  valeur  absolue,  par  le  rapport  ^5  et  comme 
cette  .courbure  et  ^ sont  des  quantités  essentiellement  po- 
sitives, il  est  évident  que  dans  l’équation'^  = ± ^ il 

faudra  prendre  le  signe  -f-  si  l’arc  s et  l’inclinaison  r 
croissent  et  décroissent  epsemble,  le  signe  — dans  le  cas 
contraire. 

127.  Concevons  maintenant  qu’il  s’agisse  non  plus  d’un 

N " * A» 

cercle,  mais  d’une  courbe  quelconque,  le  rapport  — ne 

sera  plus  dès-lors  toujours  égal  à une  quantité  constante 

^ , mais  variera,  au  contraire,  d’un  point  à l’autre  sur  la 

caurbe  dont  il  s’agi I ; l’analogie  nous  force  à reconnaître 
que  ces  variations  ont  quelque  rapport  avec  la  courbure 
de  l’arc  s.  Il  est  du  reste  évident  que  plus,  pour  une 
même  longueur  de  A y,  l’angle  Ar  de  deux  tangentes  con- 
sécutives on  Y angle  de  contingence  sera  grand,  plus  la 
courbe  s’éloignera  de  la  tangCnte  au  point  M,  plus  sa 

courbure  augmentera , et  réciproquement  ; le  rapport 

est  donc  lié  avec  la  courbure  de  la  courbe,  et  nous  pou- 
vons appeler  ce  rapport  la  courbure  moyenne  de  cet  arc. 
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De  plus,  si  le  point  (r  •+- Ar,  j-f- Aj)  vient  à se  rappro- 
cher indéfiniment  du  point  {pc  ,y),  le  rapport ——  conver- 
gera en  général  vers  une  limite  déterminée  et  finie  ih  ^ ; 
cette  limite  qui  , quand  Ar  est  très  petit,  est  sensiblement 

éeale  à ± — , est  donc  liée  elle-même  avec  la  courbure  de 
° a s 

la  courbe,  et  nous  conviendrons  de  la  prendre  pour  me- 
sure de  cette  courbure  au  point  (ar,  y). 

128.  Aux  points  très  voisins  M et  M 19),  menons 
deux  normales  consécutives  qui  se  rencontrent  en  C 5 la 
distance  MC  = r sera  sensiblement  égale,  et,  si  l’on  passe  à 
la  limite , rigoureusement  égale  au  rayon  d’un  cercle  qui 
aurait  pour  centre  le  point  de  rencontre  des  deux  nor- 
males, et  qui  aurait  même  courbure  que  la  courbe.  En 
effet,  dans  le  triangle  MCM'  l’angle  CM'M  sera  lui- 

*7f 

même  sensiblement  droit  et  égal  à — ± e , e étant  une 

quantité  très  petite  qui  s’évanouit  avec  Aar  ; de  plus,  l’angle 
MCM'=Ar  : on  aura  donc,  en  comparant  les  sinus  des 
angles  aux  côtés  opposés, 

• • ( * 1 ^ 

sin  -±i  1 . , 

• • \2  J SU1  ± Ar 

r ~ l/ÂxM-Aj1’ 

et  l’on  conclura , en  passant  à la  limite  et  en  appelant  o*la 
limite  de  r, 


or  il  résulte  évidemment  de  cette  équation  que  p est  le 
rayon  d’un  cercle  dont  la  courbure  serait  ou  c(ui  aurait 

même  courbure  que  la  courbe  proposée.  Ce  rayon,  porté 
à partir  du  point  M,  sur  la  normale  passant  par  ce  point 
et  prolongée  du  côté  de  la  concavité,  est  ce  qu’on  nomme 


9 
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le  rayou  de  courbure  de  la  courbe  proposée  relatif  au  point 
dont  il  s’agit.  Son  extrémité,  qu’on  peut  regarder  comme 
le  point  de  rencontre  de  deux  normales  infiniment  voi- 
sines, s’appelle  le  centre  de  courbure.  Enfin  le  cercle  qui 
a ce  dernier  point  pour  centre , et  le  rayon,  de  courbure 
pour  rayon , se  nomme  cercle  de  courbure  on  cercle  oscu- 
lateur.  Il  touche  évidemment  la  courbe  donnée,  puisqu’il  a 
même  normale  et  même  tangente , il  a la  même  courbure 
qu’elle , et  tourne  sa  concavité  du  même  côté. 
dr 

129.  La  courbure  — et  le  rayon  de  courbure  p peuvent 
“ • 

être  présentés  sous  diverses  formes  qu’il  est  bon  de  con- 
naître. 

i°.  En  prônant  X pour  variable  indépendante,  on  aura 

tangr=±^',  t = ± arc  tang  y', 

y"  * 9 , 

dr~± — -——dx,  ds  = zhdx[/  l -+•  y ", 
«+/* 

et  par  suite , l’équation 


donnera 

i 

P 

d’où 


= ± 


— — î = ±/"  côs3r  =±  — — j-; 

(«+/*)T  860  T 


S 


- (»  + /'*) 


A l’inspection  de  cette  dernière  formule  on  reconnaît  im- 
médiatement, i°  que  la  courbure  devient  nulle  et  le  rayon 
de  courbure  infini  toutes  les  fois  qu ey"  se  réduit  à o : alors 
le  cercle  osculatcur  se  transforme  en  une  droite  et  se  con- 
fond avec  la  tangente.  C’est  ce  quia  lieu,  par  exemple, 
pour  tous  les  points  d’inflexion  dans  le  voisinage  desquels 
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les  fonctions  y'  et  y"  restent  continues  par  rapport  à X. 
2°  Si  pour  un  certain  point  la  valeur  dey"  devenait  infi- 
nie, sans  que  la  tangente  fût  perpendiculaire  à l’axe  des  x \ 
la  courbure  serait  elle-même  infinie  et  le  rayon  de  cour- 
bure s’évanouirait;  3°  si  les  quantités  y',  y"  devenaient 

x 

• • t / 1 —J—  ^ 

toutes  deux  infinies,  la  fraction  — - — — se  présenterait 

sous  une  forme  indéterminée;  mais  on  pourrait  fixer  sa 
véritable  valeur  à l’aide  des  principes  que  nous  avons  éta- 
blis; 4°  si  l’une  des  fonctions^',’  y"  devient  discontinue 
et  change  brusquement  de  valeui*,  il  en  sera  de  même  du 
rayon  de  courbure  ; cette  circonstance  peut  se  présenter, 
par  exemple,  aux  points  saillants  d’une  courbe. 
Exemples  ■: 


i -t-arc  tang--J, 

y — x1  arc  tang~^,  pour  x = o. 

Si  l’on  se  rappelle  que  la  normale  N est  égale  à 


COS  r 


on  trouvera 


A A N3 

N3  = r3(i-Jir'>)\  (,+,'»)■ 


-_  + ry  r_ 


N3 


N3  ’ 


rV 


l 


on  détermine  facilement,  à l’aide  de  cette  dernière  équa- 
tion , les  rayons  de  courbure  de  plusieurs  courbes. 
ier  Exemple  : 

y ’ = 2/AT-J-  qxy. 


Cette  courbe  sera  une  ellipse,  une  parabole  ou  une  hy- 
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perbole,  suivant  que  la  quantité  q sera  négative,  nulle,  ou 
positive. 

En  diiTérentiant  cette  équation,  on  trouve 

_ a 

yy'  =p-\-  qx,  y*  y'*  + ipqx  + q'x*  = p'  qy  > , 


r'‘=p  + i,  r"r' 


-PX,  ,y  =-,-; 


• n3  ’ * N3 

l’équation  p = ±:  donnera  donc  a = — . Si  l’on  re- 

. yy  r p 1 

met  pour  N sa  valeur 

N = I / y' + y' y'*  =[/,»  + (,+  q)y4  . 

on  aura 

*.  • 

. _ l>,+(iH-y)r,]7_  Lp*-K  » -H)  ( ipx+qx1)}' 


P1 


P 1 


Si  dans  cette  formule  on  fait  x = o , il  vient  p — p. 

Ainsi , dans  l’ellipse , la  parabole  et  l’hyperbole , le  rayon 
de  courbure  correspondant  à l’extrémité  du  grand  axe, 
ou' à l’extrémité  de  l’axe  réel,,  est  équivalent  à la  quantité 
p qu’on  nomme  le  paramètre. 

Si  la  courbe  proposée  se  réduit  à la  paraboley’=2/?x, 
on  a q = o , et  * 


>='(‘+7Î- 


JC  * Y * 

2m'  Exemple  : L’ellipse  ou  l’hyperbole  — ±^  = ±i. 
On  trouve 


— üz^~  = o,  y'x  — ± — ( — rp  i ),  y"  ~i£L  — 
a*  b*  ' J a’  W1  + J J ^a* 


b'  (b 


b * 


a y 


J „ b*  N3' 


(;y- 
\ « / 
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puis , en  remettant  pour  N sa  valeur, 

/à*  , Y1  f b*  a*  V 

_(^x>±a>:+:jr7  {^xt+r»jrj 


ab 


ab 


0*1  «2»  ^ y 1 

Si  l’on  considère  en  particulier  l’ellipse  — -f-  ~ = i , on 
troüve , pour  le  rayon  de  courbure  à l’extrémité  de  l’axe  a , 
p — — , et  pour  le  rayon  de  courbure  à l’extrémité  de 

I axe  b,  p —j. 

3mc  Exemple  : La  cycloïde.  Nous  avons  trouvé 

'-Wt-'’  • ■ ' 


d’où 


aR 


y = — r"  = — -,  rV  = -Rr  = — |N% 

• J \ V 

et  par  suite , 

p = aN. 

Ainsi , dans  la  cycloïde , le  rayon  de  courbure  est  double 
de  la  normale  ; par  conséquent  ce  rayon  de  courbure  s’é- 
vanouit avec  la  normale,  et  la  courbure  est  infinie  dans  tous 
les  points  où  la  cycloïde  rencontre  la  base,  c’est-à-dire 
dans  tous  les  points  de  rebroussement,  tandis  qu’à  chacun 
des  sommets  le  rayon  de  courbure  devient  égal  au  double 
du  diamètre  du  cercle  générateur. 

130.  Si  l’on  cesse  de  prendre  l’abscisse  x pour  variable 
indépendante,  on  trouvera 

, _dy  . dy 

tangr  = ±^,.  r = ±arctang--, 


Ht 


dx  ’ q-  dy 1 


— • *_ 
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et  l'équation  - = db  ^ donnera 


■ , i .dxd'y—dyd'x  . dxd'y—dyd'x 

p (dx>+dr*y  * 

Dans  le  cas  particulier  où  l’on  prendra  l’arc  s pour  varia- 
ble indépendante,  l’équation  dx'  -\-dy'  = ds*  donnera 

dx  d'x  -f-  dyd*y  — o , 

et  l’on  en  conclura  • ® 

d'y d'x dxd'y  — dyd'x (d'x)1  -\-(d'~yÿ 

dx  ~ dy~  dx'-\-dy'  \/dx'  -f-  dy'  ’ 

on  aura  donc  dans  ce  cas 


i _ V-  (d'x)' + (d'y  j*  _ r/d'xy  , fd'y\'-){ 

P ds'  ~LV^V  ds*  ) J * 

131.  Lorsqu’on  veut  appliquer  ces  formules  à la  déter- 
mination du  rayon  de  courbure  d’une  courbe,  il  faut 
commencer  par  exprimer  les  différentielles  dx , d'x , dy, 
d'y , en  fonction  des  coordonnées  et  de  la  différentielle 
delà  variable  indépendante.  On  se  trouvera  dispensé,  dans 
chaque  cas  particulier,  de  faire  un  calcul  de  cette  espèce, 
si  l’on  emploie  la  formule  générale  que  nous  allons  établir. 

Soit  u = f (x,y)= o,  l’équation  de  la  courbe  donnée  : 
on  aura , en  différend  ant  deux  fois , 


du' , du  , 

5*  + ^=°' 


du 

dx 


. du  , ( d'u  . 2 d'u  . , d'u  \ 

d'x-\-~r-d'y=ja—{  - — dx'-\-  ■ dxdy -| — - — dy'  i , 

dy  J \dx'  dxdy  J dy*  J ) 
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et  par  conséquent 


dy dx  _ dyd'x — dxd *f u (dx'  + dy')* 

du  du  du  du  . T. _ , , . , , , , I’  ' 

?•=*■+**  ~[(sMI7 


dx 


dxd  y — dyd  »*  ==  3: {dx'  + dy’  Y } du  . du 

' k . I \ 


t(£M*)7 


a>X+^d>y\ 

Hï \dx  dy  J “ 


dxd'? — dyd'x—  ±. 


(<£r’-f-4r,)r 

[(£)H£)1 


— (P^dx^+^dx4r+—4rA 


En  substituant  dans  la  valeur  de  p et  remplaçant  les  dif- 
férentielles dx,  dy,  par  les  quantités  proportionnelles 
du  du  • 

<fy’  ~ " dx'  on  trouvera  définitivement 


(du\ 

3 d*u 

du  du  d*u  . 

f du  V d*u 

\dy) 

dx 3 

-2 f- 

dx  dy  dxdy  ’ 

\dx)  dy 3 

KIWDT 


Si  les  variables  x,  y étaient  séparées  dans  l’équation 
u = o,  c’est-à-dire  si  la  fonction  u se  composait  de  deux 
parties,  dont  l’une  renfermât  la  seule  variable  x,  et  l’au- 
tre la  seule  variable^;,  on  aurait 

d*u' 


— o . 


et 


dxdy 

•'  ./  du\ad,u  /du\,d1u 

L— -+-  \dy)'dxi^~\dx)  dy% 


[(SW£)'T 


(1)7  / 

Si  r on  applique  cetteformule  aux  courbes  citées  plus  haut , 
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oji  retrouvera  immédiatement  les  valeurs  déjà  obtenues 
pourp.  • , ' • 

Nota,  p est  une  quantité  absolue,  une  longueur  ; il  fau- 
dra donc,  dans  les  équations  qui  précèdent,  réduire  le 
double  signe  rt  au  signe  -f-  ou  au  signe  — , de  manière  à 
obtenir  pour  p une  valeur  toujours  positive. 

152.  Si  (Jig . 16)  à partir  du  point  (x , y)  on  porte  sur 
la  courbe  donnée  et  sur  sa  tangente,  prolongée  dans  le 
sens  de  l’arc  s , des  longueurs  égales  et  infiniment  petites 
MM',  MM,,  représentées  par/,  on  trouvera,  pour  les 
coordonnées  de  l’extrémité  M,  de  la  deuxième  longueur, 

, .dx  . dy 

2°  pour  les  coordonnées  de  l’extrémité  M7  delà  première, 


I et  J désignant  des  quantités  infiniment  petites  \ car  en 
supposant  que  les  coordonnées  x et  y étant  exprimées  en 
fonction  de  l’arc  s pris  pour  variable  indépendante , ou  ait 

. . * = ?>(*}»  r =*(*)> 

les  coordonnées  jt',  y correspondantes  à s / seront 

x,=<p(s-+-i)  = <p (s) -H <p’ {*)• -+- ~ [ !>" (#)  + 1 ] 
dx  i * ( d'x  \ 

y' =jk(**W)=*W  + «VW+  lx"(*) -M3 

* 1-2 

“ « dy  i * / d2y 

= ytiis+~aVd^'¥  ■)' 


v- 


& * 


’.'Jk  * v 
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Cela  posé,  i°  la  droite  M.M'  qui  joindra  les  extrémités <Je 
ces  longueurs,  sera  sensiblement  perpendiculaire  à la 
tangente,  ou  sensiblement  normale  à la  courbe.  En  effet, 
'J  en  appelant  a,,  S,  les  angles  que  cette  droite  fait  avec  les 
axes  des  x et  desy;  a,  6 les  angles  de  la  tangente  avec 
ces  mêmes  axes,  on  a 


cos  ce,  cosC, 


ou,  à très  peu  près, 

cos«,  cos  G, 

d'a : d'y  ’ 

dsx  ds * 

on  a d’ailleurs  rigoureusement 

cos«  'COSC 

dx  dy 

De  plus,  en  différentiant  l’équation  dx*  -f-  dy*  = dsa,  et 
regardant  l’arc  s comme  variable  indépendante , on  aura 

dxd'x  + dyd*y  = o, 

et  en  substituant  pour  dx,  dy,  d*x,  d'y,  les  quantités 
prop  ortionnelles 

’•  COS«,  • COS  G,  COS  COS  G,, 

cos«e  cos  «,  + cosff  cos  f,  = o: 


or  cette  dernière  équation  exprime  que  la  droite  M,M' 
est  perpendiculaire  à la  tangente  j donc,  etc. 

* a°.  Si  nous  appelons  à la  longueur  M.M',  nous  aurons 


et  par  suite 


V (d'x\  , 

d'y  y 

^î=K,n  îl- 

L(zr)+< 

,27.) 

J 

‘ * 

’■  '*  •'  * V,  bfcic 
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Mais  en  prenant,  comme  .nous- l'avons  supposé,  l’arc  s 
pour  variable  indépendante,  et  désignant  par  p le  rayon 
de  courbure , on  a 


on  aura  donc 


■[(£M£)Î 


En  conséquence,  pour  obtenir  le  rayon  de  courbure  d’une 
courbe  en  un  point  donné,  il  suffit  de  porter  sur  cette 
courbe  et  sur  sa  tangente  prolongée  dans  le  même  sens , 
des  longueurs  égales  et  infiniment  petites  , et  de  dÿisèr 
le  carré  de  l’une  d’elles  par  le  double  de  la  distance  com- 
prise entre  leurs  extrémités;  la  limite  du  quotient  est  la 
valeur  exacte  du  rayon  de  courbure. 

Çorollaire.  En  appelant  X,  p les  angles  que  fait  avec 
les  axes  la  normale  à la  courbe,  au  point  x, y,  et  remar- 
quant que  ces  aqgles  sont,  comme  on  vient  de  le  prouver, 
sensiblement  égaux  à , ê, , ou  sont  les  limites  des  deux 
angles  a,,  S,,  on  trouvera  rigoureusement,  en  prenant 
l’arc  s pour  variable  indépendante, 


cos  a cos  (l 

dxx  dxy 

ds 1 ds% 

• -1 

et  par  suite  cos  A 


s/WFm. 


~±p, 


■ d*x  dlr 

±p-j~r,  cos 


ds* 


ds% 


133.  JjC  centre  de  courbure  correspondant  à un  point 
(x->y)  ■>  scra  placé  par  rapport  à ce  point  du  côté  des  y 
positifs,  ou  du  côté  des  y négatifs,  suivant  que  la  valeur 

du  rapport  T étant  l’angle  de  la  tangente  avec  le  demi- 
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axe  des x positifs,  déterminé  par  l’équation  tang  r = — , 

sera  elle-même  positive  ou  négative.  En  elî’et,  le  centre 
de  courbure  étant  le  point  d’intersection  de  deux  nor- 
males infiniment  voisines,  il  est  clair  que  la  courbe  tour- 
nera .toujours  sa  concavité  vers  ce  même  centre.  Or  la 
courbe  tourne  sa  concavité  du  côté  des  y positifs  lorsque 
la  valeur  dey"  est  positive,  du  côté  des  x négatifs  dans 
le.  cas  contraire  ; donc  aussi  le  centre  de  courbure  sera 
situé  par  rapport  au  point  M du  côté  desy  positifs,  ou  du 
côté  des  négatifs,  suivant  que  la  valeur  dey"  sera  posi- 
tive ou  négative. 

Lfailfeurs , l’équation  ^ ^ ^ nous  montre  que 

dr 

— et  y "étant  des  quantités  de  même  signe,  ou  pourra 

évidemment  consulter  le  signe  de  la  première  au  lieu  du 
signe  de  la  seconde  ; donc , etc. 

Il  est  bon  d’observer,  i°  que  la  valeur  et  le  signe  du 

rapport  ~ restent  les  mêmes  quelle- que  soit  la  variable 

indépendante  ; 2°  que  ce  que  nous  venons  dédire  s’appli- 
que non-seulement  à l’angle  t,  mais  encore  à l’un  quel- 
conquedesanglesdéterminés  par  l’équation  0=arc  tangy, 
qui  ne  diflèrent  de  r que  par  desquantités  constantes. 


« •• 


%■ 


++  4 

\ « 
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Détermination  analytique  du  centre  de  courbure. — Théorie  des  développées 
ot  des  développantes. 


134.  Soit  p le  rayon  de  courbure  d’une  courbe  plane 
correspondant  au  point  (x,y),  et  £,  n les  coordonnées  du 
centre  de  courbure  : ce  centre  n’étant  autre  chose  que 
l’extrémité  du  rayon  p porté  sur  la  normale  à partir  du* 
point  (x,  y),  et  du  côté  vers  lequel  la  courbe  tourne  sa 
concavité,  Ses  coordonnées  r,  vérifieront  l’équation  de 
la  normale;  on  aura  donc 

(?  — •r)'ir  + (« — ?)dy  = o,  ■ 

et  de  plus 

(S  — ■*)*  + (*—  y)*  — fi 

on  tire  de  ces  équations 

• l — * _ _ » — y [(I  — x)*  + (<  — j)*]T  _ _j_  ji 

dy  dx  \/~dx'  -f-  dy*  ds 

.1  di 

En  ayant  égard  à l’équation  - = rfc  — , et  se  rappelant 

que  le  centre  de  courbure  sera  situé  par  rapport  au  point 

(x,y),  du  côté  des  y positifs  ou  négatifs,  ou  que  la  dif- 

-,  , ...  dr 

ferencej  — >5 sera  négative  ou  positive,  suivant  que  — 

sera  une  quantité  positive  ou  négativê',  et  que  par  consé- 
quent y — « et  — sont  des  quantités  de  signes  contraires, 
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i — x i — y _ 

dy  dx 


I • 
'dr 


, dy 

• l — x — — . « — y — 


dr 


dx 

*' 


Ces  deux  équations  serviront  dans  tous  les  cas  à détermi- 
ner les  coordonnées  £,  r,  du  centre  de  courbure.  Si  l’on 
prend  x pour  variable  indépendante,  on  aura 


dr  y"  dr  dr  dx  i y 

~fx  . i I7a  ’ JT.  ' JT  JT.  TT> 


dy  dx  dy 


■ -Kr'1 
'ï 


2 T_  r,(»+r,,J  ’+r 

ç **  — 177?  * * / — // 


Si  l’on  cesse  de  prendre  x pour  variable  indépendante , 
l’équation  tang  r =J  donnera 

dr  dy dxd'y—dyd'x 

cos'r  dx  dx ' ’ 

I dxd'y — dyd'x  dxd'y — dyd'x 


dr  = 


i ■+■  tang1  r 
et  par  conséquent 


X 


dx 1 


dx 1 -f-  dj1  ’ 


, , dx*  -f-  dy'  dx'  -f-  dy2 

dxd'y  — dyd'x'  J dxd'y — dyd'x ’ 

Multipliant  la  première  de  ces  équations  par  d*x  et  la 
seconde  par  d'y,  et  ajoutant,  on  trouverait 

(É — x)d'x-{-( i, — y).d'y  = dx'  -f-  dy'  — ds' , 


ou 


ds'  ds ' 

Il  serait  facile  d’établir  directement  cette  équation,  qu’on 
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peut  mettre  sous  la  forme  * 

£ — x d'x  * — y d'y 

— f-jF+-r=-rïs  = 

en  effet,  et  ainsi  que  p p ejtpri- 

ment  également,  lorsqu’on  prend  l'arc  s pour  variable 
indépendante,  les  cosinus  des  angles  A,  p que  la  normale 
prolongée  vers  le  centre  de  courbure  fait  avec  les  axes; 
de  sorte  que  l’équation  précédente  se  réduit  à l’équation 
identique 

cos  JA  -J-  cos  '/*  = 1 . 

Dans  le  cas  particulier  où  l’on  prend  l’arc  s pour  variable 
indépendante,  les  équations 

d'x  > d'y 

£—x  = p cos*=p'2^r*  1 — X = P «>S(U  —p' 


donnent,  en  mettant  pçürp’  sa  valeur  (n°  150), 

i 

\ds*  J^Kds*  J 

. dx*-\-dy*  dx.*-{-dr* 

(c/\r)a  + (<i*/)a  * * (d*x)2~4-(d*Yy  ^ * 


(d'x)'  + (d'y)' 


135.  On  peut  enfin  parvenir  à des  équations  qui  ex- 
priment immédiatement  les  coordonnées  du  centre  de 
courbure  au  moyen  des  coordonnées  x,  y et  des  dérivées 
partielles  de  l’équation  de  la  courbe , u = o.  E11  effet , les 
équations 


du  du 

(i — x)dx-+-(n—jr)dy=o,  — dx-+-—dy=v  , 


donnent 


g — x « — y (I— x)d'x-\~(ii — y)  d'y 


du  du  du  , .du  , 

- j - ~r  -r<i'x+-r<i'y 

dx  dy  dx  ily 


16.. 
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mais  nous  avons  trouvé 


: , -du  ( d*u  d*u  d%u  \ 

; d* 1 + 2 ^Axd*+d^  dy  )’ 


du 

rfx  dy  { \dx'  dxdy  dy* 

(J — + («  — y)d*y  = dx*  -f-  dy1; 


on  aura  donc  aussi 
l—x  v — y 


dx* 


dy* 


du 

de 


du 


d*u  d*u  d*u 

-dx2  + 0L——dxdy  + ’T^dy2 
2 dxdy  dy 2 


dr 


puis,  en  substituant  aux  différentielles  dx,  dy  les  quantités 
^ qui  leur  sont  respectivement  proportionnelles, 
011  trouvera 


( du 


( du\* 


% — x 1 — y 


[dy  ) 


du  du  / du  y d*u 

dx  dy  \dy)  dx * 


f du\*  d1u  du  dit  d*lt  ( du \*  d*u 

dxdy  dxdy  \dxj  dy* 


K£X*)7 

lorsque  dans  l’équation  u— o les  variables  x,  y sontsépa- 
d 2 u 

rées,  on  a = o , et  la  formule  précédente  se  réduit  à 


dxdy 
% — x « — y 


du  du 

dx  dy 


(du\>  (duy 
\«fo/  "*~\dy) 

( du\ * d*u  ( du\ * d*u 


\dy J dx 1 \dx J dy 1 

u t 


• [(£)>(!)'] 

Au  moyen  de  l’une  ou  de  l’autre  de  ces  deux  formules. 
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on  déterminera  immédiatement  les  coordonnées  £ , r,  du 
centre  de  courbure  correspondant  au  point  (x,  y)  et  le 
rayon  de  courbure  p. 

136.  Nous  avons  trouvé  que  les  coordonnées  et  le  rayon 
de  courbure  vérifiaient  toujours  les  trois  équations 

,ay|(S— •*)’  + («  — j)’=f S (?— x)dx-\-{,  — y)dyrz=o, 

' | (| — + (1  — J y)d7y  — dx J — dy*  = o, 

qui  suffisent  pour  déterminer  ces  trois  inconnues  en  fonc- 
tion de  .r,  y.  Il  est  essentiel  de  remarquer  que  l’on  re- 
trouve la  deuxième  et  la  troisième  équaLion  lorsqu'on 
différentie  la  première  et-  la  deuxième , comme  si  lesdeux 
inconnues  £,  y;,  étaient  des  quantités  constantes. 

Lorsque  le  point  (x, y)  vient  à se  déplacer  sur  la  courbe 
donnée,  le  centre  .de  courbure  se  déplace  en  même  temps. 
Si  le  premier  point  se  meut  d’une  manière  continue  sur  la 
courbe  dont  il  s’agit,  le  deuxième  décrira  une  nouvelle 
courbe.  Or  pour  obtenir  l’équation  de  cette  dernière,  il 
suffira  évidemment  d’éliminer  x,y  entre  l’équation  u — o 
et  deux  des  équations  qui  déterminent  £,  y,  par  exemple, 

(4— x)dx-\-(ti— y)dy=o,  (J — x)d2x-{-(^ -y)d  1y  —dx1 — dy*=o, 

ou  (n°.  1 35) 

i — x _ >1  — y _ 

du  du 

dx  dy 

L’équation  résultant  de  l’élimination  ne  renfermera  plus 
que  les  deux  variables  £,  r,  et  représentera  précisément  la 
ligne  qui  sera  le  lieu  géométrique  de  tous  les  centres  de 
courbure  de  la  courbe  donnée.  En  supposant  que  x , y , 
flx , dy,  d'x,  d*y,  etc.,  tiennent  la  place  de  leurs  va- 
leurs en  •£,  n dans  les  équations  (a),  çes  équations  appar- 
tiennent évidemment  à la  ligne  lieu- de  tous  les  centres 
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de  courbure  ; les  différentielles  de  ces  équations  lui  appar- 
tiendront donc  égalemfent.  Or,  si  l’on  différentie  les  deux 
premières,  et  si  l’on  supprime  les  termes  qui  s’évanouis- 
sent en  vertu  de  la  seconde  et  de  la  troisième,  on  trouvera 

(£  — x) — f-  (*  — y)dt,  = pdp , d\dx  — dn dy  = o 

cette  dernière  équation  exprime  que  les  tangentes  menées 
à la  courbe  donnée  par  le  point  (x,  y),  et  à la  nouvelle 
courbe  par  le  point  (£  \ rj),  sont  perpendiculaires  entre 
elles  , ou  que  la  normale  à la  courbe  donnée  est  parallèle 
à la  tangente  à la  seconde  courbe.  Par  conséquent,  le 
rayon  de  courbure  qui  coïncide  avec  la  normale,  et  vient 
aboutir  au  point  (£,  «),  sera  en  ce  dernier  point  tangent 
à la  seconde  courbe. 

Déplus,  si  l’on  nomme  <7  l’arc  de  cette  nouvelle  courbe' 
compris  entre  un  point  fixe  et  le  point  mobile  £,  r, , on 
aura 

dt'  -f-  df  = de*  , 

et  l’on  tirera  des  équations 

V • , 

(?  — *)  dx  -+-  — y)  dy  = a y d\dx  dy  dy  = o , 

(?  — x)dl-\-(it — y)dti  = pdp, 

dl  _ Jn__  _ (|—  x)dj+(,—  y)d,  _ V'd\'+di' 

l — x * — y p*  P 

dp do- 

~ P P ' 

On  trouvera  par  suite 

dp  = db  do-,  d(p  rp  «■)  ±z  o , 

ou  en  faisant,  pour  plus  de  commodité,  ç,z+:a  = f(x)t 
ç'(x)dæ  — o,  p'(x)  = <h 

La  dérivée  de  la  fonction  <p(x)  étant  toujours  nulle. 
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cette  fonction  sera  constante  et  sou  accroissement  tou- 
jours égal  à zéro,  puisque  l’on  a 

Ap(x)  = p(x+ ax)  — i tp{x)  = <p'(x  + 6ax)  ax  = o ; 
on  a donc  enfin  Aprp  A<r  = o,  * Ap  = ±An. 

Cette  équation  prouve  que  l’arc  Au  renfermé  entre  deux 
points  de  la  nouvelle  courbe  est  égal,  au  signe  près,  à la 
différence  des  rayons  de  courbure  qui  aboutissent  à ces 
deux  points.  Ajoutons  que  le  signe  du  deuxième  membre 
de  l’équation  Ap  = ± Ac  sera  le  signe  du  deuxième  mem- 
bre des  équations 


di % — x 

d<r  ~~  ~S~  p 1 


rit 

(l<r 


= ± 


i—  y 


dl,  dt\ 


Les  premiers  membres  — , —sont  les  cosinus  des  angles 

1 dr  dtr  .V 

que  fait  avec  les  axes  la  tangente  à la  nouvelle  courbe  pro- 
longée dans  le  sens  de  l’arc  a;  les  seconds  membres 

- — — , * sont  les  cosinus  des  angles  nue  fait  avec  les 
P ' (U  n 

mêmes  axe^e  rayon  de  courbure  mené  du  point  (x , y ) au 

point  £,  n;  on  en  conclura  facilement  que  l’arc  a-  et  le 

rayon  p croîtront  simultanémentouquel’onauia  Ap—Aa, 

si  la  tangente  à la  nouvclle«courbe  prolongée  dans  le  sens 

de  l’arc  <r,  coïncide  non  pas  avec  le  rayon  p , mais  avec  le 

prolongement  de  ce  rayon  au-delà  du ‘point  £ , w,  tandis 

que  dans  l’hypothèse  contraire  le  rayon  p venant  à croître, 

l’arc  <j  diminuera,  cl  l’on  aura  Ao  = — A a. 

137.  Cela  posé,  concevons  (Jig,  21). qu’un  fil  inexten- 
sible, fixé  par  une  de  ses  extrémités  p,  et  d’une  longueur 
égale  à celle  du  rayon  de  courburep,  soit  d’abord  appliqué 
sur  ce  rayon  ; puis  que  ce  même  fil  restant  toujours  tendu 
vienne  à se  mouvoir  de  telle  sorte  qu’une  partie  s’enroule 
sur  l’arc  ± An  compris  entre  le  point  p ou.(£ , z)  et  le 
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point  fjL  ou(£  -}-  AÇ , >3  — An).  L’autre  partie  qui  restera 
droite  et  touchera  la  nouvelle  courbe  CC'  au  pointp',  aura 
évidemment  la  longueur  du  rayon  de  courbure  à ce  point, 
puisque  dans  le  cas  dont  il  »’agit 

Air  == — Ap,  W ft'  =M'pt  — ft.fi'  — f — A<r .=  p -4-  Af  ~ p1, 

et  par  conséquent  celle  des  extrémités  du  fil  qui  coïnci- 
dait d’abord  avec  le  point  Mou(x,  y)  coïncidera  actuelle- 
ment avec  le  point  M ou  (x-\-Ax,jr  -f-  Aj)  situé  sur  la 
courbe  AA';  comme  notre  raisonnement  subsiste,  quelle 
que  soit  la  longueur  de  l are  Az,  nous  devons  en  conclure 
que  le  fil  inextensible , en  môme  temps  qu’il  s’enroule 
sur  la  nouvelle  courbe,  décrit,  par  son  extrémité  mobile, 
la  courbe  donnée. 

■ La  môme  courbe  se  trouvera  encore  décrite,  mais  en 
sens  ^contraire,  si , après  s’ôtre  enroulé  sur  l’arc  ± Au,  le 
fil  se  meut  de  manière  à revenir  à sa  position  primitive. 
Dans  ce  mouvement,  la  portion  du  fil  qui  s’était  appli- 
quée sur  l’arc  ± Az  se  développera  de  nouv&m  eu  ligne 
droite.  On  appelle  développée  d’une  courbe  ^mnée  AA' , 
la  courbe  CC'  dont  les  arcs  se  développent  en  ligne  droite 
sur  le' rayon  de  courbure  de  la  première,  et  qui,  comme 
nous  venons  de  l’expliquer,  peut  servir  au  tracé  de  la 
courbe  donnée  AA'.  Au  contraire,  la  première  courbe  dé- 
crite par  l’extrémité  mobile  du  fil  enroulé  sur  la  seconde 
est  la  développante  de  celle-ci . 

158.  irc  Application.  Supposons  qu’il  s’agisse  de  trou- 
ver le  lieu  des  centres  de  courbure  de  la  cycloïde , repré- 
sentée par  le  système  des  équations 

x ='R(« — sin#),  y=:R(i — cos»), 
nous  prendrons,  pour  éliminer  x,j  , les  deux  équations 


•h 

dx 

X~  dr  ’ 

• 

I 

1 

'I 
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dans  le  cas  dont  il  s’agit 

R sin» 


dy 

tangr  = _£=. 


sin«i 


dx  R(i— cos»)  1 — cos» 


2sm-cos-  cos- 
2 2 2 


*49 


. * 
7.  sin  * - 

2 


sm- 


= cot-, 
7 


ce  qui  exige  que  r soit  de  la  forme  ± rm  -f- 1 


on 


aura  donc 

, Tf  — fli  I ; 

T = ni'ijr  ~{ ' — , dr  — du, 

■ ' ' 2 % 2 

dr  „ . <£r  „ , , 

-f-  = — 2R  stn»,  — = — aR  i — cos»), 

• rtr  «t  . ' . 

et  par  suite  , . 

\ — x 2R  sin»  = R(*  -f-  sin»),  . • 

1 = y — 2R(i  — cos»)  = — R(i  — cos»)  ; 

si  nous  posons  m = a/  -f-  r , il  viendra 

i — ttR  = R(»'  — sin»'),  i -+•  2R  = R(p — cos»'). 

Telles  sont  les  deux  équations  dont  l'ensemble  représen- 
tera la  développée,  ou  qui , par  l’élimination  de  x,  con- 
duiront à l’équation  de  la  développée.  Cette  courbe  passe 
évidemment  par  le  point  qui , répondant  à w = o,  m'  = r, 
a pour  coordonnées  £ = rR,  r,  = — 2R,  et  n’est  autre 
chose  que  le  centre  de  courbure  correspondant  à l’ordon- 
née maximum  de  la  première,  branche  de  la  cycloïde. 
Transportons  l’origine  en  ce  point,  en  changeant  £ en 
£ -f-  rR  , n en  r,  — 2R  : les  équations  de  la  développée 
sont  alors 

| = R(»'  — sin»'),  jj:=R(i — cos»'); 

» 

et  comme  elles  sont  toutes  pareilles  aux  équations -de  la 
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cycloïde  donnée,  nous  en  conclurons  qu’unC  cycloïde  a 
pour  développée  une  autre  cycloïde  de  même  forme  et 
de  mêmes  dimensions  dout  les  points  de  rebroussement 
coïncident  avec  les  centres  de  courbure  correspondant 
aux  points  milieux  des  diverses  branches  de  la  première. 
Ajoutons  que  les  points  de  rebroussement  de  la  première 
sont  en  même  tfemps  les  points  milieux  des  diverses  bran- 
ches de  la  deuxième,  et  que  la  base  delà  deuxième  cy- 
cloïde se  confond  avec  la  droite  qui  a pour  équation 
y = — 2R.  Il  serait  facile  d’établir  les  équations 


i = x -J-aR  sin*, 

«L 


« = — y. 


en  partant  du  principe  démontré  que  le  rayon  de  courbure 
de  la  cycloïde  est  double  de  la  normale,  quand  la  base 
est  prise  pour  axe  des  x.  En  effet,  en  vertu  de  ce  principe, 
le  •milieu  du  rayon  de  courbure  Mp  {fi g-  22),  c’est-à-dire 

le  point  qui  a pôur  coordonnées  X ^ f coïncide 

avec  le  point  dans  lequel  la  base  est  touchée  par  le  cercle 
générateur  dont  l’ordonnée  est  nulle  et  dont  l’abscisse  est 
Ro>  = ar-f-  R sinw.  On  a donc 

*+?  , n • y + v 

— x-f-  R sin«,  - — - — = o , 

1 2 


d’où  l’on  déduit  immédiatement  les  équations  cherchées. 

On  peut  même,  sans  recourir  à ces  formules,  et  à l’aide 
du  seul  principe  que  nous  venons  de  rappeler,  déterminer 
la  nature  de  la.courbe  qui  sert  de  développée  à la  cycloïde. 
Pour  y parvenir,  décrivons  ( fig . 22)  avec  le  rayon  R 
deux  cercles  égaux  qui  aient  leurs  centres  placés  sur  l’axe 
des  y,  l’un  au-dessus,  l’autre  au-dessous  de  l’axe  des  x, 
elqui  touchent  ce  dernier  axe  à l’origine  des  coordonnées. 
Concevons  ensuite  que  l’on  fasse  rouler  ces  deux  cercles, 
le  premier  sur  l’axe  des  x ,#  le  deuxième  sur  la  droite  rta- 
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rallèley  =»  — aR , de  manière  qu’ils  ne  cessent  pas  d’a- 
voh*  l’axe  des  x pour  tangente  commune.  Les  rayons  qui 
dans  le  premier  instant  aboutissaient  à l’origine  des  coor- 
données, tourneront  autour  des  centres  des  deux  cercles 
et  décriront  en  même  temps  des  angles  égaux  , d’où  il  ré- 
sulte, i°  que  ces  rayons  CM  et  yu  seront  toujours  paral- 
lèles; 2°  que  la  droite  Mp  qqj  joindra  leurs  extrémités, 
passera  par  le  point  de  contact  et  sera  divisée  en  cc  point 
en  deux  parties  égales.  Or  la  partie  MN  comprise  dans  le 
premier  cercle  sera  évidemment  la  normale  de  la  cycloïde 
proposée  que  décrira  le  premier  rayon  ; donc  le  rayon  de 
courbure  de  cette  courbe  égal  au  double  de  la  normale, 
coïncidera  nécessairement  avec  la  droite  entière  Mp,  et  le 
centre  de  courbure  avec  l’extrémité  du  second  rayon  yp; 
donc  le  lieu  des  centres  de  courbure  ou  la  développée  de 
la  même  courbe  sera  précisément  la  seconde  cycloïde  dé- 
crite par  cette  extrémité. 

Corollaire.  L’are  Ap  de  la  cycloïde  est  égal  au  rayon  de 
courbure  Mp,  et  par  conséquent  la  demi-cycloïde  entière 
AA'  = A'D  = 4R.  En  général,  A p = <j  = aV^RjyjWa 
cycloïde  est  une  courbe  rectifiable. 

2œc  Application.  Considérons  l’ellipse  représentée  par 
l’équation 

- + ^ = . 
a'+b'  ’ 

ou  • 


d’ 


ou 


($)■ 


*=ïl 

'*01  . _zl  _ 

, a ' b' 

■ « j = o. 

du  x 

du 

_ y 

d'u  i 

dx  a '' 

dÿ  = 

~ b'  ’ 

dx'  a'  1 

d'u 

1 

d'u 

dyx  ~ 

AT" 

dxdy 

— o, 

d'u  du\ 

dx ' ) 

' d'u 
dy' 

1 

“ u' b' 

\a'T  b' 

"\ 
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la  formule 

5 — •* v — y 

du 

dÿ 


(t\'+(ju 


\dx  J \dy 


)’ 


du 

dx 


du  ' * f du V rf’tt  / rf«V 

rfy/  dx 7 \dx)  dy * 


donnera 


a1 — A 


è1 — rtJ 


= — + 71  *%=—b'  H rr-/% 


d’où  I 


on  tire 


£ a1  — A1 

fl1—  = - xJ 

X fl1 


, *1  è1 — fl1 

£»-  = r v1 

r ■ 61 


Si , en  supposant  que  a soit  le  grand  axe  de  l’ellipse , on 
pose 


A = 


a1 — b 1 


B = 


a1 — A1 


o ^trouvera 


+ z=_y*y 

« + Va;  ’ 4-~  Vb 


• JJ  y • 

En  substituant  ces  valeurs  de-,  *-  daus  l’équation 


- 1 


il  vient 


Telle  est  donc  l’équation  de  la  dév  eloppée  de  l’ellipse.  Ou 
peut  la  transformer  de  manière  à ce  qu’elle  ne  renferme 
.que  des  puissances. entières  des  variables.  En  elle!,  après 
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avoir  élevé  chacun  des  deux  membres  à la  troisième  puis- 
sance, on  en  tirera 


et  par  suite 

ê1  i2 

V A*  B*  J — 3,'7Â>*Br' 


tu 

AB 


On  conclura  aisément  de  ces  équations,  que  la  développée 
de  l’ellipse  (yig\  2 3)  est  une  couibe  fermée,  divisible  en 
quatre  parties  superposables  par  deux  axes  qui  coïncident, 
comme  ceux  de  l’ellipse,  avec  les  axes  coordonnés  et  qui 
rencontrent  cette  développée  en  quatre  points  dont  les  dis- 
tances, à l’origine,  sont  A et  B.  Ajoutons  que  chacune  de 
ces  parties  de  la  développée  touche  les  axes  en  les  rencon- 
trant, et  qu’en  conséquence  chacun  des  points  de  rencontre 
a,  a\  6 , 6',  est  pour  cette  courbe  un  point  de  rebrous- 
sement. Les  rayons  de  courbure,  aux  sommets,  sont  re- 

. , . b2  a2 

présentés  respectivement  par  — el  ~f-  • 

3,,lc  Application  : à l’hyperbole  : - = i: 

Jr  a2  b2 

On  reconnaîtra  que  l’équation  de  la  développée  *e  fa- 


j • a a2-i-b2 

duit,  en  posant  A = , 


B = — — ,a 


f (y  fi  y r vi*  i2  ,2 

UJ  ou  L1  ”v"b~/J  =-a7  A»’bT’ 


et  l’on  conclut  de  ces  équations  que  la  développée  de  l’hy- 
perbole (fig.  a4)  est  une  courbe  qui  s’étend  à l’infini  ' cpii 
se  trouvedi  visée  par  les  axes  des  coordonnées  en  quatre  par- 
ties égales,  et  qui  se  compose  de  deux  branches  séparées, 
dont  chacune  a un  point  de  rebroussement  situé  sur  le  pro- 
longement de  l’axe  réel  de  l’hyperbole , à la  distance  A de 


■'  . 


• -I 


■C 


► - Jt 


a Jk 
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l’origine.  Le  rayon  de  courbure  au  sommet  de  l’axe  réel 

est  égal  a — . 

tf"' Application  : à la  parabole  y7  = a px, 

« = T (*PX  — f')  — °> 

d’où 


du  du  d*u  d*u  d*u 

' x ^ ’ dy  ^ ’ dx*  * dy7  ’ dxdy 

donc 


K—X  _ ( P~\~  2X 

Z'  r~  ^ p*  ~ p 


f =/»  -h  3x, 
JL  L 

— /»•*  »s. 


En  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  y3  =■  àpx , ,on 
trouvera 

±(ï—p)=pïn*,  TT  (f“/>)3  —Pi’. 

On  reconnaîtra  facilement  que  cette  développée  (fig.  25) 
s’étend,  à l’infini  du  côté  des  x positives,  qu’elle  a pour 
axe  l’axe  de  la  parabole  et  qu’elle  rencontre  cet  axe  en  le 
touchant  au  point  dont  l’âbscisse  est  p.  Ce  point  est  un 
pqînt  de  rebroussement;  si  l’on  y transporte  l’origine  des 
coortfonnées  en  changeant  £ en  £ -+-  p,  l’équation  de  la 
développée  deviendra 

3 

, 3 j . i • /*\7  — -t  A 

e =-p>  »3,  » = (jJ  p 7 fs 

et  il  en  résulte  que  toute  parabole  du  second  degré  a pour 
développée  une  autre  parabole  du  degré  \ ou  . 
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L)u  contact  des  courbes,  — De  l’ordre  do  ce  contact. 


139.  On  dit  que  deux  courbes  se  touchent  lorsqu'elles  ont 
un  point  de  commun  et  une  tangente  commune.  De  plus , . 
lorsque  deux  courbes  A"B",  A'B'  touchent  la  courbe  AB  au 
même  point  M,  la  courbe  A'B',  qui  passe  entre  les  deux 
autres,  est  regardée  comme  ayant  avec  la  courbe  AB  un 
contact  plus  intimé  que  la  courbe  A"B ".  Les  géomètres 
distinguent  ainsi  des  contacts  de  divers  ordres,  que  l’on 
parvient  facilement  à définir  au  moyen  de  la  considération 
des  coefficients  différentiels  ou  fonctions  dérivées. 

Soient  y = F (x) , y = f(x)  i les  équations  de  deux 
courbes  rapportées  à des  coordonnées  rectangulaires.  Sup- 
posons que  x soit  l’abscisse  d’un  point  commun  à ces  deux 
courbes  ; lès  ordonnées  correspondantes  à une  abscisse  voi- 
sine x -f*  h seront  respectivement  • 


F(«)+*F'(*)+^F*(*) + 


+ 


An+ 1 


i.a.3.:,(/i-4-i) 

/(*)  + */'(*)  4 

..  A»  + ‘ 
i.a.3...(»*+*i) 


■ .2.3  ...n 
[F(-+»(x)+l], 
A" 


FW(*) 


+ 


1 .2.3...W 


_/"(“)  (x) 


[/<•+«>  (*)+■!']. 
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Si  elles  ont  une  tangente  commune  au  point  X, y,  on  aura 
en  ce  point,  non-seulement  F (,r)  = f(x),  mais  encore 
F'(x)‘=  f'(x)  ; et  il  sera  certain  qu’aucune  autre  ligne 
j — |(.r)  ne  pourra  passer  entre  les  courbes  proposées,  à 
moins  que  l’on. n’ait  également  <f'(x)=F'(x)=ÿ'(x).  En 
effet,  la  différence  entre  les  ordonnées  des  deux  courbes 
proposées  correspondantes  à x-\- h peut  être  exprimée  par 

[F*  (*  + 6 h )—/"(* + «.*)] 

tandis  que  si  la  condition  dont  il  s’agit  n’avait  pas  lieu, 
la  différence  entre  l’ordonnée  de  la  troisième  courbe  et 
. celle  de  la  première  serait  exprimée  par 

[F'(x  -f  Oh)  — ?'(*.+  6'A)]  A. 

Or  il  est  visible  que  quand  /test  très  petit,  la  seconde  dif- 
férence est  plus  grande  que  la  précédente  ; donc  la  courbe 
y = f(x)  ne  passe  pas  entre  les  deux  premières. 

On  dit  de  deux  lignes  qui  ont  un  point  commun  et  pour 
lesquelles  le  coefficient  différentiel  du  premier  ordre  a la 
môme  valeur  en  ce  point,  qu’elles  ont  entre  elles  un  con- 
tact du  premier  ordre. 

140.  Admettons  maintenant  que  pour  les  deux  courbes 
proposées  les,  coefficients  différentiels  des  deux  premiers 
ordres  aient  des  valeurs  communes,  la  différence  des  or- 
données de  ces  courbes  qui  répondait  à l’abscisse  x 4-  h, 
sera  exprimée  par 

r^3  [ F> -f-  Oh)  —fr(x  4-  U)), 

tandis  que  pour  une  troisième  courbe  y = <f(x),  qui  ne 
satisferait  pas  à la  même  condition,  mais  qui  toucherait 
cependant  la  première,  la  différence  des  coordonnées  se- 
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rait  exprimée  par 

Or  lorsque  h est  très  petit , cette  seconde  différence  est 
plus  grande  que  la  première;  la  troisième  courbe  ne 
pourra  donc  jamais  passer  entre  les  deux  premières,  que 
l’on  dit  avoir  entre  elles  un  contact  du  second  ordre.  On 
dit  aussi , dans  ce  cas , que  les  deux  courbes  sont  oscu- 
latrices,  parce  qu’en  sus  de  la  tangente  commune  elles  ont 
évidèmment  le  même  cercle  osculateur.  En  effet,  la  di- 
rection de  la  tangente , le  centre  et  le  rayon  du  cercle  os- 
culateur ne  dépendent,  comme  nous  l’avons  vu,  que  des 
deux  premières  dérivées  y' , y" , qui  ici,  par  hypothèse , 
sont  égales;  donc,  etc. 

Réciproquement , si  deux  courbes  ont  en  un  point  com- 
mun même  tangente  et  même  cercle  osculateur,  leur  con- 
tact sera  du  second  ordre , parce  que  les  deux  premières 
dérivées  auront  nécessairement  la  même  valeur. 

141 . Considérons  (fig.  26)  deux  courbes  qui  se  touchent 
eu  un  point  donné  M ; si  du  point  de  contact  comme  centre 
et  avec  un  rayon  infiniment  petit,  on  décrit  un  cercle,  ce 
cercle  coupera  les  deux  courbes  en  deux  points  très  voi- 
sins l’un  de  l’autre  P et  Q , et  le  rapprochement  plus  ou 
moins  considérable  des  deux  courbes  à la  distance  i du 
point  de  contact,  aura  évidemment  pour  mesure  la  lon- 
gueur infiniment  petite  PQ , comprise  entre  les  deux  points 
dont  il  s’agit,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  corde  PQ 
de  l’arc  de  grand  cercle  renfermé  entre  les  deux  courbes  ; 
si  nous  appelons  w l’angle  très  petit  compris  entre  les 
rayons  menés  à ses  extrémités,  cet  arc  et  sa  corde  seront 

respectivement  mesurés  par  les  produits  ia,  2 i sin  -.  Si  les 

deux  courbes  changent  de  forme , de  telle  manière  que , 
se  touchant  toujours  au  point  donné,  elles  se  rapprochent 


T.  1. 

. *7 

• 

j*  • 

» 

Digitized  by  Google 

U$8  CALCUL  DIFFÉRENTIEL* 

davantage  l’une  de  l’autre  dans  le  voisinage  de  ce  .point, 
les  valeurs  de  l'expression  21  sin  ^ diminueront  nécessai- 
rement, ce  qui  suppose  que  la  fonction  de  i,  représentée 
par  w,  diminuera  elle-même.  Si  au  contraire  le  rappro- 
chement des  deux  courbes  devient  moindre,  les  valeurs  de 
w croîtront  nécessairement,  de  sorte  que  le  rapproche- 
ment des  deux  courbes  sera  plus  ou  moins  considérable 
suivant  que  les  valeurs  de  w,  correspondantes  à de  très 
petites  valeurs  de  i,  seront  plus  ou  moins  petites.  Dès-lors 
on  pourra  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  i*r.  Si  deux  courbes  se  touchent  en  un  point 
doimé,  et  que  l’on  marque  sur  ces  deux  courbes  deux  points 
situés  à la  distance  infiniment  petite  i du  point  de  con- 
tact, le  rapprochement  entre  les  deux  courbes,  dans  le 
voisinage  de  ce  point  , sera  d’autant  plus  considérable  que 
l’ordre-  de  la  quantité  infiniment  petite  « sera  plus  élevé  : 
en  effet,  cette  quantité  w sera  d’autant  plus  petite  que  son 
ordre  sera  plus  élevé. 

Cela  posé , il  est  naturel  de  prendre  l’ordre  de  la  quan- 
tité infiniment  petite  w considérée  comme  fonction  de  la 
base  i,  pour  indiquer  ce  qu’on  peut  appeler  l’ordre  de 
contact  des  deux  courbes.  Soit  a cet  ordre;  puisque  le 

* SID  ~ (U 

rapport  — a l’unité  pour  limite , le  produit 

T* 

• a»  sin-J-»  . * 

— - — — rr  2 sin- 
T*  * 

sera  encore  une  quantité  infiniment  petite  de  l’ordre  «, 
tandis  que  les  expressions  ico , aï  sin  ~ seront  des  quanti- 
tés infiniment  petites'  de  l’ordre  a - f-  i,  donc  : 

Théorème  2“®.  Lorsque  deux  courbes  se  touchent  en 
un  point  donné,  l’ordre  du  contact  est  inférieur  d’une 
unité  à l’ordre  de  la  quantité  infiniment  petite  qui  re- 
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présente  la  distance  entre  deux  points  situés  sur  les  deux 

courbes,  également  éloignés  du  point  de  contact,  et  dont 
la  distance  à ce  point  est  un  infiniment  petit  du  premier 
ordre.  Il  est  bon  d’observer  que  la  droite  qui  unit  ces 
deux  points  étant  la  base  d’un  triangle  isoscèleMPQ,  et 
opposée  dans  ce  triangle  au  très  petit  angle  sera  sensi- 
blement perpendiculaire  aux  deux  côtés  de  ce  triangle,  et 
par  suite  à la  tangente  commune  aux  deu\  courbes,  tan- 
gente dont  les  deux  côtés  diffèrent  très  peu.  La  surface  du 
triangle  est  d’ailleurs  égale  auproduit  j t*  sin  et  par  con- 
séquent à une  quantité  infiniment  petite  dont  l’ordrea  +2 
surpasse  de  deux  unités  l’ordre  du  contact  des  courbes. 

142.  Concevons  maintenant  qu’après  avoir  décrit  du 
point  M,  avec  le  rayon  infiniment  petit  MP  = MQ  = *‘, 
un  arc  de  cercle,  on  mène  par  le  point  P une  droite  PS  qui 
fasse  avec  la  tangente  commune  un  angle  y.  Dans  le  trian- 
gle PQS,  le  côté  QS,  sensiblement  parallèle  à la  tan- 
gente commune , parce  qu’il  coïncide  avec  une  corde  dont 
les  extrémités  situées  sifr  l une  des  courbes  sont  très 
voisines  du  point  de  contact , formera  évidemment  avec 
les  deux  autres  côtés  PQ,  PSdeux  angles  finis  dont  le  pre- 
mier différera  très  peu  d’un  angle  droit,  et  le  second  de 
Tangle  y\  on  aura  donc,  en  désignant  par  e et  e'  deux 
quantités  infiniment  petites, 


PS  = 


sin(y±«') 


sin(y±«') 


Déplus,  si  l’on  abaisse  du  point  M sur  PS  la  perpendi- 
culaire MR,  l’angle  MPS  étant  sensiblement  égal  à y,  on 
aura 

MR  = MP  sin(y  ± t")  = i sin(y  rfc  «"); 

or  les  valeurs  dePS.et  de  MR  prouvent,  i°que  si  wel  sinw 
sont  des  infiniment  petits  de  l’ordre  a , c’est-à-dire  que  si 

17‘  • 


•m  5 

fl' 


sin(-±.') 

■ - 

' pn  — 

•.  * 
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ado 

les  courbes  données  ont  entre  elles  un  contact  de  l’ordre 
a,  la  distance  PS  sera  un  infiniment  petit  de  l’ordre 
a-f- 1 ; 2°  que  cet  ordre  ne  variera  pas  si , au  lieu  de  pren- 
dre pour  base  l’infiniment  petit  du  premier  ordre  MP—  i, 
on  prenait  pour  base  la  perpendiculaire  MR,  puisque 
cette  perpendiculaire  est  elle-même  un  infiniment  petit 
du  premier  ordre  dans  le  système  dont  la  base  est  MP 
ou  i.  On  conclut  immédiatement  de  cette  remarque  le 
théorème  qui  suit  : 

Théorème  3mo.  L’ordre  de  contact  de 'deux  courbes 
planes  qui  se  touchent  en  un  point  M,  est  inférieur  d’une 
unité  à l’ordre  de  la  distance  infiniment  petite  comprise 
entre  les  deux  points  P et  S,  où  les  deux  courbes  sont 
rencontrées  par  une  sécante  qui  forme  un  angle  fini  avec 
la  tangente  commune,  dans  tout  système  où  la  distance 
du  point  de  contact  à la  sécante  dont  il  s’agit  est  un  infini- 
ment petit  du  premier  ordre. 

145.  Si  les  deux  courbes  sont  représentées  par  deux 
équations  entre  des  coordonnées  rectangulaires  ou  obli-* 
ques,  et  si  la  tangente  commune  n’est  pas  parallèle  à l’axe 
des  y,  alors,  en  supposant  la  sécante  parallèle  à ce  même 
axe,  on  déduira  du  théorème  3mc  la  proposition  suivante  : 

Théorème  4mc-  Pour  obtenir  l’ordre  de  contact  de  deux 
courbes  planes  qui  se  touchent  en  un  point  où  la  tan- 
gente commune  n’est  pas  parallèle  à l’axe  des  y,  il  suffit 
de  mener  une  ordonnée  très  voisine  du  point  de  contact 
et  de  chercher  le  nombre  qui  représente  l’ordre  de  la 
portion  infiniment  petite  de  cette  ordonnée  comprise  en- 
tre les  deux  courbes  dans  le  cas  où  l’on  considère  la  dis- 
tance du  point  de  contact  à l’ordonnée  comme  infini- 
ment petite  du  premier  ordre  ; ce  nombre  diminué  d’une 
imité  indique  l’ordre  de  contact  cherché. 

Corollaire  icr.  Soient  y = f (x) , y = F (x) , 
les  équations  des  deux  courbes  planes,  elles  auront  un 


• ■ Digitiz^d  by  Google 


V INGTi-ClHQU  tÈM  F.  LKÇOM  . 26  I 

point  commun  correspondant  à une  valeur  donnée  dex,  et 
en  ce  point  une  tangente  commune  non  parallèle  à l’axe 
des  j-,  si  pour  la  valeur  donnée  de  x les  équations  des  deux 
courbes  fournissent  des  valeurs  égales  et  finies,  non-seu- 
lement de  l’ordonnée  y,  mais  encore  de  sa  dérivée  y'. 
Dans  cette  hypothèse , la  différence  F (x) — /"(x)  qui  s’é- 
vanouira pour  la  valeur  de  x relative  au  point  commun , 
deviendra  infiniment  petite  quand  x recevra  un  accrois- 
sement infiniment  petit  ; et  si  l’on  considère  cet  accrois- 
sement comme  étant  du  premier  ordre,  l’ordre  de  la 
quantité  infiniment  petite  qui  représentera  la  nouvelle 
valeur  de  F ( x ) — f(x)  surpassera  d’une  unité  l’ordre  de 
contact  des  deux  courbes.  - 

Dès-lors,  si  les  deux  courbes  se  touchent  en  un  point 
de  l’axe  des  y,  mais  sans  avoir  eet  axe  pour  tangente 
commune , il  suffira , pour  déterminer  l’ordre  du  contact , 
de  chercher  le  nombre  qui  indiquera  l’ordre  de  la  diffé- 
rence F(x) — /(x),  en  considérant  l’abscisse  x commo 
une  quantité  infiniment  petite  du  premier  ordre.  On  re- 
connaîtra, par  exemple,  que  les  paraboles  j' =r’, 
ont,  à l’origine,  un’  contact  du  premier  ordre,  les  para- 
boles^ = x"+I , y = x"+1  un  contact  de  l’ordre  n,  les 

* 4 * ' ' 

deux  courbes  y — x*,y=x*  un  contact  de  l’ordre 


Corollûire  2me.  Si  deux  courbes  ont  un  point  commun 
correspondant  à l’abscisse  x,  et  en  ce  point  une  tangente 
commune  non  parallèle  à l’axe  des  y , avec  un  contact  de 
l’ordre  a,  la  différence  F(x)  — j{x)  sera  nulle;  et  si 
l’on  désigne  par  i un  accroissement  infiniment  petit  du 
premier  ordre  attribué  à l’abscisse  x,  l’expression  ’ 

F(*-+-  '')—/(*  4-0 

V • ^ * - .* 

sera  (corollaire  t01')  un  infiniment  petit  de  l’ordre  a -f-  i , 
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et  par  conséquent,  en  désignant  par  n le  nombre  entier 
égal  ou  immédiatement  supérieur  à a, 

+ — f<-n  + l>  (x  + i) 

sera(n°26)  la  première  des  expressions  F' (x+i) — -J'(x-{-i'), 
F'(.r-f-i-) — f(x-\-i)y. . . etc. , qui  cessera  de  s'évanouir 
avec  1 , ou,  ce  qui  revientau  même,  F(n+,)(.r) — 
sera  la  première  des  différences 

F(x)  — f(x),  F'(x)  — /'(x),  etc 

qui  obtiendra  une  valeur  différente  de  o.  Par  conséquent 
les  dérivées  successives y’,y" • . • jusqu’à  celle  dont  l’or- 
dre coïncide  avec  le  nombre  entier  égal  ou  immédiate- 
ment supérieur  à l’ordre  du  contact,  conserveront  les 
mêmes  valeurs  dans  le  passage  d’une  des  coürbés  à l’autre. 
Donc  aussi  lorsque  l’ordre  de  contact  sera  un  nombre  en- 
tier, il  suffira,  pour  le  déterminer,  de  chercher  quelle  est 
la  dernière  des  équations 

_/(*)=  F (fj,  /'(*)=  F'(r),  /"(*)  = F»,... 

qui  se  trouve  vérifiée  par  l’abscisse  du  point  de  contact; 
l’ordre  des  dérivées  comprises  dans  cette -dernière  équation 
sera  précisément  le  nombre  demandé.  * 

Si  la  tangente  commune  était  parallèle  à l’axe  des  y,  il 
faudrait,  dans  les  théorèmes  et  corollaires  qui  précèdent, 
changer  x en  y,  et  réciproquement. 

144.  Dans  l’application  du  troisième  théorème,  on 
pourra  prendre  pour  sécante  la  ligne  qui  joindrait  les  ex- 
trémités de  deux  longueurs  égales  et  infiniment  petites 
portées  sur  les  deux  courbes  à'partir  du  point  de  contact, 
puisque  l’angle  formé  par  cette  ligne  avec  la  tangente 
commune,  a pour. limite  l’angle  droit;  on  arrivera  ainsi 
à un  nouveau  théorème  : 

Théorème  5mr.  Pour  obtenir  l’ordre  de  contact  de  deux 
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t ourbes  qui  se  touchent  en  un  point  donné,  il  suffi l de 
chercher  le  nombre  qui  représente  l'ordre  de  la  distance 
infiniment  petite  comprise  entre  les  extrémités  de  deux 
longueurs  égales  portées  sur  les  deux  courbes  à partir  du 
point  de  contact,  dans  le  cas  où  ces  mêmes  longueurs 
deviennent  infiniment  petites  du  premier  ordre  ; le  nom- 
bre dont  il  s’agit,  diminué  d’une  unité,  indique  toujours 
l’ordre  du  contact. 

Corollaire.  En  désignant'  pac  x , j , et  £ , r,  les  coor- 
données des  extrémités  des  deux  longueurs  égales  entre 
elles  et  à i,  par  â la  distance  de  ces  extrémités,  par  a le 

contact  des  courbes , on  aura 

7 ~ ■ \ 

ï=\/{x- (/-,)>, 

et  puisque  à doit  être  infiniment  petit  de  l’ordre  a -f-  i , 
il  faudra  que  les  deux  différences  x — ? , y — r,  soient 
elles-mêmes  de  l’ordre  a -(-  i , ou  que  du  moins  l’une  soit 
de  cet  ordre,  l’autre  étant  d’un  ordre  plus  élevé,  ce  qui 
exige,  en  appelant  n le  nombre  entier  égal  ou  immédia- 
tement supérieur  à a , que  des  expressions 


\ d(x — |)  d*{x — Z)  Un+l(x • — £)' 

X~f’  di  ’ dT*  dfa  ’ <*«*•*“» 

d(y — n)  d7(y — n)  d"(y — y)  d‘+'(y  — v) 

**  ’ di  ’ di 1 ’ di“  ’ din  + ' ’ 


.lesdeux  dernières,  ou  au  moins  l’uned’entre  elles,  soient 
les  seules  qui  cessent  de  s’évanouir  pour  i — o.  Soient 
d'ailleurs  s et  o les  arcs  des  deux  courbes  renfermés  entre 
deux  points  fixes  et  les  points  mobiles  (£ , rj),  on 

aura  di  = ds  = dq , puisque  les  trois  variables  i,'  s et  a 
diffèrent  entre  elles  de  quantités  constantes,  et  l’on  pourra 
dès-lors,  aux  expressions  qui  précèdent,  substituer(n"91) 


s 
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les  suivantes 


dx 

ds 

dï 

dr’ 

d*x 
ds 1 
d"x 

dr  » ’ 

rf"? 

d"  + 'x 

d"  + '( 

dsn 

dr"  ’ 

ds"  + ‘ 

drn  + t ’ 

dr 

dt) 

dy 

* dy 

ds 

dr  1 

ds * 

dr 

.... 

d"y 

dy 

d"+y 

dn  + y 

ds" 

~d^' 

ds  " + ' ~ 

dr"+' 

qui  devront  être  toutes  nulles,  à l’exception  de  l’une  au 
moins  des  deux  dernières  ; et  l’on  pourra  énoncer  le  théo- 
rème suivant: 

145.  Théorème  6rae.  Etant  données  deux  courbes  qui  se 
touchent  en  un  point  (x,  y),  si  l’on  considère  les  coordon- 
nées x , y de  chacune  d’elles  comme  des  fonctions  de  l’arc  s 
pris  pour  variable  indépendante,  et  prolongé  dans  le 
même  sens  pour  les  deux  courbes  au-delà  du  point  de 
contact,  les  dérivées  successives 

dx  d‘x  d3x  dy  d*y  diy 

ds  ' ils'  ' ds3  ’ ds  ’ ds*  ’ ds3  ’ 

jusqu’à  celles  dont  l’ordre  sera  indiqué  p^r  le  nombre  en- 
tier n égal  ou  immédiatement  supérieur  à l’ordre  du  con- 
tact, jne  changeront  pas  de  valeur  dans  le  passage  de  la 
première  courbe  à la  seconde , tandis  que  des  deux  déri- 

rfn  + ty 

vées  js„+l  > + , l’une  au  moins  prendra  une  valeur 

nouvelle. 

146.  Du  théorème  qui  précède,  joint  aux  principes 
établis  dans  la  dix-neuvième  leçon , on  conclura  immédia- 
tement que  si  deux  courbes  ayant  entre  elles  un  contact 
de  l’ordre  a , on  désigne  par  n le  nombre  entier  égal  ou 
immédiatement  supérieur  à n,  i°  les  n premières  diffé- 
rentielles des  variables  x,  y , prises  relativement  à une 
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fonction  quelconque  r de  ces  variables , et  môme  les  n 
premières  différentielles  d’une  fonction  quelconque  t de 
ces  variables.,  prises  par  rapport  à une  autre  fonction  ar- 
bitraire u de  ces  variables,  ne  changeront  pas  de  valeurs 
quand  on  passera  de  la  première  courbe  à la  seconde  ; 
2°  les  différentielles  de  l’ordre  n -|-  i de  x , y,  prises  par 
rapport  à r,  ou  de  t prises  par  rapport  à u,  changeront 
ordinairement  de  valeur  quand  on  passera  de  la  première 
courbe  à la  seconde,  quoique  le  contraire  puisse  avoir 
lieu  dans  certains  cas  particuliers. 

Réciproquement,  si  les  dérivées  successives 

dx  <f*x  dnx  dy  d*y  dny 
ds  ’ ds 1 ’ ' ’ ds"  ’ ds  ’ ds * ’ ’ ' ’ ds" 

ne  changent  pas  de  valeurs  qua^t  on  passe  de  la  pre- 
mière courbe  à la  seconde , ces  deux  courbes  auront  entre 
elles  un  contact  d’un  ordre  au  moins  égal  à n. 

Dans  cette  hypothèse , en  effet , les  différences  x — £, 
y — n,  considérées  comme  fonctions  dei,  s’évanouiront  avec 
i ainsi  que  leurs  dérivées  jusqu’à  celles  de  l’ordre  n in- 
clusivement, et  l’on  aura,  en  faisant  x — £ = <j>(j), 

y — H = X (0  > 


x — r- $ (i)  = ,-^3—^ +l) 


y -’=*(*>  = *(n+ 0 {0i)- 


Cela  posé,  les  rapports  - — —,  s’évanouissant  avec 

/*  /“ 

i tant  que  a.  sera  plus  petit  que  n -f-  1,'  les  deux  diffé- 
rences x — £,  y — u,  ainsi  que  la  distance 

— ?)’+  ( y — >,)> , 
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seront  des  quantités  infiniment  petites  d’un  ordre  au 
moins  égala  n-f- 1,  et  par  conséquent  les  deux  courbes 
auront  entre  elles  un  contact  d’un  ordre  au  moins  égal  à n. 

147.  Si  deux  courbes  sont  telles  que  la  forme  et  la  po- 
sition de  la  première  étant  complètement  déterminées,  la 
• forme  et  la  position  de  la  deuxième  puissent  varier  avec  les 
valeurs  de  plusieurs  constantes  arbitraires  at,  at com- 
prises dans  son  équation  , on  pourra  disposer  de  ces  cons- 
tantes arbitraires  a„  a,,...  an,  ou  de  quelques-unes  d’en- 
tre elles , de  manière  que  les  valeurs  de  plusieurs  termés 
consécutifs  de  la  suite  y,  y',  y",  • • • y {n)  restent  les  mêmes 
pour  l’abscisse  x dans  le  passage  de  la  première  courbe  à 
la  seconde.  Alors  la  seconde  courbe  aura,  au  point  (x, y), 
avec  la  première  , un  contact  plus  ou  moins  intime , in- 
férieur d’une  unité  au  nombre  des  termes  qui  n’auront 
pas  changé  de  valeur,  ou  représenté  par  l’indice  des  deux 
dernières  dérivées  égales.  Si  n est  le  nombre  des  constantes 
de  la  deuxième  équation,  on  pourra  disposer  de  ces  n 
constantes  de  manière  à ce  que  l’ordonnée  y et  les  (n — i) 
1 . premières  dérivées  conservent  la  même  valeur  pour  les 
deux  courbes  5 de  sorte  que  parmi  les  valeurs  qu’on  peut 
attribuer  aux  n constantes  arbitraires  a,xat,. . . aM  ren- 
fermées dans  l’équation  /(x,  ,y,,  a,,  at,  . . . a„)  = o,  il 
existe  généralement  un  système  pour  lequel  la  courbe  re- 
présentée par  cette  équation  acquiert  avec  une  courbe  don- 
née F (x,  y,  z)  = o,  au  point  dont  l’abscisse  est  x , un 
contact  d’un  ordre  .au  moins  égal  au  nombre  n — 1 . 
Il  est  évident  d’ailleurs  qu  i!  existe  une  infinité  de  systèmes 
de  valeurs  des  constantes  pour  lesquels  le  contact  entre  les 
deux  courbes  est  d’un  ordre  inférieur  an  — 1 . 

On  détermine  le  système  des  valeurs  des  constantes, 
pour  lequel  le  contact  est  de  l’ordre  « — 1,  à l’aide’des  n 
équations  que  l’on  obtient  en  exprimant  que  l’équa- 
tion /’(#,,  jy,,  a,,  a, , . . . «„)  = o'et  ses  n — 1 équations 
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différentielles  successives 


7 ~ dx,  -f-  dy,  = o , 
dx,  dy , 


d*f  -îd'f  d'f 

~4  **\  4-  dx,  dy,+  ^dy\=z o, 


dx 


dx,dy, 


dX\ 


df  df  dm~'  f * 

—Ld’-'x,  -f- -4  +- £ dx" 

dx , dy , J'^dxn~' 


sont  satisfaites  lorsqu’à  la  place  des  variables  x,,  y,,  et 
de  leurs  différentielles,  on  met  x,  y et  les  différentielles 
dx , dy...,  relatives  à la  courbe  F(x,  y)  =o,  quelle  que 
soit  d’ailleurs  la  variable  indépendante. 

Pour  obtenir  des  systèmes  de  valeurs  de  a, , ...  a„, 

qui  établissent  entre  la  courbe  donnée  F ( x ,y ) = o et  la 
courbe  f(x,,  y ,,  a,,  a,  ...  a„)  = o un  contact  d’un  or- 
dre inférieur  à « — i,  il  suffit  de  conserver  quelques-unes 
des  équations  de  condition. 

Ier  Exemple.  Supposons  que  l’équation  d’une  courbe 
présente  trois  constantes  arbitraires , ou  pourra  disposer 
de  ces  constantes  de  manière  à ce  que  eettè  courbe  ait  un 
contact  du  deuxième  ordre  avec  une  autre  courbe  don- 
née. Pour  cela , en  effet , soit 

t » ‘ 

/(*,,  y,,  a,,  a,,  a3)  = o 


l’équation  de  la  courbe  dont  il  s'agit;  en  la  différentiant 
deux  fois,  on  aura 


f,**. 

dxl 


_ dL 

dy. 


ïïdx) 

dx\  ' 


id*f 

dx,dy~ 


d'f 


dy,  — o , 

dL 


df 


dX'dï'+j-ïdr' + -t-jydy^oi 


dx 


dyî 


et  pour  établir  qu’entre  cette  courbe  et  une  autre  courbe 
donnée  F(x,  y)  — o il  y aura  un  contact  du  deuxième 


1 
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ordre,  il  suffit  d’exprimer  que  ces  équations  différentielles 
sont  satisfaites  quand,  avec  les  coordonnées  du  point  de 
, contact,  on  y met  pour  dyk,  d*xt,  d'yK,  les  valeurs 
des  quantités  dx,  dy , d’x,  d’y,  tirées  de  l’équation 
F (x,  y)  = o.  On  obtient  ainsi  trois  équations, 

/(*»  J»  *,«.»«»»  «3)  = o;  + <~dy  — o ; 

d’f  d’f  dxf  df  df 

j — dx ’ -+■  a - — — dxdy  -f-  - ~dy’~\~~  d’x  H — — d’y  — o, 
dx ’ dxrfr  J dy’  J ^ dx  dy  J 


dont  on  pourra  tirer  les  valeurs  des  constantes  a, , a,,  a, , 
en  fonction  descoor  don  nées  x , y du  point  de  contact.  La 
substitution  de  ces  valeurs  dans  l’équation 

/(x, , J u a„  a2,  a3)  = o, 

conduira  à l’équation  de  la  courbe  osculatrice. 

1 er  Exemple. . S’il  s’agit  d’un  cercle  dont  le  point  ( £ , n) 
soit  le  centre  et  p le  rayon , et  dont  l’équation  soit 

{*.—  ZY  + Cr,  — «)*  =■  pV 

pour  le  rendre  oscillateur  de  la  courbe  au  point  x,y , il 
faudra  déterminer  les  trois  arbitraires  £ , n , p , au  moyen 
des  trois  équations 

(X  — f)*  H-Cr — *)’ =r*»  (x  — Ç)dx-+-(y  — *)  dy  = 0,; 

(x  — t)d’x+(y — »)  d’y  -j-  dx’  +dy’  = o,  ; 

■ • • : 

ce  que  nous  savions  déjà. 

2me  Exemple.  Concevons  que  la  courbe 

f{xii  y\}  fli  > au  • • • ®«)  — o 

soit  une  courbe  parabolique  dont  l’ordonnée  est  expri- 
mée par  une  fonction  entière  de  x , de  sorte  que  l’on  ait 


y,  = «o  4*  «.x,  -H- a, x J -j — -f -an  _2x^~‘ 

. •-  s 


■fli.-.r;-'; 
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en  prenant  .r,  pour  variable  indépendante,  on  trouvera 
y ; =«H-  iaxxv-\-'Saix\ ..  — 2)<7„_ , X'\-'  -f-(« — I )a„_  ,x"-\ 

y"t=  2 a,  + 2 . 3 . «3  x,  + ...  etc. , 


1.2.3...  (n  — 2)fln_J-f-  i .2.3...  (« — l)aH_,xIt 

1.2.3 . ..(n  — 

En  substituant  dans  ces  équations  ky'x  ,jr" . . . les  dé- 

rivées y'  -,  y"  y • • • y<-n~')  tirées  de  l’équation  d’une  courbe 
donnée = o,  on  déterminera  les  constantes,  de 
manière  que  la  .courbe  parabolique  ait  avec  cette  courbe 
un  contact  de  l’ordre  n — i . On  obtiendra  très  simple- 
ment l’équation  de  cette  parabole , en  éliminant  les  cons- 
tantes entre  les  n équations  de  condition 

j=a0-i-aJx-i-a,xt. . . + 

ÿ=al-\-iaiX-\-îaix'-\->..-+{n — 2)a„_,x"-3-f-(fl — i)»,.,!"*1 

y" ■=.... - . , ym= etc. ...  . .!. 

_ , .2.3. . . ( n — i )an_„ 

et  l’équation 

y,  = «<>  + «, *.+«!*!•  ••  .. 

Pour  éliminer,  développons  le  deuxième  membre,  de  cette 
dernière  équation  suivant  les  puissances  ascendantes  de 
(x,  — x) , en  remarquant  que  l’on  a , quel  que  soit  m , 


(x,  — — x) 


m m — i , . 

+ — . — - — x”  •(«, — x)*  . . . -f-  (x,  — x)*. 


On  trouvera  ainsi 

y,  =a0+alx  + a^x*  ...  +a«_,xB— 

, aI+iatx+3aîxt...+(n-i)an_x,''-M/_  _ N _ 

- — - (x, — xj-f- 

V • I 

i .2. 3. ..(«— 2)  «n_,4-i.a.3...(« — 1 )a„_,x 
1.2.3...  («  — 2) 

1,2.3..  .(n  — 1 )a,_, 


+ 


1.2.3.  . .(n—i) 


(x,-x)n~ 1 
(x, — x)— « , 
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jet  en  ayant  égard  aux  équations  de  condition  , 

r«  = y + y (•*. — *)+  ~ (*,  — *) 1 + • • ■ 


(a^i — •*)’  * + 


O 


1 *)’ 


1.2.3...  (n — 2) v 1 ' 1.2. 3. ..(« — 1) 

Telle  est,  sous  une  forme  très  simple,  l’équation  de  lacourbe 
parabolique  du  degré  n — 1 , qui  a en  un  point  donné 
(x,  y)  un  contact  de  l’ordre  n — i-avecune  courbe  donnée. 

On  parvient  encore  à cette  même  équation  de  la  ma- 
nière suivante  : La  parabole  passant  par  le  point  (x,y), 
son  équation  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

f< — f=a,(x,-+x)-t-a,(x, — ....  -+-an„,  (xt — .r)»-1, 

et  pour  qu’elle  ait  un  contact  de  l’ordre  n — 1 avec  la  courbe 
F(x, y)  — o,  il  suffit  que  les  valeurs  de 


<r.  d'f. 

dx , ’ dx]  ' 


da  'yt. 
dx"~‘  ’ 


correspondantes  à x,  = x , savoir  : a, , 1 . iux , . . . . , 
1.2.3...  ( n — 2)  a,. *,  i.2.3  ...  ( n — soient 

respectivement  égales  à y , y",  ...  yfn~')  ; on  aura  donc 


y ff  y n 1 * y (*  1 ) 

(ix  y y O j — 9 •••  ^n-i  — ■ T'  9 (*n  — \ 7 \ 9 

1.2  1.2... (#1-2)  J.2...(/ï-l) 

en  substituant  ces  valeurs  des  constances  dans  l’équation 
de  la  parabole,  on  retrouve  l’équation  déjà  obtenue. 

Dans  le  cas  particulier  où  l’on  prend  n — 2 , la  para- 
bole osculatrice  se  change  en  une  droite  dont  l’équation  est 

f<—f=  S (*,—*)> 

et  représente,  comme  on  devait  s’y  attendse , ta  tangente 
au  point  (x,  y)  à la  courbe  donnée. 

148. Considérons  une  courbe  plane  dont  l’équation  soit 
j=/(x).  Soient(/£.  27)M0,  M deux  points  pris  sur  cette 
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tourbe  et  correspondants  aux  abscisses  xa,  xi,  l’aire  A 
comprise  entre  la  courbe , l’axe  des  x et  les  deux  Ordon- 
nées y0,y,  est  une  fonction  de  l’abscisse  x que  l’on  ne 
peut  déterminer  que  dans  un  petit  nombre  de  cas  particu- 
liers, mais  dont  il  est  facile  de  trouver  la  différentielle. 

Eu  effet,  appelons  Ax  l’accroissement  attribué  à la  va- 
riable a:,  l’accroissement  correspondant  AA  de  la  fonction 
A représentera  l’élément  de  surface  renfermé  entre  la 
courbe,  l’axe  des  x et  les  deux  ordonnées Ax). 
Si  d’ailleurs  f (x- \-6Ax)  et  f (x  + 0,Ax)  sont  la  plus 
grande  et  la  plus  petite  des  deux  ordonnées  de  la  courbe , 
dans  l’intervalle  Axy  l’aire  AA  sera  comprise  entre  les 
^leux  produits 

, Ai/(i+  8ûjr) ■,  l'&xf(x  -pÔ.Ax),  . ' 

et  par  suite  entre  les  deux  quantités 
/(x  + 6Ax)  , f(x-\-0,  Ax). 

Or  à la  limite  ces  deux  quantités  deviennent  égales  en- 
tre elles  et  à f ( X ) \ on  aura  donc  aussi.  ; / 

l,m'77  = z;=±/w=±:r’ 

■ . > x ’ 

dA  — ± ydx.  . V 

En  supposant  que  l’aire  A croisse  avec  l’abscisse  x , on 
prendra  le  signe  + quand  l’ordonnée  y sera  négative,  le 
signe  — dans  le  cas  contraire. 
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Usage  des  coordonnées  polaires  pour  la  détermination  de  la  tangente,  de 
l’arc , du  rayon  de  courbure  et  du  centre  de  courbure  d’une  courbe  plane. 


149.  Nous  prendrons  pour  coordonnées  polaires,  i°  le 
rayon  vecteur  menéde  l’origine  au  point  quelconque  (x,  y), 
rayon  vecteur  qui  sera  toujours  pour  nous  une  quantité^ 
positive;  2°  l’angle  u que  fait  ce  rayon  vecteur  avec  l’axe 
des  x positifs;  l’angle  u sera  positif  lorsque  le  rayon  r 
se  sera  mû  de  droite  à gauche , négatif  dans  le  cas  con- 
traire ; cet  angle  peut  d’ailleurs  acquérir  toutes  les  valeurs 
possibles.  Oit  a généralement 

f . H ■ ' « 

x ==  r cos  u , y ~ r sin  u. 

Pour  transformer  une  formule  quelconque  en  coordon- 
nées polaires , il  suffira  de  substituer  dans  cette  formule, 
à la  place  des  coordonnées  x , jr,  de  leurs  dérivées  et  de 
. leurs  différentielles , leurs  valeurs  tirées  de  ces  deux  équa- 
tions. ^ 

ier  Exemple  : On  demande  de  déterminer  en  coordon- 
nées polaires  l’angle  r,  que  la  tangente  en  un  point  quel- 
conque fait  avec  l’axe  des  x.  On  a . 

. • du 

, « , tang  u + r — 

djr  sin  udr  r cos  udu  dr 

*aï1^  T dx  cos  u dr—  r sin  udu  rdu  ’ 

i — tang  u — — 
dr 

du  tang  t — tang  « 

r — = ’■  — — - — = tang  (r — u), 

■>  dr  i + tang  r tang  u 0 ' ' 
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donc 


tang  (r  — a) 


du  dr 

: r — , cot  ( r — a)  = 


rfr  ’ ' ' ' 7 r du 

Si,  en  considérant  u comme  variable  indépendante,  on  dé- 
signait par  r',  r"  les  dérivées  derrelatives à u,  on  aurait 
r i r' 

tang  (r  — u)  = jj,  cot  (r  — u)  = — . H serait  facile  dès- 

lors  de  trouver  l’équation  polaire  de  la  tangente  et  de  la 
normale.  L’équation  polaire  d’une  droite,  qui  passe  par 
un  point  dont  les  coordonnées  polaires  sont  u0,  rD,  et 
qui  fait  avec  le  demi-axe  des  x positifs  l’angle  r , est 
r sin  (u  — r)  = r„  sin  («0  — r).  En  effet,  si  dans  l’é— 

V V" 

quation  tang  z =- — , on  substitue  pour x,j,  x0,j„, 

leurs  valeurs , on  trouve 

sin  t rsin  u — r sin  a0 
° cos  t r cos  a — r„  cos  a0 

r (sin  r cos  a — sin  a cos  t)  = r„  (sin  r cos  a„  — sin  a„  cos  r) , 
rsin  (a — r)  = r„  sin(a„ — r). 

Cette  équation  est  susceptible  d’une  transformation  avan- 
tageuse. En  effet,  on  a 

a — *■  = (« — «.J  + («o — r), 

sin  (a— t)  = sin  (a  — a0  ) cos  (ae  — t)  + sin  (a„ — r ) cos  (a  — au  ) , 

et  parce  que  r sin  (a — r)  = r0sin(a0  — r), 

r sin(a — a„)  cos  (a0 — r)  +r  sin  (a0— r)  cos  (a — a„) = r0  sin  (a„ — r), 
cos(a0  — r)  rsin  (a  — a„)  = sin  (a„ — r)  [r0  — r cos  (a  — a0)], 
rcos(a  — w0) — r„  cos(a„ — t)  ...... 

rsin  (a — a0)  sin(a„ — t)  ' 7 v 7* 

ainsi  l’équation  d’une  droite  qui  passant  par  un  point 

(m0,  ra ),  fait  avec  l’axe  des  x l’angle  r,  peut  se  mettre  sous 

, . r cos  (a  — u0)—r0  . . 

la  forme — r — = cot  (r  — u0). 

rsm  (a  — aD  ) v 7 

T.  t.  18 
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Appliquons  ces  principes  à la  tangente  à une  courbe 
au  point  («,  r)  ; désignons  par  u,  p ses  coordonnées  cou- 
rantes; son  équation  sera 


fi  cos  (o  — «)- — r 
P sin  («  — u ) 


dr 

rdu 


telle  est  l’équation  polaire  de  la  tangente.  Pour  obtenir^ 
celle  dé  la  normale,  il  suffit  évidemment  de  remplacer, 


dans  cette  équation,  l’angle  r par  l’angle  v = r zh.  -;  on 

» 

aura  donc,  en  désignant  par  u,  p les  coordonnées  varia- 
bles de  la  normale , 


p cos(«  — u ) — r . 

p sin  (v  — u ) 


, , du 

tang  (r— «)  = — r — 


150.  Dans  le  cas  des  coordonnées  polaires,  on  appelle 
sous-tângente  S<  la  partie  OT  {fig.  28)  de  la  perpendicu- 
laire au  rayon  vecteur  OM,  comprise  entre  l’origine  et  le 
point  où  cette  perpendiculaire  rencontre  la  tangente;  et 
sous-normale  S„  la  partie  ON  de  cette  perpendiculaire 
comprise  entre  le  point  où  elle  est  rencontrée  par  la  nor- 
male et  l’origine.  Les  longueurs  MT  = T et  MN  = N 
seront  la  tangente  et  la  normale. 

Pour  calculer  plus  facilement*  ces  diverses  longueurs , 
appelons  a l’angle  aigu  compris  entre  la  courbe  ou  la 
tangente  et  la  perpendiculaire  MP  au  rayon  vecteur  OM  ; 


- — a.  sera  l’angle  compris  entre  le  même  rayon  et  la 
tangente,  et  l’on  aura 


De  plus,  comme  tang  « sera  une  quantité  essentielle- 
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ment  positive,  et  que  pour  de  très  petites  valeurs  de  Au 


i Ar 

le  rapport  — se  trouvera  toujours  affecté  de  même  si- 


Au 


gne  que  sa  limite  ~ = r' , on  devra , dans  l’équation 

tang  a = ± y *,  prendre  Je  signe  si  le  rayon  r croît 

avec  u,  et  le  signe — dans  le  cas  contraire.  Enfin,  en 
partant  de  la  valeur  de  tang  a , on  trouve 


CO|  * = + 


. , SID  * = ZÜ 


Vr*  -J-  J 


Cela  posé,  le  triangle  rectangle  OMT  donne 
OM 


OT  = 


tangOTM’ 


S,= 


MT 


OT 


cos  OTM  ’ 


r , r1  .du 

=±  — =zhr‘  — 

tanga  r'  dr 

T — ±- 


r cos  <* 


_ . r . > — / du'1  / dr* -4-  r*  du* 

T=±  -yr.  + r'-  = r y/,  +,■-=,  y/ 

V 

Le  triangle  QNM  donne  de  la  même  manière 


ON  = 


OM 


, S.= 


Cota 


, . . dr 

■■  r tang  a ==  dt  r'  = ± — , 
du 


tang  ONM 
MN = V^n+ÔÜF , N = 

151.  En  désignant  par  s l’arc  de  la  courbe  et  par  p 
le  rayon  de  courbure,  on  a,  comme  nous  l’avons  vu, 

(L r d1y  — dy  d1x 
(<£r*+  dy1)'* 

Si  l’on  substitue  dans  ces  dernières  formules  les  valeurs 
de  -t,  tirées  des  équations 


x =x  r cos  u , y — r sin  u , 


18. . 
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on  trouvera , après  les  réductions  effectuées, 

• i r(drd'u-dud'r)-\-h.dr'-\-r'du')dà 

ds'  = dr'+r'  du',  -=rt  -i - J — , 

p (dr'  + r'du'Y 

et  l’on  en  conclut,  en  prenant  u pour  variable  indépen- 
dante, 

ds ' , , ,,  1 _i_r>  — rr"+2r'» 

du'  f (r.  4.  r'»)T 

On  abrège  considérablement  les  calculs  qu’entraîne  cette 
substitution , en  remplaçant  les  équations 

x = rcos«,  jF=rsina, 


par  les  équations  équivalentes 


En  effet,  en  prenant,  par  exemple,  u pour  variable  in- 
dépendante, on  déduira  de  ces  équations 

dx  + dyVS=l  = (r>  +r\S=\y'/=i  du, 
dx  — dyy/ — , — (r' — r\/  —\  ) e u^~' du, 
d'x  + d'y\/^-\  =(/■"—  r+7.r'\/^î)eU^/  ‘ du % 
d'x  — d'y\/~\  = (r"  — r — ir'  \/ — ï)e~  'du', 

et  par  suite , 

ds*  *(. 

dx'  + dy'-=  ds'  — du'(r'-\-r’'),  — = r'-\-r''-, 

de  plus , 

dxd'y  —dy  d'x 

sera  le  coefficient  de  V/ — 1 dans  le  produit 

(r' — r [(r" — r)-\-ir'  \/ — 1 \du3. 
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et  l'on  aura 

dx  d'y  — dyd'x  = ("lr'  ’ — rr"  r1)  du1, 
r* — rr"-t-2r'* 


P=± 


(r*+r'*)T 


Si  l’oii  cesæait  de  prendre  u pour  variable  indépendante, 
on  trouverait,  par  cette  méthode, 

dx 1 dy1  ■=.  dr1  + du 1 , 

dx  d\ y—dy  d' x~r[dr  d'u — dud'r)-\-(p.dr3-\-  r* du*) du, etc. 

152.  Soient  maintenant  £ , n les  coordonnées  rectangu- 
laires du  centre  de  courbure  correspondant  au  point  (x, y) 
et  u,,  r,les  coordonnées  polaires  du  même  centre,  liées 
aux  premières  par  les  formules  £ = r,  cos  u„  jj  = r,sinu,, 
on  aura,  comme  nous  avons  vu  (n°  134), 

1 — y _ ( — X _ dx1  + dy' 

dx  —dy  dx  d'y— dyd'x' 

et  l’on  en  conclura 


y (y — y)+x(( — x) x(i  — y) — y(i — x) 

ydx — xdy  xdx-\-ydy 

dx1- 1-  dy 1 


dx  d'y  — dy  d'x  ’ 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(x -{-y* — (x1  -f- j*) xi — yl  _ dx1  -f-  dy1 

ydx  — xdy  xdx+ydy  dxtPy — dyd1  x' 

Il  reste  à substituer  les  coordonnées  polaires  aux  coor 
donnnées  rectangulaires  ; or  les  équations 

u i /ZTX 


i , / — «1/ — i 

, x — yV — i — rc  , 


—i 


x yv  — i = re 

\\/ — i =r,eu'^/  ' , £ — 1)1/ — i =r,e 

dx  + dy  \/ — i = (dr  + r du\/ — I ) e ^ ' , 

dx  — dy  l/ — !=((■//■  — Y du\/ — I )e  U ^ , 


<* 

.n 
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/ ' 

donnent 

+ 7*  —rrt  cos(«, — u),  x>  4 -y*=r*, 
ydx — xdy  — • — r'du,  x>i  — yÇ  = rr,  sin  (a, — »), 

z=rdr , 

et  par  conséquent, 

r,  cos  («, — «)  — r r,  sin  («,  — w) 

— dr 

«/r1  r*du* 


r{drd'u — du  d*r)  4 (at/r*  -f-r’du1)  du 

Si  r on  prenait  u pour  variable  indépendante,  on  aurait 
simplement 

. r 1 / \ r,  . T-»-!-/-'» 

r > r'  \ ' 1 2r  * — rr  -4-rJ 


l/r’+r1’’ 


on  tire  de  cette  dernière  formule 


: ' ••  r.sinfa, — u)=r'  — ; , 

v ' ar  * — rr" -J-r1 


* — /*/* 

r 1 cos  («,  — u)  ~ r — ; - , 

v ' 2r'1-rr"4-r>’ 


et  par  suite 

r r'1 — /r"’  1 (2/-'1 — .n-'  + r>)>  ’ ’ 


OU  bien 


r, sin («,  — u)  =±  . p = ± p sin  «, 

l/r'+/> 


1ü5.  Il  serait  facile  de  parvenir  aux  équations  qui  don- 
nent le  rayon  du  cercle  ose  nia  tour  et  les  coordonnées  po- 

1 
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laires  du  centre  de  courbure,  en  partant  des  principes  que 
nous  avons  établis  sur  le  contact  des  courbes.  En  effet,  le 
cercle  décrit  du  point  (u,,  r, ) comme  centre  avec  le  rayon 
p,  a pour  équation 

r*  — ir,r  cos(oy  — u)  -f-  r J = p-1. 

* v. 

Pour  que  ce  cercle'  devienne  osculateur  d’une  courbe 
donnée  en  un  certain  point  pris  sur  cette  courbe , c’est-à- 
dire  pour  qu’il  acquière  en  ce  point  avec  la  courbe  un 
contact  du  second  ordre , il  faudra  que  non-seulement 
les  coordonnées  « et  r,  mais  encore  les  différentielles 
du,  d'u,  dr,  d*r  conservent  les  mêmes  valeurs  relatives 
au  point  de  contact  dans  le  passage  du  cercle  à la  courbe. 
En  d’autres  termes , les  valeurs  de  u , du,  d'u,  r,  dr,  d'r, 
tirées  des  équations  de  la  courbe,  devront  satisfaire  à l’é- 
quation du  cercle  osculateur  et  à ses  équations  différen- 
tielles du  premier  et  du  deuxième  ordre.  D’ailleurs  ces 
trois  dernières  équations  peuvent  s’écrire  comme  il  suit  : 

[ r,  sin  («  — a,)]*  ~h[r,  cos  (u  — u,)  — /•]»  = f *, 
rr , sin  ( u — a,  ) du  — [z;  cos  ( u — u,  ) — r]  dr  = o, 

r,sin  (u — ut\rd  *u+-xdudr]— [r;cos(u — Wi) — r](d*r — rdu*)z=.  — [dr*+r*du%). 

On  en  tirera 

»;cos(u — u,’— r _ r,  sin(u— u,) f [r,  sin(u-u,)],-t-[r,co«(u-u,).r3’ 

r<k 

(i  r,  sin(f<-fii)  (/  d,u4-‘idudr)-[r'lCQs{u-ul)-r}(d*r-rdti'*) 

l/dr*  -*-#•*«&*  * (drd  — dud  »r)  -f-  {vdr*  -f-  r*da*)du 

dr  * -h  r * du  » •* 

r [drd*u  — dud*r ) -f*  ipdr*  -f-  r *du*)du 

Cette  dernière  formule  contient  toutes  les  équations  que 
, nous  avons  d’abord  obtenues. 

Il  reste  à montrer  quelques  applications  de  ces  for- 
mules générales. 
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Ier  Exemple  : Spirale  d’Archimède,  r=  au.  Si  l’on 
désigne  par  b le  rayon  vecteur  correspondant  à u = 27r , 
on  aura 

■ b b 

o — lira , a ~ — , r — — u , 

2 x 2sr 


et  la  spirale  pourra  être  considérée  comme  engendrée  par 
une  mobile , qui , en  même  temps  que  le  rayon  vecteur 
fait  une  révolution,  parcourt  sur  ce  rayon  vecteur,  d’un 
mouvement  uniforme,  une  longueur  b.  On  aura,  dans 
ce  cas  particulier, 

r'  — a,  r"  — o,  tangx  =r  cot(r-— ■ «)  = — , 

“ = ( 1 + -TT- ) — /' ’ tang(«,  — «)  = 

F V f-i  « 

r1  •=.  a%  — — r — — “a1 1 I — - — r-  I. 

(a’-f-a)1  |.  «’+2  (Ma-f-2)’J 

Pour  u — o, 


I ic  a 

r=o,  tang  a = cot  r = tanga,  = - = oc, 

o 2-3 


pour  u — co, 

, .ii 

tang a.  =r  o,  et  = o,  tang(a, — «)=-,  - = o,  r,  — a. 

o p 


On  conclut  facilement  de  ces  valeurs,  i°  que  la  spirale 
d’Archimède  touche,  à l’origine  des  coordonnées,  le 
demi-axe  polaire;  2°  que  pour  des  valeurs  croissantes  de 

u l’angle  a et  la  courbure  - décroissent  indéfiniment,  tan- 

P 

dis  que  la  valeur  de  r,  croit  sans  cesse , mais  de  manière  à 

rester  comprise  entre  les  limites  - et  a;  3°  que  pour  des 

valeurs  très  considérables  de  u , le  rayon  r,,  mené  de  l’ori- 
gine au  centre  de  courbure , est  sensiblement  égal  à a et 
sensiblement  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  r.  En  éli- 
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minant  a entre  les  équations  qui  donnent  tang(u,  — u) 
et  r,,  on  obtiendrait  l’équation  de  la  développée  de  la 
spirale  d’Àrcliimède,  développée  qui  est  elle-même  une 
nouvelle  spirale  offrant  un  point  d’arrêt  correspondant 

aux  coordonnées  r,  = - , u,  = - , normale  en  ce  point  au 
22 

cercle  décrit  de  l’origine  comme  centre,  et  qui,  en  s’é- 
loignant de  ce  même  cercle,  fait  autour  de  l’origine  une 
infinité  de  révolutions,  de  manière  à s’approcher  déplus 
en  plus  d’un  second  cercle  concentrique  au  premier , et 
décrit  avec  un  rayon  deux  fois  plus  grand.  Comme  la  cir- 
conférence et  la  nouvelle  spirale  qui  s’en  approche  ne  se 
rencontreront  jamais , on  peut  dire  que  ces  deux  courbes 
sont  asymptotes  l’une  de  l’autre. 

2me  Exemple  : 


r—au",  r —naun  -- 


n (w  — 1 )r 


u 


u * 


/ , n r «(«+  1)  -f-u1 

tantr«  =cot(T — u)  = ~ , — =r  — - , 

“ f (*>-+-*>)  T ’ 


I 

■ ii-x  ' 


pour  u = o , 


pour  u = 00 , 


I 5T 

tang«— cotr  = — , «=3  — ; 

o 2 


tang  a — o , a.  — o , tangfu,  — u)=  - . , \ ■ 

O > 

O11  en  conclura  que  la  courbe  touche  à l’origine  le 
demi-axe  polaire,  et  devient,  pour  de  grandes  valeurs 
de  u,  sensiblement  perpendiculaire  au  rayon  r.  Dans  la 
même  hypothèse  les  valeurs  de  p et  de  r,  correspondan- 
tes à des  valeurs  nulles  ou  infinies  de  l’angle  u , seront , 
comme  cet  angle,  nulles  ou  infinies,  à moins  que  n — i. 

3me  Exemple  : Spirale  hyperbolique , ainsi  nommée  à 
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raison  de  l’analogie  de  sou  équation  ru  = a (a  désignant 
une  constante  positive)  avec  celle  de  l’hyperbole  rappor- 
tée à ses  asymptotes.  Elle  prend  son  origine  à une  dis- 
tance infinie  et  forme  une  infinité  de  révolutions  autour 
du  pôle  dont  elle  s’approche  indéfiniment,  mais  sans  l’at- 
teindre, puisque  l’on  n’a  r = o qu’en  attribuant  à l'angle 
u une  valeur  infinie.  On  a dans  ce  cas , « 


4.  r" 


2 a 
773» 


ii  u*  i 

tanga  = — cot (V — u)=-,  —= ; -, 

u p 

tang(al~«)=«-|-i|  + 

pour  u — o, 

l 7T  I 

tang  a.  = — cotr  = tan  g u,  — - , a.  ~ , p r=  r,  = - ; 

pour  u = oo, 

tang  « = o , « — o,  tang(w, — u)=~,  pz=r,  = o. 


De  ces  équations  l’on  conclut,  i°  que  l’angle  a est  sen- 
siblement droit  et  la  courbure  sensiblement  nulle  pour  de 
très  petites  valeurs  de  u,  c’est-à-dire  dans  la  partie  de  la 
spirale  hyperbolique  qui  est  très  éloignée  de  l’origine  et 
se  confond  à très  peu  près  avec  l’asymptote  y = a de  cette 
Courbe;  2°  que,  pour  des  valeurs  croissantes  de  l’angle  u, 

l’angle  a.  diminue  sans  cosse,  depuis  a=~  jusqu’à  a.  = o. 

c’est-à-dire  que  la  spirale  tend  toujours  à devenir  per- 
pendiculaire au  rayon  vecteur  : 3°  que  le  rayon  de  cour- 
bure p et  le  rayon  vecteur  du  centre  de  courbure  r,  dont 
les  valeurs  sont  d’abord  très  grandes  finissent  par  s’éva- 
nouir. En  éliminant  u entre  les  équations  qui  donnent 
tang(«l  — u)  et  r,,  on  obtiendrait  l’équation  de  la  déve- 
loppée qui  Sera  une  nouvelle  spirale  s’approchant  aussi 
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indéfiniment  de  l’origine  sans  pouvoir  jamais  l’atteindre. 

4me  Exemple  : Spirale  logarithmique  u = Lr,  r — a“, 
r =e=  e"*“  ( a désignant  la  base  du  système  de  logarithmes 
représenté  par  la  caractéristique  L , base  que  nous  suppo- 
serons plus  grande  que  l’unité).  Pour  u = o , on  a r=  i . 
Lorsque  l’angle  u croit  positivement , r augmente  de  plus 
en  plus,  fAinsi,  en  partant  du  point  A , la  courbe  forme 
autour  de  l’origine  une  infinité  de  circonvolutions  et  s’é- 
loigne indéfiniment  de  ce  point.  Si  l’angle  u croit  néga- 
tivement , le  rayon  vecféur  diminue  de  plus  en  plus  et  la 
courbe  s’approche  indéfiniment  de  l’origine,  sans  pouvoir 
jamais  l’atteindre. 

De  l’équation  r = e“la  on  tirera 

• r'  ~ r\a , r"  =z  rla *, 

tang=e  = cot(r  — u)  =\a, 

p = ( l -f-  1«*)T  e ula  zn:  ( i -f-  la1)'5’  r — . 

COS  A 

L’angle  a.  est  donc  constant,  c’est-à-dire  que  la  tan- 
gente, et  par  suite  la  normale,  font  constamment  le  môme 
angle  avec  le  rayon  vecteur.  De  plus,  pour  obtenirle  rayon 
de  courbure  en  un  point  quelconque  M,  il  suffit  (fig-  29) 
de  mener  par  les  points  M et  O deux  perpendiculaires, 
l’une  Og  au  rayon  vecteur  OM , l’autre  Mp  à la  tangente 
MT;  Mp  sera  le  rayon  de  courbure  cherché.  En  effet,  on 

a Mu  = — — ■ = p.  Cette  construction  et  l’équation 
r co  s a r 1 

r 

p = — — montrent  que  ce  rayon  de  courbure  est  égal  à 

la  normale.  A l’aide  de  cette  propriété,  on  démontrerait 
très  simplement  que  la  développée  de  la  spirale  logarith- 
mique est  une  autre  spirale  logarithmique.  En  effet,  «„  r, 
étant  les  coordonnées  du  centre  de  courbure , on  a 
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d’où  l’on  tire , en  substituant  pour  u sa  valeur  u — u, — ^ , 

\afu,—-  + -r— ^ 

r,  = \ac  V >)  = t \ 3 1 a /, 


— la  - 

ou  en  posant  lae  = e b. 


équation  d'une  nouvelle  logarithmique  que  l’on  décrirait 
en  faisant  tourner  la  première  autour  de  l’origine,  de 
manière  que  chacun  de  ses  points  décrive,  avec  un  mou- 
vement de  rotation  direct  ou  de  droite  à gauche,  un  angle 

égal  à ^ — — (a  étant  égal  à la).  On  serait  parvenu  au 

même  résultat  en  partant  des  équations  faciles  à établir 

I 

r,  sin(«, — u)  = r'=~,  r,  cos(«, — u)  = o, 
d’où  l’on  conclurait 

Uj  = u H , r,  = Ha;  etc.  , 

2 

154.  Terminons  ce  que  nous  avions  à dire  sur  l’em- 
ploi des  coordonnées  polaires,  en  cherchant  la  différen- 
tielle du  secteur  compris  entre  la  courbe  et  deux  rayons 
vecteurs  quelconques.  Pour  cela  considérons  le  secteur 
O AM  = S ( fi  g.  3o)  décrit  par  on  rayon  vecteur  que  nous 
supposons  se  mouvoir  de  telle  sorte  que  le  secteur  S croisse 
en  même  temps  que  l’angle  u ; S sera  une  fonction  de  u 
que  l’on  ne  peut  déterminer  généralement,  mais  dont 
on  peut  trouver  facilement  la  différentielle.  En  effet, 
donnons  à u un  accroissement  Au , le  secteur  prendra  un 
accroissement  AS  = OMm.  Du  point  O,  avec  les  rayons 
OM,  Om , décrivons  deux  arcs  de  cercle  MM',  mni.  En 
supposant  que  l’accroissement  Au  soit  assez  petit  pour 
que  dans  l'intervalle  de  u à u -f-  Au , le  rayon  vecteur  ait 
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constamment  crû  ou  diminué,  l’accroissement  AS  sera 
compris  entre  les  deux  secteurs  circulaires  MOM',  mOm' 

ou  entre  les  deux  quantités  et  (r -f-  Ar)’  Le  rap- 
port ~ sera  donc  aussi  compris  entre  les  deux  rapports 
(r-f-Ar)» 


r* 

— et 
2 


— . Donc 

a 


qui,  à la  limite,  sont  tous  deux  égaux  à 


lim  — — — — - 
A u du  a 


dS  = 


r2du 


H est  évident  que  si  le  secteur  décroît  quand  l’angle  u 
augmente , on  aura 

dS-. 


r*du 


Si  l’on  voulait  avoir  en  coordonnées  rectangulaires  la  va- 
leur de  dS , il  suffirait  de  remarquer  que  les  formules 

.+rl/=7  = -‘*/r:;  - 


re 


x — y\ 


-i  = re 


— u\S~ 


dx-\-dy\/ — i = e 
donnent 

xdy  — ydx  — r'du , 

donc 

xdy  — ydx 
dS=-^ J- — . 


\dr — rdu  \/ — I ), 


r*du 

Cette  équation,  comme  l’équation  dS  = ——,  suppose 

que  le  secteur  augmente  ou  diminue  en  même  temps  que 
l’angle  u ; autrement  on  aurait 

r*du  xdy  — ydx 

u S—  _ “T“  • 
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Propriétés  des  courbes  planes  ou  à double  courbure,  situées  d’une  manière 
quelconque  dans  l’espace.  — Tangentes,  plans  tangents.  — Normales  , 
plan  normal. — Asymptotes.  — Points  singuliers. 


155.  Considérons  une  tourbe  quelconque  et  sur  cette 
courbe  deux  points  M et  M',  dont  les  coordonnées  soient 

(x  , y,  a),  {x  -+-‘  Itx,  y -+-  Ay,  z + Az). 

A 

La  gérante  qui  passera  par  ces  deux  points  fera  avec  les 
axes  des  angles  a , b , c,  dont  les  cosinus  seront  propor- 
tionnels aux  différence^  des  coordonnées  des  deux  points, 
et  l’on  aura 

♦ 

* i 

co  s c , * 


cos  a 
ax 


cos  a=Z 


cos  b 

' Ay  ~ Az  ~~ 
Ax 

V/  Ax'  + Aj'  + AZ1 


\/  Ax1  -|- Ay1  + Az*’ 


, cos 


AJ 


S?  Ax  *-f- Ay  *-j-  Az  * 


A z 


cos c : — ; 


Va 


X*-f-  AJ^’  + AZ* 


Concevons  à présent  que  le  point  M'  vienne  à se  rap- 
procher indéfiniment  du  poiu,lM , la  sécante  qui  joint  ces 
deux  points  tendra  de  plus  en  plus  à se  confondre  avec 
une  droite  que  l'on  nomme  tangente  à la  courbe  donnée, 
et  qui  touche  cette  courbe  au  point  (x,  y).  Si  l’on  dési- 
gne par  a , S , y les  angles  que  cette  tangente  fait  avec  les 
axes;  par  £,  n,  £ les  coordonnées  de  l’un  quelconque  de 
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ses  points , on  aura 

* u _u*  Ax 

cos  a.  — lim.  ± — - 


* • 


4- 


dx 


iz*  dx 1 -{-dy1  -)- dz1  ' 

- , dy  dz 

COS  Z =± — . ..  .1— — , cos y=± — ; , 

V dx*-\-dy*-{-dz*  \/ dx2-\-  dy2-{-dz* 

i — x 9 — y Ç — z_  * 


dx  dy 


dz 


telles  SQnt  donc  les  équations  de  la  tangente  que  l’on 
déduirait  immédiatement  des  équations 

» * 
cos  a cos  b cos  c 

aj;  ày  A3  ** 

en  passant  à la  limite , et  qui  s’étendent  même  au  cas  où 
x , y,  z représenteraient  des  coordonnées  obliques. 

On  dit  qu’unfe  droite  est  normale  k une  coqrbe  en  un 
point  donné,  lorsqu’elle  est  perpendiculaire*à  la  tangente 
en  ce  point.  , • 

Cela  posé , on  pourra  évidemment  mener  à une  courbe 
par  chaque  point,  une  infinité  de  normales  qui  seront 
toutes  comprises  dans  un  même  plan.  Ce  plan  unique  est 
ce  qu’on  appelle  le  plan  normal.  H est  perpendiculaire  à 
la  tangente,  et  passe  par  le  point  ( x , y , z).  Son  équation 
sera  donc , en  désignant  par  £ , n , £ les  coordonnées  de  l’un 
quelconque  de  ses  points, 


(1 — ar)cos«-f-(>>—  y)  cos  *-+-(£ — z)cosy  = o, 

ou,  en  mettant  pour  cosa,  cosë,  cos 7 les  quantités  pro- 
portionnelles dx,  dy,  dz, 

(è — x)dx-h(>/  —y)  dy+(  £ — z)dz  = o. 

156.  Supposonsque  u=F (x,y,  z)— o,  v=f(x,y,  z)= o, 
soient  les  équations  de  la  courbe  donnée , c’est-à-dire  les 
équations  de  deux  surfaces  qui  la  renferment,  on  aura, 
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en  différen  liant,  » 

. » 

f !“dx+±df+±dz  = o, 
dx  ^dy  ^dz  ' 

dv  dv  , dv 

d*d*+Txdy+dzdl  = 0' 

d’où  l’on  tire,  en  éliminant  tour  à tour  dz , dy,  dx, 

dx  dy  dz 

du  dv  du  dv  du  dv  du  dv  du  dv  du  dv  ’ 

dy  dz  dz  dy  dz  dx  dx  dz  dx  dy  dy  dx 

cos  a cos  C cos  y 


du  dv  du  dv  du  dv  du  dv  du  dv  du  dv 

dy  dz  dz  dy  dz  dx  dx  dz  dx  dy  dy  dx 


- / / du  dv  du  dv\*  / du  dv  du  dv\*  / du  dv  du  dv  \ * ’ 
V \dy  dz  dz  dy  ) "**  dx  dx  dz  J \dx dy  dy  dx) 

et  les  équations  de  la  tangente  et  du  plan  normal  de- 
viennent 


/ du  dv 
\4r  dz 


£ — x _ n —y  _ Ç — e 
du  dv  du  dv  du  dv  du  dv  du  dv  du  dv  3 

dy  dz  dzdy  dz  dx  dx  dz  dx  dy  dy  dx 


du  dv\  / du  dv  du  dv\ 


(du  dv  du  dv\  , . , 

£nï)({“')  = 


Les  dénominateurs  du  les  coefficients  de  £ — x,  n — y, 
Ç — z se  forment  très  simplement,  en  écrivant  sur  deux 
lignes  les  quantités 


du 

du 

du 

du 

du 

du 

dx' 

dy' 

di' 

dx' 

dÿ' 

di' 

dv 

dp 

dv 

dv 

dv 

dv 

di’ 

dy' 

dz' 

dx' 

dz' 

partagées  en  trois  groupes,  et  multipliant  en  croix. 
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'Si  dans  les  deux  équations  différentielles' 

* * 

dit  / du  du 

: ; ' '•  • 
ttv  dv  dv  t • 

*.  - 4idx+^djr^dz== ,°’ 

* 

on  substitue , pour  clx , cèy,  dz , les  quantités  proportion- 
nées £ — a:,  n — j,  £ — z’î  £,  ri,  Ç étant  les  coordonnées 
d’un  point  quelconque  de  la  tangente,  on  a,  pour  les  deux 
équations  de  cette  ligne, 

, » dit  « / ^ \ ^ % - 1 y \ ^ 


(«— )s+(— ^ = 


Ces  équations  représentent  deux  plans  qui  ont  la  tangente 
pour  commune  intersection. 

Si  l’une  des  équations  de  la  courbe , u = o , par  exem- 
ple, ne  renfermait  que  deux  variables  x , y,  elle  représen- 
terait la  projection  de  la  courbe  sur  le  plan  des  xy,  et 
l’équation 

# , . s du  , .du 

^-x)di+^~jr)dP  = ° 

représenterait  à la  fois  et  la  projection  de  la  tangente  à la 
courbe  dans  l’espace,  et  la  tangente  à la  projection;  et 
comme  le  plan  des  xy  est  quelconque , on  en  conclurait 
généralement  que  la  projection  de  la  tangente  à une  courbe 
quelconque  sur  un  plan  donné  se  confond  toujours  avec  la 
tangente  à la  projection  de  la  courbe  sur  ce  même  plan. 
Ce  théorème  résulte  d’ailleurs  évidemment  de  la  défini- 
tion même  de  la  tangente,  puisque  le$  tangentes  à la  courbe 
et  à sa  projection  sont  les  limites  dont  s’approchent  indéfi- 
niment la  sécante  et  sa  projection. 

On  appelle  plan  tangent  à une  courbe  donnée  un  plan 
T.  ,/  . to 
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quelconque  passant  par  la  tangente  ; il  en  existe  donc  dhe 
infinité,  et  en'appelarlt  généralement. lwm,  n les  angles 
que  la  perpendiculaire  à l’un  quelcdhque  de  ces  plans  fait 
avec  les  axes*  il  sera  réellement  tangent  sill  on  a 

■ . - * '/  . * . ■ . 

COS  / COS«  -f-  COSWCOSfc  cosn  cos  y =r  O. 

157.  On  déterminera  avec  facilité  les  asymptotes  d'une 
courbe  tracée  d’une  manière  quelconque  dans  l’espîfëe, 
soit  en  remarquant  que  ces  asymptotes  auront  pour  pro- 
jections sur  les  plans  des  coordonnées  les  asymptotes  dès 
projections  de  la  courbe , soit  en  observant  que  si  . • • « 

* * * *•  j. 

y = mx  + p,  z — nx  — f-  q, 

* 

sont  les  équations  de  ces  asymptotes,  les  valeurs  dejy  et  de  z. 

' tirées  des  équations  de  la  courbe  donnée  pourront  se  met- 
tre sous  la  forme  * 

t 

- - , 

y =mx  -| - h,  z = nx  + q + i , 

# ‘j  ** 

h et  i se  réduisant  sensiblement  à o pour  de  très  grandes 
valeurs  de  x.  D’oi^l’on  tire  évidemment 
« . »"'• 

m — lim.  - , n = lim.  -, 

• * ' X X 

**  p — ljm.  (y  — mx),  q = lim.  (z  — nx). 

v.  ..  . i 

Ainsi,  pour  calculer  les  coefficients  m et  n,  il  faudra 
poser  dans  lés  équations  de  la  courbe,^  — sx , z = tx; 
puis  chepeher  la  limite  ou  les  limites  vers  lesquelles  con- 
vergent les  variables  s et  t,  tandis  que  la  valeur  de  x croît 
indéfiniment.  Après  aymr  trouvé  m et  n , on  obtiendra 
p et  q en  posant 

§>*•  • • . . 
y ‘ — mx  — j, , z — nx  — t, , 

et  cherchant  les  limites  de  s,  et  de  t,. 

Le  calcul  qui  précède  donnerait  seulement  les  àsymp- 
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totes  nou  parallèles  au  plan  desj'z;  mais  en  changeant 
entre  elles  les  coordonnées  x etjy,  on  obtiendraitles  asymp- 
totes non  parallèle^ au  plan  des  zx  ou  au  plan  des  zy,  e,tc. 
* Les  points  d’arrêt  ou  de  rebroussement,  Tes  points  sail- 
lants, les  points  multiples,  en  général  les  points  singuliers 
d une  courbe  tracée  dans  l’espacé,  ont  ordinairement  pour 
. projections, sur  chactm  des  plans  coordonnés  des  points 
• ' qui  offrent  les  mêmes  singularités,  mais  qui,  parce  qu'ils 
appartiennent  à une  courbe  plane,  projection  de  la  courbe 
•donnée,  seront. facilement  déterminés  à l’aide  des  métho- 
des déjà  exposées.  * * 

• * Application».  * 

u „ Ier:  Exemple  : L’ellipse  produite  par  l’intersection 
..  .du  cylindre  à base  circulaire  u.  — x'  -(-.jy’— R3  — o et  du 

• plan  e Ax  H-  Rr  rl-  Cz  = o.  On  trouvera 

« 

xdx  ydy~  o-,  Afùc  + B dy  -f-  Cdz  = o, 

, dx  dy  dz  » 


-(Bx  — A y) 


cos x cosC 


COSy 


y —X 


= ± 


-(Bx — A/)  [C’R’+(Bx— Ajy)’]’- 

Les  équation?  de  la  tangente  seront 

ï-x_,-y  __  * v 


y — x i 


(Bx—  A.yJ 


ou 


x(f— x)+j(,_.r)  = o,A(f— x)-j-B(,— j)  + C(C— z)  = o, 

ou  enfin  ' 

, ■ * • . 

xf  -+-  yn  = R»,  Af -f-B*  -f  C£  = o.  *.  " 

Ces  dernières  équations  représentent,  comme  on  devait 
« 1- 
* . *9- - 
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s’y  attendre , la  tangente  au  cercle  base  du  cylindre , et  le 
plan  même  de  la  courbe. 

L’équation  du  plan  normal  sera  . 

+ (&* — Ar)(£  — * • * 

2mc  Exemple  : La  courbe  produite  par  l’intersectipn  du 
cône  droit  jr*+tJr*  — R1.**,  £t  du  plan  A.r-f-B^-l-C.z  — o»*  • 
Les  équations  de  la  tangente  seront 

xi  + <ty  = R*z£,  Ai  -f  Bn  + CÇ  = o; 

celles  du  plan  normal  . • , 

C (ir  — tx)  ■+■  (B? — A?)R*a  -f-(Bx — ■ Aj)  ( £ — ,z — R,z)*o‘. 

• * * 

Les  équations  de. la  tangente  .représentent , comhie  on 
pouvait  le  prévoir , deux  plans  : le  plan  de  la  çourbe  et» 
un  plan  passant  par  l’origine  et  le  sommet  du  cône. 

2me  Exemple  : La  cburbe  intersection  de  la  sphère 

* ' . « 

+ -M*  = R*, 

« 

et  du  cylindre  droit 

. (x — y A)1  -j-  z3  = | R1 , ou  x*  — Rx  + z’  =o, 

dont  la  base  est  un  cercle  qui  a pour  diamètre  le  rayon 
de  la  sphère.  Cette  courbe  a pour  projection  sur  le  plan 
des  xy,  la  parabole 

/*  = R(R— »x); 
sur  le  plan  des  zx-,  le  cercle 
> x1  — Rx  -f-  z 1 = o , 

sur  le  plan  des  yt , la  lemniscate 

R***  — ^'(R1 — j**).  . 

La  tangente  à la  courbe  proposée  aura  donc  pour  pro- 
jections les  tangentes  k la  parabole , au  cercle  et  à la  loin- 
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niscale,  c’esl-à-direles  trois  droites 

j,-j-iRe=R(R—  i,), 

.{*—  *R)f  + *Ç  = |R*, 

R'iÇ  — (R1  — 2y*)yit=y*. 

L’équation  du  plan  normal  peut  être  mise  sous  la  f orme 
x z 2X  \y  s ) 

et  l’on  reconnaît  qu’il  contient  le  rayon  mené  de  l’ori- 
gine au  point  (x,y). 

3me  Exemple  : l’hélice.  Considérons  un  cylindre  droit 
dont  la  base  sur  le  plan  x y soit  le  cercle 

x-  -f-r’  — 

et  dans  ce  cercle  un  rayon  mobile  qui , appliqué  d’abord 
sur  l’axe  des  x,  tourne  indéfiniment  autour  de  l’origine 
avec  un  mouvement  direct  ou  rétrograde,  c’est-à-dire  de 
droite  à gauche,  ou  de  gauche  à droite,  et  soit  u l’angle 
variable  décrit  par  le  rayon  pris  avec  le  signe  ou  avec 
le  signe  — , suivant  que  le  mouvement  est  direct  ou  ré- 
trograde. Si  maintenant , à partir  de  l’extrémité  du  rayon 
mobile , on  porte  sur  la  génératrice  du  cylindre  , dans  le 
sens  des  z positifs  lorsque  u sera  positif,  et  dans  le  sens 
des  z négatifs  lorsque  u deviendra  négatif,  une  longueur 
proportionnelle  à l’angle  u , ou,  ce  qui  revient  au  même* 
à l’arc  rt  Ru  compris  entre  les  côtés  de  cet  angle,  et  re- 
présentée en  conséquence  par  un  produit  de  la  forme 
±:  a H u , a désignant  un  nombre  constant,  l’extrémité 
de  cette  longueur  décrira  une  courbe  à double  courbure , 
appelée  hélice } et  dont.il  est  facile  d’établir  les  équations 
et  les  propriétés.  En  effet,  soient  x,  y,  z , les  coordon- 
nées de  cette  extrémité  ou  d’un  point  quelconque  de  la 
courbe,  on  aura  évidemment 

x = Rcos  a , y s=  R sin  u , z = a Ru , 
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et  l’on  en  conclura 
jr’  = R3 , 

a dx  = — Rsimit/u,  dy  = R cos u du , dz  = aRdu% 


jc  y 

; = a R arc  cos  - = aR  arc  tang  - 1 
R ° *’ 


ds 2 =' dx*  -+-  dy* -f- dz1  = «/a1  ( i -f- a *)  ; 


dx 

cos*  = — - 

ds 


sinit 


V^c+a* 
cos  y 


cosc=^  = 


COS  K 


»/ï 


^ F 1/^" i -f-  a* 

et  il  résulte  évidemment  de  la  dernière  de  ces  équations, 
que  l’angle  y formé  par  la  tangente  à la  courbe  avec  l’axe 
des  -z,  et,  par  suite,  avec  la  génératrice  du  cylindre,  est 
.un  angle  constant.  En  vertu  de  cette  propriété,  la  courbe 
se  développera  en  ligne  droite,  quand  on  développera  le 
cylindre  dont  elle  fait  partie.  On  trouvera  de  plus , pour 
les  équations  de  la  tangente , ‘ ; 

£ — x v — ■ y Ç — -z 


cos  u 


. — sin  u 

et  pour  l’équation  du  plan  normal , 

(»f  — r).cos  u — (£  — x)  sin  « -f-  «(£-—  z)  = o. 

L’équation  z = a R arc  tang  - représente  la  surface  lié— 

x 

liçoïde  engendrée  par  une  droite  qui  reste  toujours  com- 
prise dans  un  plan  mobile  perpendiculaire  à l’axe  des  z , 
qui  l'encontre  cet  axe  au  même  point  que  le  plan , et  qui 
tourne  autour  du  point  de  rencontre,  de  manière  à dé- 
crire, dans  le  plan  mobile,  des  angles  proportionnels  aux 
distances  parcourues  par  le  point  dont  il  s’agit.  Cette 
même  surface  coupe  évidemment  le  cylindre,  suivant  deux 
hélices  dont  les  points  correspondants  se  trouvent  situés 
à égale  distance  de  l’axe  des  z , sur  la  droite  génératrice  de 
la  surface. 
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• • • . 

* . 

Du  plan  oscillateur  d*une  courbe  quelconque.  — De  la  rtormale  principale. 

*•  : . . 

• , ri 


n * ‘ 

159.  On  appelle  plan  osculateur  d’une  .courbe  quel- 
conque en  un  point  donné,  le  plan  qui  contient  les  defte 
tangentes  menées  à ce  point  et  à un  point  infiniment  voi- 
sin , ou  le  plan  qui  passe  par  deux  tangentes  consécutives, 
ou  enfin  le  plan  qui  passe  par  trois  points  iiftfiniment\oi- 
sins.  En  partant  de  ces  définitions,  on  trouvera  facilement 
l’équation  du  plan  dont  il  s’agit.  * ru  . * 

irc  Méthode.  Désignons  par  x,  y,  z , les  coordonnées 
du  point  de  la  courbe  -,  par  a,  6 , y , les  angles  que  fait  avec 
les  axes  la  tangente  en  ce  point  ; par  £ , rj , £,  les  coordon- 
nées de  l’un  quelconque  des  points  du  plan  oscillateur; 
par  l,  m,  n,  les  angles  inconnus  que  fait  avec  les  axes  la 
perpendiculaire  à ce  plan.  Son  équation  sera  1 . 

(? — x)  cos/-f-(?  — ’jr)cosm  + (Ç  — z)  cosn  = o. 

V » 

Ce  plan  devant  passer  par  la  irc  tangente , et  par  une  tan- 
gente très  voisine , qui  fera  avec  les  axes  des  angles  dont 
les  cosinus  seront 


cosa-f-Acos«==cos«-|-rfcos«.{i  -f-i'), 
cosf-l-Acos£=:coso-f-rfcos(?.(i  + 1"), 
cosy-4- Acosy=cosy-+-rfcosy.(i 
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* 

(e , E",  e"  étant  des  quantités  très  petites),  on  aura 

cos « cos  / -f-  cos  S cos  771  -f-  cosy  cos  n — o," 
,[cos*-+-</cos:t.(i  + «')]  ços  / [cos  C — f—  d cosf.(i  +i")]cos/n 
- -f-[cosy-J-</cosy.(i-J-{w)]  cos«=o, 

ou,  en  réduisant  et  supposant  que,  la  seconde  tangente 
devenant  infiniment  Voisine  de  la  première,  les  quantités 
e',  c",  e",  s’évanouissent, 

cos  fc  cos  / -f-  cos  £ cos  m -f-  cosy  cos  n = o , 
t/ cos*. cos/  + d cos  «.cos  m — p-c/  cosy.  cos  n — o. 

O11  tire  de  ces  deux  équations,  jointes  à l’équation  eonnue 


cos*/  + cos’/tj  -f-  cos  *u  -±z  1 , 

cos  / cosm  cos  n 

cos  Cd  cos  y -cos  yd  cos  C cos  yd  cos  a -cos  a d cos  y cos  xd  cos  Ç-  cos  Cd  cos  u. 

! ‘ 

[(cos  Cd  COB  y - cos  yd  cos  C)  * +{cos  y d cos  ce-cos  ad  c os  -#-(ct>s  ad  cos  C-  cos  Cd  cob  «) • ]T 

Les  valeurs  de  cos/,  cosm,  cos»,  et  par  suite  l’équation 
du  plan  osculateur,  se  trouveront  ainsi  complètement  dé- 
terminées. Comme  on  a 

dx  . dy  dz 

cos  * ~ — , cos 6=  — , cosy  = — , 
as  as  ds 


les  équations  qui  précèdent  peuvent  se  mettre  sous  la 
forme 


cos  l cos  m cos  n 


En  prenant  l’arc  s pour  variable  indépendante,  on  aurait 


1 ■ dx d'x  1 ^ dy  d'y  1 dz d*z 

ds  ds  ds * ’ ds  .ds  ds * ’ ds  ds  ds 1 ’ 
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et  par  suite 
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cos  / cos  m cos/i 

dyd3z — dztPy  dzd3x- — dxd3z  dxdry — dyd3x 

±1  * __  • 

* \/  (dyd3z—dzd3y)3-\-(dzd3x—dxd3z)3-\-  (dxd  3y — dyd  2x)’ 
On  a de  plus  • 

• Ir 

(dyd  3z— dzd3yy~{-(dzd3x — dxd3z)3  -f-  (dxd3y  — dyd  Vr)* 

# = (dx3  -f-  dy3  + dz3) ((d3x)3-{-(d3y)3-\-  («/’«)’] 

— (dxd3x  -)-  dyd3y  + dzd3z)3\ 

on  a d’ailleurs,  puisque  s-est  variable  indépendante, 
dx3 -J- dy*  -J-  dz1  =r  ds3 , dxd3x-\-  dyd3y-\^dzd3z  — o, 
on  aura  donc  enfin 

cos  / cos  m cosn 

dyd3z—dzd3y  dzd3x—dxd3z  dxd  3 y — dyd  3x 

= ± 1 — _ 

ds  \/(d3x)3-{-(d3y)3-y(d3i)3 

Si  l’on  cessait  de  prendre  l’arc  s pour"  variable  indépen- 
dante , on  aurait 

dyd  — — dzd  - — [dy(dsd3z—dzd3s) — dz  (dsd  3y—dyd  3 s)  ] 

= ( dyd3z — dzd'y) , 

• , , dx  „ ,dz  1 ' , , , , . 

dzd  — dxd  — = — (dzd3x  — dxd3z), 

ds  ds  ds  ' ' 

rfxrf  ~ —dyd*^  — J-  (dxd3y  — dyd3x). 

L’équation  dx3  -4-  dy3  -4-  dz3  = f/sa  doifnant  d’ailleurs 
dxd3x  -f-  dyd3y  -f-  dzd3z  Z=z  dsd1  s,  ■ - 
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cosm  cos  n 


dvd'z  — dzd*y  dzd*x — dxd'z  dxd*y—dyd*x 

« 


\/(d1xy-\-(dyY-\-(d1zy — (d's)1  » 

Dans  le  cas  particulier  où  l’on  prend  x pour  variable 
indépendante,  et  où  l’on  désigne  par’^',  z',  y",  z",  lés  dé- 
rivées de et  de  z du  premier  et  du  second  ordre , on  a 

» • 

cos  / cos  m cosrt ^ 1 

y'z"—z,y'~^7'~~ÿr  \/{y'z  "—f!z  ')»+z"»4-j">' 

Les  angles  /,  m,  n étant  ainsi  déterminés,  l’équation 
du  plan  oscillateur  deviendra 

(£  — x)  (d/tf'z  — dzd'ÿ)  — ( jt  — y)  (dzd*x—dxd  Jz) 

+ (i — s)  (dxdy — dyd*x)  = O , 

ou , en  prenant  x pour  variable  indépendante , 

(£_*)  (y'z"-y"z’)-{n-y)z"  + {K-z)y"=o.  ’ 

2me  Méthode.  Soit  toujours 
« 

(£  — x)cos/-|-()) — y)  cosw-f-(Ç — z)cos«  = » = o 

l’équation  cherchée  du  plan  osculateur.  S’il  doit  passer  par 
deux  autres  points  infiniment  voisins  du  point  (x,y,  z), 
son  équation  u = o devra  être  vérifiée  quand  on  y rem- 
placera x,y,  z par 

x + &x,  y-hty,  z + az, 

et  x + 2sæ  -(-  A’*,  y 4-  *ày  4-  2 A1  y,  Z+2AÏ  + A*z, 

on  devra  donc  avoir  non-seulement  Au  — o,  du  = o, 
mais  encore  A V=  o,  d*u  = o:on  a d’ailleurs  évidem- 
ment • 

du  — dx  cos  l-\~  dy  cos  rn  -f-  dz  cos  n , 
d'u  — d7x  cos  l -f-  d* y cos  m 4*  d’z  00s  n ; 
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on  aura  donc  néc|ssâi  renient  ' 
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dx  cos  l -+-  dy  cos  m -f-  dz  cos  n ■=.  o , 
d'x  cos  / -f-  d'ycosm  -f -d'z  cos  n =;  o, 

et  l’on  tirera  de  ces  dernières  équations  les  valeurs  déjà 
calculées  de  cos  m , cos  n , cos  I. 

„ 160.  On  appelle  normale  principale  d’une  courbe  en 

un  point  quelconque  (i,  yy  z) , celle  des  normales  à la 
courbe  qui  se  trouve  dans  le  plan  osculateur.  Dès-lors  on 
voit  que  la  normale  principale  est  l’intersection  du  plan 
normal  avec  le  plan  osculateur.  En  appelant  X , [i , v les 
. angles  qu’elle  fait  avec  les  axes , £ , rt , Ç les  cordonnées 
de  l’A  quelconque  de  ses  points,  ses  équations  seront 


? — x y —y Ç — z 

cos  a cos  fi  cos  1 ’ 

mais  elle  doit  être  perpendiculaire  à la  tangente  et  à la 
normale  au  plan  osculateur  qui  font  avec  les  axes  des  an- 
gles dont  les  cosinus  sont  proportionnels  aux  quantités 

dx , dy,  dz, 

dy  d'z  ■*—  dz  d'  y , dzd'x—dxd'z,  dxd'y — dyd'x\ 
on  aura  donc 

v . cos  A dx  -f-  co&  pdy  -|-cos»rfa  — o, 

cos  A (dyd'z  — dz  d'y)  -f-  cos p(dz  d'x  — dx  dJz ) 

-f-  cos  » (dxd  ' y — dy  d'i r)  ~ o , 

d’où  l’on  tire,  en  éliminant  d’abord  cos  v, 

oosA(rfx ' d'y — dxdyd.'x — dz  dyd'z dz' d'y) 

— coSfi(dz'd'x—~  dzdxd'z  — dx  dy  d'y  -f-  dy'd'x)  ~o, 
cos  A ,[(<£**-+-  dz')  d'y  — dy(dx  d'x  + dzd'z]\ 

— COS  fi  [(dz  ' dy')d'x  — dx  (dz  d'z  -f-  dy  d'yj\  =:  o j 

. ' • 

mais  les  équations 

dx'  -f-  dy'  -\-dz'  -xz.  ds',  dx  d'x  -^-dy  d'y  -\-dzd'z  — ds  d's , 


4 


3oo 

donnent 
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<lx2-\-dz2  =ds 2 — dy  2,  dx  d2x  + rfz  rf*z  — dsd2s—dyd.2)  , 
dz2  dy2  — ds2  — dx2,  dz  d2z  + dy  d2y  = ds d2s — dxd2x\ 

donc  • 

COS  A [(ds  2 — dy2)d2 y — dy  (ds  d2s  — dy  d2y)"\ 

— cos (K  [(ds 2 — dx2)  d2x  — *i  dx  (ds  d2s  — dx  rf'x)]  = o , 
cos  A COS  fi 

dsd2x  — dxd2s  dsd’y—dy  d2s 

En  éliminant  u on  aurait  trouvé  de  même 

co's  A cos» 

ds  d2x—dxd2  s ds  d2z  — dzd2s 

on  aura  donc  déüuitivement 


cos  A 


_ cos^e 


COS  r 


dsd2x — dxd2s  ds  d2y—dy  d2s  ds  d2z  — dzd2s * 

équations  qu’on  peut  mettre  sous  la  forme 


COSA  COS  fi cos  » l_ 

as  ds  ds 


=± 


ds2 


l/ (ds  dx  -dxd2s)2-\-(dsd2y-dy.d2s)2-\-(dsd2z-dz  d2s)2 

La  quantité  sous  le  radical  est  évidemment  égale  à 

ds2  [flPx)1-}-  (d2y)2-\-(d2z)2\-\-  (cPs)2  (dx2  -j-  dy2-\-  dz2) 

— ids  d2s[dxd2x-{-  dyd2y-\-dzd2z\,  . 

OU  à . . 

ds  2\(d2x)2-{-(d2y)2-\-  (d2z\‘-\-(d2s)i — 2 (c/3.?)1] 

= ds2  [ (d  Jx)M-  (d  2z)2—  (d  '*)*] , . 
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on  aura  donc  définitivement 


3oi 


cos  A^ cos  fC 


cos» 


dx 
ds  • 


ds 


==± 


«s 


d—  jiy/{dixy-\-(dyy-{-ifiiz)i-(dtsy' 

ds 


et  équations  de  la  normale  principale  seront 


Éi  • 


5 — x * — y £— z 


dx 

ds 


4 


dz 

'ds 


* 9 m • 

Quand  on*  prend  l’arc  s pour  variable  indépendante,  les 
équations  qui  précèdent  se  rédûisent  à . * , 


cos  A 
d 'x 


COSft cos»^ 

d'z 

t-x 


d'y 


y/’.fd'xy  (rf'jr)1  -+-(«/**)•  ' 


d'x 


d'y 


.~*~d'z 


0 • 

* 161 . .Au  lieu  de  définir  directement  le  plan  oscul^tcur, 
pour  déterminer  ensuite  la  normale  principale  l’aide  du 
plan  «oscillateur , on  aimiit  pd,  avecliVÎ.  Cauchy,  définir 
d’abord  la  normale  principale  pour  en  déduire  le  plan  os-; 
cula teur  en  procédant  comme  il  sui» 

Lemme.  Etant  données  deux  courbés  qui  se  touchent , 
si,  à partir  du'point  de  contact,  on  porte  sur  ces  courbes, 
prolongées  dans  le  même  sens.,  des  longueurs  égales  mais 
très  petites , Ja  droitéqui  joiudra  les  extrémités  de  ces  lon- 
gueurs sera  sensiblement  perpendiculaire  à la  tangente 
conujume  aux  deux  courbes. 

Démonstration.  Supposons  que  les  longueurs  égales 
portées  sur  la  première  et  la  seconde  courbe,  à partir 
du  point  de  contact,  aboutissent,  d’une  part,  au  point 
(x,y,  z),  de  l’autre  au  point  (£,  r,  Ç)  ; soient  de  plus  s,  a 
les  «arcs  renfermés,  i°  entre  un  point  fixe  de  la  seconde 
courbe  et  le  point  {x,  y,  z):  2°  entre  nu  point  fixe  de  la 
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seconde  courbe  et  le  point  (£ , »,  £),  tandis  ïpie  les  qrdon- 
néejtr , y,  z,  f , vfa'Ç  varieront  simultanément',  la  diffé- 
rence restera  invariable,  puisque’  les  petites  lon- 

gueurs jortéés  sur  les  deux  coutbes  sqnt  par  hypothèse 
égales  entre  elles:  on  aurti  donc  . 

. •.  « *■  • 

r -J-  s = const.  J tfzx  / -j-  const. , «fc-  =r  rfy , dl2  ■ — ds 1 o , 

*-  dÇ 2 -f-  t/Ç1— k<£r* — dy*  - — dz2"^  o, 

(rff  -Hic)  (rff  — — <fz)~  o. 

! . f 

Sbient  d’ailleurs  «,  ê,  y les  anglcs.que  forme  a^éc  les  axes 
la  tangente  commune  aux  deux  coiirbes  prolongé;  dans 
le  mÊrfte  sens  c}ue  les  axes  s et  a;  ci  la  longueur  de  la  droite 
menée  du  joint  (£ , y ,g)  au  point  (x,  y,  z)  ; enfin  ju,  v? 

les  ailles  que  form'fc  cette, droite  avec  les  demi-axes  ^es 

coordonnées  positives,  on  aura  . . 

l,  » *v  *■  • * ( 

dx  _ dx^f-dl  ' ■ * dy fü^dy^-du 

ds  der;  ds-f-da■,^  °*  ds  ar  ’f/s  -f- dn 


COS  « : 


'•,dx«  dl  dz  + d[, 
• ds  do-  ds-\-d<r 


*)■  + (,--4)>  -h  ( z - z%- 

Crr». 


f— z * __  «— r 

COSA  = — j-  ; COS/i  — 


cos»  = 


ces  trois  dernières  fractions , quand  la  longuçür  d sera  très 
petite , seront  sensiblement  égales  aux  quantités 

• Jr  ’ ; 

d£—dx  drfi—dy  dfc—dz  \ 

~~dl~' 


dl 


de  sorte  que  l’on  aura  sensiblement 


dl 


*# 


COSA  = 


d£—dx 


dl  ' C0#'‘  = dl 

Dès-lors,  si  dans  l’équation  ' , 

(dÇ-ydx)  (d* — (ix)-\~{clti-ydy)  («fi» — dy)-\-(dÇ-+-dz)(dÇ — dz)  — O, 


— <i’’ — 


dl—dz 

COS»  = rs i 

dl 
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* on. met  à l^plâce  des  trois  sommes  les  quantités  propor- 
tiç^nefles  cote  a,  cosêj^bof^,  ej  à la  place  des  trçis  diffé- 
rences, dp#  quanti  té^  également,  proportionnelles  cos)., 

'cosp^  cosjf^  on  aura 

* • * 

COSot  COSA -f- COsC  COS^* -|-  COSyCOS»  ==  O,*  J 
* * 

et  cette  équajion  exprime  bien  que  la  droite  rognée  dq 
point  (x,  2\  au  point  (£,  n,  £),'  est  sensiblement  pegpen- 
diculairç  àja  tangAte*conpnunc  aux  deux  courbes. 

ït)2.  Ejn  remplaçant  clans  Je  lemme  qui  précède  la  se- 
conde couabe.par  la  tanfente  à la  première , on  obtiendra 
le  théorème  suivant  : Si,  â parçjr  d’un  poinçonné  sur  une 
courbe , on  porte  sur  cettç  Ctawrbe  et  sur  sa»tangcnte  pro- 
longées dans  le  même  sens  des  longueurs  égïles  et  très  pe- 
tites,, la  droite  qui  joindra  Iedfextr^mités  ç^o  cCs  longueurs 
sera  sensiblement  perpendiculaire  Ji-  la  tangente.  Cettg 
normale , qui  mérite detre  remarquée , est  précisément 
celle  que  nous  aurions  pu^  appelé  r'tft  priori  pormale  prin- 
cipale. Pour  'Jixer  sa  direction,  appelas  i la  lorigueuj 
portée  sur  la  tangente  êt  sur  la  tourbe,  substituâtes  à 
£,  n,  leurs  valeurs 

Ç = T -f-  ! COS  oc , t,  — y -J-  i cosf , X — z ■+•  t COSy, 


dans  les  équations 
— dx 


fOS  a — 


dl 


di) — dy  dt — dz 

COS*  — y*  ~ , * COS,  = 


dï 


dt 


qu’on  peut  mettre  sous  la  forme 


cos  A 


cosu 


cos» 


dt—dx  ~~  dn  — dy  dÇ—dz’ 

on  trouve  de  cétte  manière 


cos  X 
d cos* 


COS  fl 

dcosi 


cos* 

rfeosy' 


COSA  COS|«  COS» 

,dx  -,  .dy  . dz 


dt 


*df 

dt 


dt 
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or  tes  dernières  équation^  prouvent  bien  qué  la  normale 
en  question  coïncide  eff^tivehaent  avec  celle  qui  èst*jsi- 
tttée  dans  le  plan  osculatéur.  _ * • . 

Après  avoir  ainsi  défini  d’abord  la  normale  principale  ? 
on  obtiendrait  immédiatement  l’équation  du  plan  oscula- 
teur,  ^n  le  définissant  un  plan  qui  passe  à la  fois  par  la 
«tangente  et  la  normale  principale.  En  eflet , si  l’on  ap- 
pellg  l,  m,  n les  angles  que  la  perpendiculaire  à ce  plan 
fait  avec  les  axes , la^louble  condition  âe  passer  par  la  tan- 
gente ft  la  normale  principale  donne 

* . k * t , 

cos|t  cos  /+ cos  Q cos  m -f-  cos  y cos  nj=  o , 

cos/ cos  A -f-  cos  m co%  fi -f- cos  n cos  ► — o , < 

ou  * * 

cos  « cos  /-f  - cos  ff  cos  m+cosycos/z  =:  o, 
f cos  le/cos  * + casmd  cos  £ -j-  cos  nd  cos  ?=  q ; 

d’#ù  l’on  déduirait,  Comme  nous  l’avons  déjà  fait , jes  va- 
leurs de  cos/,  cos  m * cos  n , çt  par  suite  l’équation  du 
plan  oscillateur**  . 

*»  « • * . » 
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Des  deux  courbures  , du  rayon  de  courbure , du  centre  de  courbure  et^iu 
cercle  osculateur  d’une  courbe  quelconque.  t*,-,  £ 

* 4 T 


163.  L’angle  compris  entre  deux  tangentes  consécutives  - • 
ou  entre  les -tangentes  extrêmes,  d^t’arc  infiniment  ipetit 
± As , est  ce  qu’on  nomme  l’apglc  dg  contingence  ; dési- 
gnons par  Ar  ce  même  angle,  et  par  Am  l'angle  infini- 
ment petit  compris  entre  les  plaiis  iosculateurs  qui  cor-  v- 
respondent  aux  extrémités  de  ce  même^arc?  ou , ce  qui 
revient  au  même,  entre  les  perpendiculaires  aux  plans  dont 
il  s’agit.  Les  quantités  Ar  et  Am  ne  pourront  s’évanouir  - 
constamment  que  dans  certains  cas  particuli^Sjiaj^oié  : la 
première , lorsque  la  courbe  proposée  se  changera  en  uqp 
ligne  droite  ; et  la  seconde,  lorsque  cette  courb*  deviendra 
plane.  Mais  en  général  Ar  et  Am  oonservêront  des  valeurs 
différentes  de  o ; et  l’on  pourra  en  dire  autant  des^î^jites  • 

Ar  - A$w’  *1-  * 

vers  lesquelles  convergent  les  rapports  ±:  — , db^||ien- 
1 tc».  ib 

dant  que  l’arc  ±.  As  décroîtra  indéfiniment/  ces  limites 

jr  y ••  ^ ^ 

-h  -h  —,  oui  seront  équivalentes , si  l’on  considère 

une  courbe  plane,  l’une  à )a.  cotirburc  de  cette  courbe/ 
l’autre  à o,  serviront  à mesurer  dans  tous  lcs*cas  ce  qi^e  ^ . 
nous  appellerons  la  première  et  la  secopdé  Courbure  de 
- la  courbe  proposée.  ClSs  deux  courbures  sont  réelles:  en 

'T'  ^ è . 
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/ èlfef,  poui^concovoir  une  courba  qui  n’est  pas  plane,  il 
faut  non-sëulemetît  concevoir  que  la  tangente  s’incline  en  ' 
changeant  tle  position  ; il  faut  encore  que  le  plan  de  deux 
éléments  jconsécutj  fs  varie  aussi  dans  l’espace  : cette  se- 
conde courbure  peut  ôfro  comparée  à la  torsion  que  l’on 
ferait  suïnr  à nue  courbe  plane.  Il  est  d’ailleurs  évident 
queues  deux  courbures  seront  d’autant  plus  grandes  ou 
d’autant  plus  petites,  que  les  angles  Ar  ou  Aco  seront  plus 
grands  ou  plus  petits  pour  une  môme  \aleur  de  As  et  que 

par  conséquent  les  rapports  ^ ,,  ou  mieux  les  limites 


I 


flr 


s 


n 


(loi  W _ 

— , ~ do  ces  rapports,  seront  leur  mesure  naturelle.  Si 

ds  %#ds 


, 


l’on  représente  par  - , -,ces  mêmes  rirtirbures,  l’on  aura 

T pé>  % ■ w. 

donc  tou  jours  p . ^ • . * 

i,  -:  = ±lin,.“=±^*. 

■ , p A*  ds  P as  ds 

# ♦ • J f 

164.  Lorsque  l’arc  MM'  = rh  As  est  très  petit,  sa  corde 
l/Aar’-t-A^'-J-Az1  est  sensiblement  perpendicdlaire  aux 
plans  normaux  menés  à la  courbe  que  l’on  considère  par 
; . les  deux  points  (ar , y,  z) , (x-(- Ar,  y-yAy,  z-\-Az) , et  la 

plus  courte^  distance  TVID  (fig-  3i),  du  point  (x,y,z)  à la 
•.v  ligne  d’intersection  des  deux  plans  est  sensiblement  égale 
-,î  au  preîni  et*’ rayon  de  courbure  p.  En  effet,  soit  r cette 
pins  courte  distance  MD  ; menons  par  MD  un  plan  per- 
cndiculaire  aux  doux  plans  normaux  ou  à leur  commune 
et  projetons  l’arc  MM'  sur  ce  plan.  L’arc 
^etant  sensiblement  perpendiculaire  aux  deux  plans, 
sera  aussi  sensiblement  égal  à sa  projection,  et  l’on  aura 


intersection . 
- MM 


Mni'  z=  i -|-  6, 


■«  X 


Vr 


e étant  unc„ quantité  très  petite.  De  plus,  dans  le  trian- 
le’Mm'D,  l’angle  m*  sera  sensibîement  droit  et  l’angle 

* '* 

ï -r  • • 
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MDto'  sera  précisément,  l’angle  des  deux  plans  normaux, 
ou , ce  qui  revient  .au  même , l’sfjigle  A?  des  deux  tan- 
gentes menées  aujc  extrémités  de  l’arc  zfc  fis , .on  auéa 
"donc,  en  exprimant  que  dans  ce  trç^pglejes  sinus  sont 
proportionnels  aux  côtés,  * - ***„ 

* I, 


B ' sin^-}-  «' 


SlDAr 


(*+ 


sin  A4- 


Ar(i-|-ej  Af  ’ 


».  . 


et,  en  faisant  converger  A s vers  la  limite  o,  on  trouvera 

* 1 • y * 

■ — lira,  riz  — ■ — # 

lira.  r.  f ^ •• 

. * r * 

11  importe  d’observer  que  le  plan  osculateur  passe  par 
les  deux  tangentes  consécutives,  et  gu’il  est  par  consé- 
quent perpendiculaire  aux  deux  plaps  normaux  inflni- 
,.  ment  voisins  et  à leur  communÉîihtersection  ; en  sorte 
que  la  normale , qui  est  perpendiculaire  à cette  commune 
intersection  et  sur  laquelle  on  compte  la  longueur  r,  sc 
confondra  sensiblement  avec  laf  nonhale  comprjsp  dans  Je 
plan  oscillateur, ^c’est-à-dire  avec  la  normale  principale» 
Il'suit  évidemment  de  ce  que  nous  venons  de,  dire  que, 
pour  obtenir  le  premier  ràyon  de  cdtirbpre  pp  il  ^suffit 
de  construire  la  normale  principale  correspondante  au 
point  (x,  y*  -z),  et  de  chercher  la  portion  de  cc^e  dfoite 
Comprise  en  trempe  point  et  un  plan  normal  très  vütsin.  Le 
raypn  p,  mesuré  de  cette  manière  sur  la  normale  princi- 
pale, est  ce  qu’on  nomme  le  rayon  de  courimre  de  la 
courbe  proposée  relatif  au  point  (x , y,  z ),  et  l’crn  appelle 
centre  de  courbure  l’extrémité  du  rayon1  de  courbure,  qui 
peut  être  considérée  comme  le  point  de  rencontre  de  la#*  .* 
normale  principale , et  d’un  plan  normal  infiniment  yoi-4' 
sin.  Le  cercle  qui  a ce  dernier  point  pour  eeijj*e* et^ïe  " 
rayon  de  courbureqpour  rayon , se  nomme  cercle  de  eour- 


$ 


V- 


«V 


y 


* 20. 


J** 
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bure , ou  cercle  oscillateur  ; il  tquclie  ltf  courbe  proposée 
ej  ,a  même  courbure  q il’ elle.  Si  par  la  tangente  et  par  la 
perpendiculaire  au  plan  oscillateur  onjjait  passer  un  nou- 


ment  avec  l’un  des  points  du  dem^axe  dont  la  direction  > 
if  est  déterminée  par  les  angles  X,  fi,v,  que  la  normale  prin- 
^ cipale  fait  avec  les  axes , fet  qui , comme  nous  l’avons  vu , 

« son  talonnés  par  les  équations 


cos  A COS  ft  cos  » 


J ■ 


as 


dy  dz 
'l  ds  * d ds 


165.  Il  ëèt  facilq,de  calculer  la  longueur  du  rayon  de  . 
courbure,  en  partant  de  l’équation  qui  le  définit 
? J*  , * 

<i  = ±lhn.^  = ±£  • ‘ 

ijf  'f  A s ds 

Enefietj  cos«,  cos  6,  cosy -,cosa-|-  A cosa,  cos  S -f- A cos  6, 
cos  y -f-  A cos  y étant  les  cosinus  des  angles  que  font  avec 
les  Sxes  deux  tangentes  très  voisines  , on  a « 

I , ^ _ « , J / 

A . cos*«  -j-  cosa  G +cos’  y = ir 

4 (cos  a -f-  a cos*)’  + (cosffH-A  cos  £)*  -f~(cosy-  -f-A  COS  y)’  — I, 

* cos  At  — cos  * (cos  a -f-  a cos*}  + cos  S (cos  C-j-  A cos  S) 

* + cosy'(cosy+ Acosy)  ; 

. si?ae  la  somme  des  deux  première  équations  oh  retran- 

cheîle^ouble  de  la  seconde , il  vient 

% ' v 

2(1  — cos^At)  =(a  cos*)’  (a  cos£)*  -f-  (a  cosy)1. 

. i * * ' 

.a  d’ailleurs  >• 

. , A-r 

2 SU)  * — — I — cos  Ar  ; 

i. 


■ -y  . A» 

* cos  Ar  = I — 2Sin* — , 
• 2 

Nfc 

’ * * 
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donc 


: v 


asin  — — \/ (a  cos  a)  * •+•  (a  cosC.)£  -+-  (a  cos  yj  % 
2 


et  par  suite 


. Ar  * . at 

an-  2sœ  — 

Ar  ..  2 » _ 2 

lim.  — ^ lira. — = lun.  — “m-  — — — 

a J AS  AS  AJ 


Ar 

2 


% - 
♦ 

T> 


* 


tk.  ' 


— Hm.  yj  1 

et  enfin , 


/ A COS  «N* 

I -1- 

V AS 


\*  ( A cosfv  , /ACOSy\f 

)+(,— j-n — 


J 


* 


I ,dr  ! / d cos  <*\*  /</  cos£\*  /</  COSy^ 

7=±s ,=  v-csr)  +(_*_  J n-*-; 


En  procédant  de  la  même  manière,  on  trouverait  pourla^ 


seconde  courbure 


1 , //rfcosA*  , fdcoamy  fdcosn\\ 

i ?==*=*= V (-à-)+  (-sr  J + Irsri  ■ _ . 


Il  résulte  évidemment  de  ces  formules  que  la  prcûiiere 


courbure  — est  généralement  nulle  dans  le  cas  où  les  aff- 

P 


gles  a , S,*  7 deviennent  constants,  et  la  seconde  courbure 


« t* 


■ - dans  le  cas  où  les  angles  /,  m , n conservent  toujours 

P • .> 

les  mêmes  valeurs;  ce  qui  s’accorde  avec  les  définitions 

que  nous  avons  données  de  ces  courbures. 

Si  dans  la  valeur  du  premier  rayon  de  courbure  l’off 

,1  , dx  ■ djr  dz  Jt  T , 

S,  cos  y , leurs  valeurs-,  il.^g 


met  pour  cos  a , cos 


viendra 


■ ;V(i«î)'4'i)' 


**  ■ 


aogle 


•9  « 


/•  • 
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\ 

F 


puis,  en  développant  comme  plus  haut  (n°  160)  • 

’ » • ^ 

i /(^y+ (4*  r)1  + (<*»  — (rfy)1  .? 

g f V - *%  dsi 

•»  V^fly  d2z-  dzd'y)2  -f-  ( dz  d'x-  dxdrz)2  -f-  [dx  d2y-  dy  d2x)2' 


‘ » 


*4  {dx 2 dy2  -j-  dz2')'2 

* 

Si  l’on  prend  s pour  variable  indépendante , il  viendra 
plus  Simplement , 

\S{d2x)2  {cl2 y)2  / 


• . 

* En  prenant  x pour  variable  indépendante,  on  trouverait 

I y'ix'z"  — y'V)1  -f-  z"2  4-  y" y 

& — «r  >■-■■■  — • 

. ■ P * (- 


' < 


■4 


+ r"  +a'*)T 


■1 

* afc  166.  Si,  à partir  du  point  (x,y,  z),  on  porte  sur  la 
courbe  donnée  et  sur  la  tangente  prolongées  daus  le  même 
sens  des  longueurs  infiniment  petites,  égales  à x,  et  si  l’on 
dSmipe  à la  distance  comprise  entre  les  extrémités  de  ces 
v*  deux  longueurs,  on  trouvera,  en  prenant  $ pour  variable 

indépendante  et  en  remarquant  que  les  coordonnées  des 
extrémités  des  deux  longueurs , sont  respectivement 


& 


r 

f < 

t » 


\dx 
1 ds’ 


y + 


dy  dz 


dx  i*  f d2x  \ ,dy  i%  f d2y  _\ 

N*  . 3 / \ 


t 


.<&  /*  /rf»* 


•;T 

donc  ' . 


P = lim. 
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cl  par  conséquent,  pour  obtenir  le  rayon  de  courbuft 
d’une  courbe  en  un  point  donné,  il  suffit  de  porter  sur 
cette  courbe  et  sur  sa  tangentè  prolongées  dans  le  meme 
sens,  des  longueurs  égales  et  infiniment  petites,  et  de  di- 
viser le  carré  de  l’une  d’elles  par  le  double  de  la  distauçç 
comprise  entre  leurs  extrémités  : la  limite  du  quotieul  . ' 
est  la  valeur  exacte  4U  rayon  de  courbure. 

En  comparant  eusçinble  les  équatiojfs- 

***  t tét  " *•  ■. 


COS  A COSp«_COS>' 

dx  dj  dz 

ddl  ddï 


on  trouvera 


COS  À = f 


dx 

d— 

.*  - d% 

• ♦ 

ds 

ds 

• 

ds  ’ 

COSft=f-dTy 

cos  y = 

* 

dAl 

ds 


« * 

** 


> * 


et  en  prenant  s pour  variable  indépendante, 


cos  A — 


rf’x  d*y 

= P^,  cosp.  = p— , COS,=p^ 


i 


4 

V 


167,  Si  l’on  suppose  que  le  plan  xy  devienne  pàçaU*  P 

lèle  au  plan  osculateur,  on  aura  P' 

* 

cos/  — o,  cos/n  = o,  cos n — ± /, 
et  par  suite , en  vertu  des  équations 


cos Idx  + cos  mdy  4-,cos/îrfi  = oÿP  jfjf 

cos  ld*x  -J-  cos  mdy  + cosnrf’z  ^ o; 

'dz  =•  o;  rf’z  = o,  . f 

» dxdy—dyd'x 

{dxi  4-  rfr*)T  4P  ■ 


♦ ’ 


1 


•- 


-V. 
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^ Le  rayon  de  coûrbure  de  la  courbe  donnée  e#t  donc  égal 
'en  grandeur  au  rayon  de  courbure  de  sa  projection  sur 
le  plan  oscillateur.  Ces  deux  rayons  de  courbure  coïnci- 
defit  aussi  en  direction,  puisque  la  normale  principale, 
J*  située  dans  le  plan  oscillateur,  sera  évidemment  la  nor- 
male à la  projection  de  la  courbe  sur  ce  plan-,  donc,  etc. 

168.1  Appliquons  ces  formules  à^l’bélice  représentée 
par  fes  équationS*  **  ' § 

x =,.Rcosa,  7 ="vRsina,  *=aRa, 


h 

prenons  u 


pour  variable  indépendante , on  trouvera 


•”<V  dx  rr?  -4-  R sin  udu , dy  — R cos  udu  , dz  aKdu, 

" ^ dKr  i R cos  udu7,  d2y  — — Rsinarfa2,  dJz  = o, 

À 'éfe  dy  ^ (iz  ' d2x  d*y  d*z  _ . 

— sina  cosa  a cos  a sma  o 

di  — ± \/ 1 -f- a.\.  Rrfa , d*s  = o,  . ’ . 

cosajj^*  cosC  *_  cosy i 

‘ — sina  cosa  a 1/7+^*  . 

, -vXâ  différentielle  seconde  d*s  étant  nulle,  on  devra  em- 


ployer  lës  formules  où  Tare  s est  pris  pour  variable  indé- 
pendante , etT’on  aura 


COSsA  cos^ 

'cosa  sina 


= X I,  cos» 


j cos  a — i 


”i  +«»  * ds  (i  -J-  «*)R  ’ 
F = (i  -f-  «’)R. 
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L’équatiou  du  plan  oscillateur  sera 

. a (£  — x)  sin«  — a(>i  — y)  cos  h -f-  Ç — a = o, 
où  Ç — z = a(>iCosu — ?sin«). 

Enfin  l’on  aura 

]_ a / f dsmiîy  , fdcosu\*  a 

p y'i  + «*  V \~d7~ ) + ) ,*('+«’)' 

t • 

Si  à la  quantité  a on  substitue  l’angle  y,  lié  avec  a par 
l’équation  cos  y.  = ° , on  trouvera 


\/i  +i 


cos/  _ 
sina 


cos  m 


cos  71 


— cos  a 


R = 


tangy 
R 


:±cosy,  * — =Rcoséc’y» 

sin  Jy 

— 2R  coséc  2y. 


siny  cos  y 

L’équation  cosv  = o prouve  que  la  normale  principale 
de  l’hélice  au  point  ( x , y,  z),  coïncide  avec  la  perpendi- 
culaire abaissée  de  ce  point  sur  l’axe  des  z , ou*  ce  qûi 
revient  au  même,  avec  la  génératrice  de  la  surface  héli- 

çoïde,  représentée  par  l’équation  z = aR  arc  tang  Donc 

, . x 
le  plan  qui  passe  par  cette  génératrice  et  par  la  tangente 

à l’hélice,  c’est-à-dire,  en  d’autres  termes,  le  plan  qui 
touche  la  surface  héliçoïde  au  point  (x , y,  z ),  se  con- 
fondra nécessairement  avec  le  plan  oscillateur  de  l’hélice. 

On  déduirait  directement  la  valeur  p = R coséc 1 y du 
rayon  de  courbure , de  l’équation 

p = lin,S 

t # V 

qui  dans  ce  cas  deviendra , comme  on  le  prouvera  faci- 
lement . 


f — R lim.  ( 


Ai 
V.rA/7 


ds* 


R du 


- =R(i -f- «1)=Rcoséc*y. 
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Détermination  analytique  du  centre  de  courbure.  — Développée  d’unfl 
courbe  quelconque. 


I 


169.  Soit  p le  rayon  de  courbure  d’une  courbe  quel- 
conque, correspondant  au  point  (x,  y,  z)ï  %■>  *1)  les 
coordonnées  de  l’extrémité  de  ce  rayon  appelée  centre  de 
courbure-,  X,  p,  v les  angles  formés  avec  les  demi-axes  des 
coordonnées  positives  par  la  droite  menée  du  point  (x,  y,  z ) 
au  point  (£,  v , £),  droite  qui  coïncide  avec  la  normale 
principale,  on  aura 

t — x k — y £ — z 

7 = COS  A,  = COS /K,  = cos*, 

P P P 


dx 

dds 


dd-L  d * 

ds  ds 


<***  ='  i*T’  cos*  = P — , 


f — x = p* 


dx 

ds 

~dT' 


“7=  P’ 


ds 


; £— Z = f* 


4 


et  en  remettant  pour  p*  sa  valeur 

dsd'r  — dxd's j t 

* x ( djrd'c — dzd*jr)*+(dsd'x — dxd’z)'-i-(dxd  ’jr — djd'x)* 

dsd’r — dyd*s 

» — r =T^-T- . ■ .....  trf*1, 


dsd’r — dyd*s  . „ 

v — — --  - ■ - 

(4M  — dsd*y}*+(jpxd  *x—dxd*s}*+  (dxd'y — 4yrf*jr)* 

dsd'z  — dzd*s 


(dyd  — dzd %y)%^(dzd *x—dxd  •z)*ty-(dxd*y--drd  *x)* 


A'f 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 

P-x=  dr{dyd’x-dxd>y)  + dz{dcd>x-dxd>z) „ , , +Jtt)' 

* (dyd* z-dzd'y)*+{dzd'x-dxd'z) • ■+-(dxd'ty- dyd'x}'  ' 

,_,=  <U(dsd>y-drd>,)+dx(dxd*y-dyd>x) 

(dyd%  z-dzd%y)%-±-  ( dzd ■ x-  cLxd*  z)  * +(dxdtj'  -djrd'x)* 

r—x-  dx{dxd’z-dzd'x)+dy(drd'z-dxd’y)-  . |f.,) 

' (dyd'z-dzdty),-\-{dzd'x-dxd^z)t+{dxd,y-dyd,x)t 


Dans  le  cas  où  l’on  prend  x pour  variable  indépendante , 
les  formules  précédentes  se  réduisent  à 


x~  (r/z"-yv)>+z">+J 


(I+y»+s'>) 

^ (i+r'j4-v*)»p  (yz"-yv)i+z"i+r"1 1 


A l’aide  de  ces  équations,  on  pourra  déterminer  les  coor- 
données t , r, , £ du  centre  de  courbure , qui , comme  on 
le  prouvera  facilement , vérifieront  en  général  le  système 
des  trois  équations 


(I  — ■*)*-+■  (*  — y )*-MÇ —•*)*  = P’  ' v’ 

({ — x)  dx  -f-  (,  — y)  dy  -f-  (Ç  — z)dz  — o , 
(ê-—x)  d2x  +(ç — y)  d2y  -f-(Ç — z)d2z — dx*  — dy2 — dz2—  o. 

De  ces  trois  équations  , la  première  exprime  que  le  centre 
de  courbure  est  à une  distance  p du  point  (ar,  y,  z);  la 
deuxième  qu’il  est  dans  le  plan  normal,  la  troisième,  qu’il 
fait  partie  du  plan  oscillateur  : on  aurait  pu  les  écrire 
à priori , et  il  est  essentiel  d’observer  que  l’on  retrouve 
la  deuxième  et  la  troisième,  lorsqu’on  différencie  la  pre- 
mière et  la  deuxième  en  opérant  comme  si  les  trois  incon-, 
nues  £,  »,  £ étaient  des  quantités  constantes. 

170.  Quand  le  point  (x,jr,  z ) vient  à sC  déplacer  sur  la 
courbe  donnée,  le  centre  de  courbure  se  déplace  en  même 


V 
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temps.  Si  le  premier  point  se  meut  d’un  jpaouvemenl  con- 
tinu sur  la  courbe  dont  il  s’agit,  le  sedond  décrira  une 
nouvelle  courbe  : or  pour  obtenir  les  équations  de  cette  * 
dernière,  il  sqffira  d’exprimer  en  fonction  d’une  seule 
variable  x , y , ou  s,  à l’aide  des  équations  u — o , v = o , 
dé  la  courbe  donnée , les  seconds  membres  des  équations 
qui  donnent  £ , w,  Ç,  et  d’éliminer  cette  variable  entre 
ces  trois  équations.  Les  deux  équations  résultantes  de  cette 
élimination  ne  renfermeront  plus  que  les  trois  variables 
£ , n , £ , et  représenteront  précisément  la  ligne  qui  sera 
le  lieu  géométrique  de  tous  les  centres  de  courbure  de  la 
courbe  donnée.  - 

Pour  établir  les  principales  propriétés  de  cette  ligne , 
différentions  par  rapport  à toutes  les  variables,  les  deux 
équations  • 

(£  — a:)1  -f-  (?  — jr) 2 + (£  — z)2  = ,oJ , 

(£  — — y)  dy-\-  (£ — z)  dz  — O. 

èn  y regardant  a:,  y,  z comme  tenant  la  place  de  leurs 
valeurs  en  £,  v,  £.  En  opérant  ainsi,  on  trouve 

(C — — y)d»  + (£  — z)rf£=  p'rfp, 

dxdt;  -\-dyd*t-\-  dzd £ = o. 

t \ , . v \ * 

Cette  dernière  équation  prouve  que  la  tangente  me- 
née à la  nouvelle  courbe  par  le  point (£,  « , £),  forme  un 
angle  droit  avec  la  tangente  menée  à la  courbe  donnée  par 
le  point  ( x , y,  z).  Donc  la  tangente  à la  nouvelle  courbe 
est  comprise  dans  le  plan  normal  à la  courbe  proposée. 

De  plus,  si  l’on  nomme  a l’arc  de  la  nouvelle  courbe 
compris  entre  un  point  fixe  et  le  point  mobile  £ , n , £ , 
on  aura 

iVi 2 -J-  dn 2 -f-  dly  — drxt 
dp  _ £ — x d^  «I  — Y _j_  £ — s dK 

dr  p . dr  p dr  p dr 
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fi  % 

et  il  résulté  évidemment  de  cette  dernière  formule*  que 

^ d * v 

le  rapport  -j  est  égal  aWcosinus  de  l'angle  aigu  ou  obtus, 

formé  par  le  rayoïrde  courbure  pavée  la  tangente  à4a  iiou- 
vellçcourbe.  Quand  la  courbe  proposée  qst'plane , cette 
tangente  se  confond  avec  le  rayon  dg  courbure  ou  avec 

• , • . ' v , ♦ dp 

^ son  prolongement , et  par  conséquent  le  rapport  — se  ré- 
duit au  cosinus  d’un  angle  nul,  ou  au  cosinus  de  l'angle  ît  ,* 
c'eat-à-dire  à ±.  i.  On  a- donc  alors  * * 

• - . dp=±d<r,  r 

et  l’on  en  conclut , comme  on  l’a  déjà  fait , ’que  l’arc  &<7  est 
% la  différence  des  rayons  de  courbure  correspondant  à ses 
deux  extrémités.  Mais  il  n’en  est  plus  de  même  quand  la 
courbe  donnée  cesse  d’être  plaüe.,  e%  dans  ce  cas  le  rap- 

port,  -j-  obtieu^généralement  une  valeur  numérique  dif- 
férente de  l’unité.  . „ ‘ ' • 

171..Concevons«quun  Jîl  inextensible  d’une  longueur 
connue,  soit  fixé  par  une  lie  ses  extrémités  à un  certain 
point  d’une  courbe , et  que  ce  fil , d’abord  appliqué  sur  la 
tangente  menée  à la  courbe  par  le  point  dont  il  s’agit, 
vienne  à se  mouvoir  en  demeurant  toujours  tendu,  de 
telle  sorte qu’urie  partie  s’enroule  sur  l’arc  renfermé  entre 
le  point  fixe  et  le  pointfVariable  (x,  y,  z).  L’autre  partie 
qui  restera  droite  et  toàcbera  la  courbe  donnée  au  point 
( x,y , z),  sera  terminée  par  un  point  mobile  qui  décrira 
une  nouvelle  courbe , que  l’on  a désignée  sous  le  nom  dé 
développante  de  la  première.  Celle-ci  prend,  par  rapport 
à la  deuxième,  le  nom.de  développée.  On  peut  facile- 
ment établir  comme  il  suit,  leurs  propriétés  respectives. 

Soient  £ , y , Ç , les  coordonnées  djj  point  de  la  déve- 
loppante, qui  correspond  au  point  z),  de  la  déve- 

loppée et  r la  distance  entre  ces  deux  points.  En  désignant 
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par  a. , ô,  y les  angles  que  fait  avec  les  axes  la  tangente  à 
la  première  courbe , <qui  coïncide  avec  le  rayon  r,  on  aura 
à la  fois  > ** 

dx  l — x . dy  v — y ' dz  t — z 

cos  « = — = — , cos  C =.  — ~ , cos  y — ~r  , 

ds  r V ds  t r 


ds 


et  par  suite 


r. 

*,* 


? — X __  1 — r _ £ — Z __  + r_ 
dx  , dy  dz  ds' 


en  supposant  que  la  longueur  r est  comptée  à partir  du 
point  (x,  y,  z),  de  la  développée  sur  k tangente  prolon- 
gée dans  le  même  sens  que  l’arc  s.  De  plus , on  aura  dans 
cette  hypothèse , 

* . f 

r+icc,  dr  ï=z  — ds  ; > 


donc 


? — — y £ — z r 


dx  dy 

dx 
dr 


dz 


r 

■dr' 


dx  dy  * . dz 

J-*=-rdr'  * y ~ r ~JZ  ’ Ç-*  = -r- 


dr  ' ■=  " ~ 'ds 

M 

en  différenciant  ces  dernières  équations,  on  trouve 


dt-dx^-dr^-rd*?,  dn-dy  = -dr%  -rd%, 
dr  dr  ' r dr  dr 

,y  . ' , dz  dz 

* dr^dr  ' 

on  en  réduisant  » . 

' _ dx  - ,dy  rfz  v 

d*  = -rd -72'  d'=-'rd-Tr’  dt  = -rd-'. 


. dx 


,dy 


d’où  l’on  tire 


dxdi  -f-rfyrf*+f/zc/£= — rdr(^Ç-d~  ^-^d.t^-\-~d—\, 

\ dr  dr  dr  dr  dr  dr  J 
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mais  l’on  a 


( dx\t,(  dA',f  ‘A*—  , dxjdx-.‘iJr.dJr  . d*  ,d* 

,Tr)  +\Tr)  +UJ  - ’ T,?3F*^‘‘Tr+S-‘,&=°’ 

* _ . t 

• donc 

dxd£  -f.  'dydtj  -f-  dzd^  — o. 
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dr 1 ~ds*  — dx*  -f -dy1  -|-  dz1. 


3ig 


Il  résulte  de  cette  dernière  formule  que  les  tangentes 
menées  parles  points  correspondants (x, y,  z),  (£,  »j, 
là  la  développante  et  à la  développée , sç  coupent  à angle 
droit.  Donc  la  tangente  à la  développée  est  toujours  nor- 
male à la  développante.  * 

Lorsque  la  développée  est  connue,  ainsi  que  nous  l’a- 
vons supposé  dans  ce  qui  précède,  il  suffit  pour  avoir  ; 
les  équations  de  la  développante  de  substituer  dans  les  • 
formules 


? — * = 


à la  place  de  x,  y,  z leurs  valeurs  exprimées  en  fonction 
de  s et  de  remplacer,  en  outre,  r par  c zp  s,  puis  d’élimi- 
ner s entre  ces  mêmes  formules.  En  effet,  on  parviendra  « 
de  cette  manière  à deux  équation»  entre  £ , x , £ qui  re- 
présenteront évidemment  la  .courbe  décrite  par  l’extré- 
mité de  la  longueur  r. 

172.  Supposons  à présent  que  l’on  cherche  non  plus  une  , 
développante,  mais  une  développée  de  la  courbe  à laquelle 
appartiennent  les  coordonnées  variables  x,y,  z.  Appe- 
lons £ , » , £ les  coordonnées  variables  du  point  de  cette 
développée  qui  correspond  au  point  (x , j',  z),  r la  dis- 
tance entre  ces  deux  points , a l’arc  de  cette  courbe  comp- 
tée à partir  d’un  point  fixe  ; oc,  ê,  y les  angles  que  fait  avec 
les  axés  la  tangente  à la  développée  prolongée  dans  le  sens  ^ 
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« ▼ * 

de  l’arc',  on  aura  * * 

• V*  *•  » 

# di  X — Z „ du)  y — D «8Ç  Zt—Z 

cos«  = — =■ — — , cosfc  — -r-— , cosy  = — = , 

d<%  r • d<r  r «,  dè  r- 


I a A 

k # <» 


».  « 

r <r  = c9 


dr  — d<ry 


%r 

*k 


” = <•  -r)  7.  5 = .(?-*)  7, 

‘ *'  {Z  — x)2+u{,—y)2+{Z'—z)2=r2.  % * 

Si  l’on ^différentie  trois  fois  de  suite  cette  dernjère  équa- 
tion,  en  prenant  l’arc  s pour  variable  indépendante,  et 
. , en  ayant  égard  aux  équations  qui  précèdent*,  on  trouvera 

1°.  (Z — x) (dÇ—dx)  («Ùf — dy)+(Z — z)« — dz)=rdr, 

et,  en  mettant  ppur  d\ , dn,  dÇ,  leurs  valeurs, 

— *[(?  — x)<£r+(« — fîdy-\-(Z— &z)dz] 

4 , +[(f  ^ *)’  4~  j,  _ y)2  +(?-  z)*J  d-ï 

xfdx  4-  ('*  — yjdy-}-  ( Z — z)dz\  -f  - rdr  — rdr, 

\>  d’où  (Z  — xfdp  4-  (>)  — y)dy  4-  (£  — z)dz  = o ; 

.1  I , ♦ 

20..  En  diiférentiant  cette  dernière  équatioq , 

(f  — x)d2x  4 -(1  — y)dy  4-  (Ç  — z)rf»z 

4-  d.Zdx  4-  dvtdy  4-  dZdz  — dx2  — dy 2 — dz2  — o, 

ou,  à cause  dé  ' . ' 

% * • , 

</Mr  4-^n<(t'  4“  = O,  dx2  4-  dy2  4*  dz2  — ds2,  ", 

(I  — x)d2x  4 -[•>-*- y)àxy  +(Z  — *)d2z  — ds2, 

"'if  * 

et  j en  mettant  pour  Z — •£,  w — y,  Z — zi  leurs  valeurs , 
r(d\d2x  4-  dy\d2y-\-  dZd2z)  = ds2dr; 

- 3°.  En  diiférentiant  l’équation 

(|  — x)d2x  4-(>j — y)d2y-\-{Z  — z)d2z  = ds2. 


ou 


( 5 -T-  x)rd2x  4-  (*  — y)rd2y  4-  (£  — z)rd2z  — nls2, 

( h — x)d.rd2x  4-  (i)  — •y)d.rd2y  4-  (Z — z)d.rd2z  , 

4 -rd2x(d% — dx)-\-rd2y  [dt)  — dy)  4-  rd2z(/iZ  — dz)  — d.nls *j 
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mais 


donc 


dxd'X  -f-  dyd*y  + dzd‘z  — dsd's  ~ o, 
r{d^d*x  -f-  dqd*y  dtyl'z)  — ds*dr\  4 


(ï  — x'yi.rd'x -{-(y  — y'jd.rd  £ — z)d.rd1z  + drds*  = drds 

(f  — x)d,rd*x  -+-  (*  —y)d.ni*y  -f - (Ç  — z)d.ritz  =Ç  O. 

Des  quatre  équations 

(f~ XY  4-  0»  — X)1  + (C  — *)*  = r*, 

(f — x)dx  + (i>  — y)dy  + (Ç  — z]dz  — o, 

(( — x)d*x  -f-  (d  — y'yt'y  + (Ç  — z)d'z  — ds »,  ■$' 

(f — x)d.rd*x  (* — y)d.rd*y  jf-  (Ç — z)d.rd'z  jps  o,- 

on  tire  J *« 

. f 

(f— J)  __  »—  .r  _ f— « 

dyd.rd*t-dsd.rd*y  dzdïrd*x-dxd.rd*s  dxd.rd'y^dyd^rd'x 

ds* ~ 

d'x(dyd.rd't  — dzd.rd'y)+d'y{dtd.rd'x — dxd.  rà‘t) +d'z(dxd.rd'y — 'tfrd.  rd‘x) 

. . r * * ♦ *• 

— f"  --  - - 

l/  [_(dxd.rd't—dzd.rd'ï)'+(did.rd‘x—dxd.rd‘z)*-{-(dx^rd'jr^dld.rd‘x)\* 
— r 

égalant  ces  deux  dernières  fractions,  carrant  ^fc-ré^uT- 
sant,  on  trouve  *'•'  . * ' 

V-  ' 

t f 


*■ 


J»  ’ü' 


td*x  d 'x  d\r  d'y  d’i  d *e~\  dr 

ds * rfi*  dj*  <&*  <tï’J  ’ ds 

. tV‘*i-r  V . ^d3r\*  , f d'*\’  fdxd'x  dyd'y  dsd’e\‘~l 

IA  J \ ds'  J \ds*J  \ds  ds*  dsds * dsds^J  J'* 

^ dxd'yd'z-drd'zd  {r-bdyd'rd  ‘x-dyd’xd *e-i-dzd'xd  *Y-dzd*yd*x\‘ 

J 


ds 5 


équation  que  l’on  peut  mettre  sous  la  forme 


dr*  dr 

A — -|-  +■  Cr*  -f-  DH  z:  o. 

aj*  ds 


T.  i. 


^ 21 
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Si  l’on  substitue  dans  cette  équation  pour  x,j,  z,  leurs 
valeurs,  exprimées  en  fonction  de  s , elle  se  réduira  à 


et  sera  ce  qu’on  nomme  une  équation  différentielle  du 
premier  ordre  entre  r et  s,  à laquelle  on  pourra  satisfaire 
par  une  équation  de  la  forme  s,  c)  = o,  our  = <p(s,  c), 

c désignant  une  constante  arbitraire. 

En  donnant  à c une  valeur  particulière,  on  aura  ren 
fonction  de  s,  et  si  après  avoir  mis  dans  les  équations 

(£ — x)dx  + (»» — y)djr  -+*  (C — z)d2  — O, 

(ê — x)d‘x  -f-  (u — jr)d'y  + (£  — z)rf,z  = 

(Ç  — x)d.rd'x  + (v jr)d.rd*y  + (Ç  — z)d.rd'z  = O, 

a la  place  de  x,  y,  z , leurs  valeurs  en  s,  on  élimine  s 
entre  les  trois  équations  résultantes,  on  obtiendra  entre 
les  coordonnées  £,  »,  £ deux  équations  propres  â repré- 
senter une  développée  de  la  courbe  que  l’on  considère. 
Cela  posé , il  est  clair  que  cette  courbe  aura  une  infinité 
de  développées  qui  correspondront  aux  diverses  valeurs 
de  r,  ou , ce  qui  revient  au  même , aux  diverses  valeurs 
de  la  constante  arbitraire  c. 

Ajoutons  que  toutes  ces  développées  seront  situées  sur 
la  surface  que  l’on  obtiendra  en  éliminant  s entre  les  deux 
formules 

(?  — x)dx  -+-  (<!  — y)dx  H-  (£ — z)dz  = o, 

.({  — x)d'x  + (l-*-ï)d*jr  (Ç—  z)d'z  = ds\ 

La  surface  dont  nous  venons  de  parler,  ou  le  lieu  géo- 
métrique de  toutes  les  développées,  jouit  de  plusieurs 
propriétés  remarquables,  sur  lesquelles  nous  reviendrons 
quand  nous  aurons  parlé  de  l’application  du  calcul  diffé- 
rentiel à la  recbercbe  des  propriétés  des  surfaces  courbes. 
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. * 

. Du  contact  des  courbes  situées  d’une  manière  quelconque  dans  l’espace. 
— Courbes  osculatrices. 


173.  Considérons  deux  courbes  tracées  dans  l’espace  et 
qui  se  touchent  en  un  point  donné  M ; si  du  point  de  con- 
tact comme  centre,  et  avec  un  rayon  infiniment  petit,  on 
décritunesphère,  la  surface  de  la  sphère  coupera  (fi g-  32) 
les  deux  courbes  en  deux-  points  très  voisins  l’un  de  l’au- 
tre P et  Q 5 et  en  admettant  les  définitions  que  nous  avons 
données  (n°  141),  quand  il  s’agissait  de  courbes  situées 
dans  le  plan  unique  des  coordonnées , on  obtiendra  im- 
médiatement le  théorème  suivant  : 

t ' 

Théorème  Ier.  Lorsque  deux  courbes  se  touchent  en  un 
point  donné,  l’ordre  du  contact  est  inférieur  d’une  unité 
à l’ordre  de  la  quantité  infiniment  petite  qui  représente 
la  distance  entre  deux  points  situés  sur  les  deux  courbes, 
également  éloignés  du  point  de  contact,  et  dont  la  dis- 
tance à ce  point  est  un  infiniment  petit  du  premier  or- 
dre. Il  est  bon  d’observer  que  la  droite  PQ  = 2i'sin^w 
qui  unit  ces  deux  points  étant  la  base  d’un  triangle  isoscèlc 
MPQ,  et  opposée  dans  ce  triangle  au  très  petit  angle  w, 
sera  sensiblement  perpendiculaire  aux  deux  côtés  de  ce 
triangle , et  par  suite  à la  tangente  commune  aux  deux 
courbes;  tangente  dont  les  deux  côtés  diffèrent  très  peu. 
La  surface  du  triangle  est  d’ailleurs  égale  au  produit 
J- 1*  sin  w,  et,  par  conséquent,  à une  quantité  infiniment 
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petite  dont  l’ordre  a-\-  2 surpasse  de  deux  unités  l’ordre 
du  contact  des  courbes. 

174.  Concevons  maintenant  que  l’on  projette  les  deux 
courbes  et  le  triangle  MPQ  sur  un  plan  qui  ne  soit  pas 
sensiblement  perpendiculaire  au  plan  de  ce  triangle,  et 
qui  fasse  avec  lui  un  angle  ct.  Les  deux  projections  des 
courbes  auront  aussi  une  tangente  commune,  et  en  appe- 
lant <p,  x»  (f>,  les  angles  que  les  droites  MP,  MQ,  PQ 
font  respectivement  avec  leurs  projections,  on  aura 

mp  = MP  cos  <p  — i cos  <p,  mq  =r  MQ  cos  x — ‘ cos^, 
/><jr=PQcos4  = 21'sinf  «cosij', 
mpq  — MPQ  cos  iv  — -j  i1  sin  « cos®  — f*  sinj-w  cos  7 m c.osw 

=4  mp  X pq,  X sin  mpq  — ÿ i cos <p  X ai  sin  ÿ*  cos4'  sin  mpq  ; 

. ^ 

d’où 


sin  mpq 

* f 


COSj*  COSsr 

COSip  COS  4'  ’ 


la  perpendiculaire  mr  abaissée  du  point  m sur  la  droite 
pq  sera  égale  au  produit  mp  X sin  mpq , et  l’on  aura 


mr  — mp  X sin  mpq  = i cosç> 

■ * 


COSt»  COS 'U 


l COS-r»  COS1® 


COS  Q COS  4,  COS  4. 

or  la  valeur  de  l’angle  w étant  très  petite , et  celle  des  an- 
gles ci  ,„ÿ,  x,  i|»,  étant  sensiblement  différente  de  , les 

quantités  cos  \ w , cosct,  cos  9,  cos^,  cos  <p  auront  des 
valeurs  sensibles,  et  il  suffira  de  jeter  les  yeux  sur  les  équa- 
tions qui  donnent  pq , mr,  pour  reconnaître,  i°  que  la 
distance  pq  est,  dans  l’bypotbèse  admise,  une  quantité  in- 
finiment petite  de  l’ordre  a -f-  1 , et  qu’elle  forme  avec  la 
distance  mp  un  angle  sensiblement  différent  de  o ; 2°  que 
la  distance  mr  est  un  infiniment  petit  du  Ier  ordre.  Ob- 
servons encore  quéla  tangente  commune  aux  deux  courbes 
projetées  se  confondant  là  très  peu  près  avec  la  droite  mp. 
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formera  elle-même,  avec  la  sécante  pq,  u,n  angle,  sensible. 

Puisqtie  la  projection  pq  de  la  sécante  PQ  qui  unit 
deux  points  situés  à des  distances  du  point  de  contact, 
égales  entre  elles  et  infiniment  petites  du  premier  ordre, 
est  un  infiniment  petit  de  l’ordre  i et  fait  un  angle 
fini  avec  la  tangente  commune  aux  deux  projections,  on  en 
conclura  (n°  142)  que  les  courbes  projetées  ou  les  projec- 
tions des  courbes  ont,  ainsi  que  les  courbes  dans  l’espace, 
un  contact  de  l’ordre  a.  Nous  sommes  arrivés  à cette  con- 
clusion en  supposant  que  le  cosinus  de  l’angle  que  le  plan 
du  triangle  MPQfait  avec  sa  projection  mpq  avait  une  va- 
leur finie-,  mais  il  est  facile  de  prouver  que  si  c# cosinus 
était  sensiblement  nul,  c’est-à-dire  que  si  le  plân  du 
triangle  mpq  devenait  sensiblement  perpendiculaire  au 
plan  du  triangle  MPQ , mais  en  continuant  de  former  tm 
angle  sensible  avec  les  côtés  MP , MQ , et  par  suite  avec 
la  tangente  commune  aux  deux  courbes  dans  l’espace , le 
contact  des  deux  courbes  projetées  serait  encore  nécessai- 
rement de  l’ordre  a ou  d’un  ordre  supérieur  à a.  Alors 
' en  effet , les  distances  mp , mq  seraient  encore  des  quanti- 
tés infiniment  petites  du  premier  ordre,  tandis  que  la 
distance  pq  serait  une  infiniment  petite  d’un  ordre  au 
moins  égal  àa+i,  ainsi  que  la  droite  pr  que  l’on  obtien- 
drait en  décrivant  du  point  m comme  centre  avec  le  rayon 
mp , un  arc  de  cercle  qui  couperait  la  seconde  courbe  au 
point  r;  or  la  distance  mp  ne  peut  être  une  quantité  in- 
finiment petite  du  premier  ordre,  et  la  distance  pr  un  in- 
finiment petit  de  l’ordre  a -P-  i sans  que  l’ordre  de  con- 
tact des  deux  courbes  projetées  soit  égal  ou  supérieur  au 
nombre  a -,  donc,  etc. 

• ’ « * 

175.  Concevons  à présent  que  l’on  projette  successive- 
ment les  dèux  courbes  données  sur  le  plan  xy  et  sur  le 
plan  zx\  et  supposons  d’ailleurs  que  l’angle  compris  entre 
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l’axe  des  x et  la  tangente  commune  aux  deux  courbes  dif- 
fère sensiblement  d’un  angle  droit,  cette  tangente  ne 
pourra  être  sensiblement  perpendiculaire  ni  au  plan  xj , 
ni  ail  plan  zx  qui  passent  tous  les  deux  par  l’axe  des  x ; de 
plus  ces  derniers  plans  ne  pourront  pas  être  tous  les  deux 
à la  fois  sensiblement  perpendiculaires  au  plan  MPQ,  car 
sans  cela  leur  intersection  commune  serait  sensiblement 
perpendiculaire  aux  deux  lignes  MP  et  MQ , et  par  suite 
à la  tangente  commune , ce  qui  est  contre  l’hypotlièse  ; et 
par  conséquent , en  Vertu  de  ce  qui  précède , le  contact  des 
deux  projections  sur  le  plan  xy  et  sur  le  plan  zx  sera  tou- 
jours de  l’ordre  a ou  d’un  ordre  supérieur  à a , et  sur  l’un 
des  deux  plans  au  moins  de  l’ordre  a seulement,  on  peut 
donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 


Théorème  2me.  Pour  obtenir  l’ordre  de  contact  de  deux 
courbes  qui  se  touchent  en  un  point  où  la  tangente  com- 
mune ne  forme  pas  un  angle  droit  avec  l’axe  des  x , il 
suffit  de  chercher  les  nombres  qui  indiquent  les  ordres  de 
contact  des  deux  projections  de  ces  courbes  sur  les  plans 
xy  et  zx,  chacun  de  ces  nombres , s’ils  sont  égaux , ou 
le  plus  petit  d’entre  eux,  s’ils  sont  inégaux,  indiquera 
l’ordre  du  contact  des  courbes  proposées. 

Corollaire  Ier.  La  recherche  de  l'ordre  de  contint  de 
deux  courbes  à double  courbure,  se  trouve  donc  réduite 
à la  recherche  de  l’ordre  de  contact  de  deux  courbes  pla- 
nes, c’est-à-dire  à un  problème  déjà  résolu.  On  en  con- 
clura, i°  en  prenant  x pour  variable  indépendante,  et 
désignant  par  y'  ■>  y",  y"  • • ■z\  z 1 z'“  ■ • • les  dérivées  suc- 
cessives des  variables  y et  z considérées  comme  fonctions 
de  x ; 20  en  désignant  par  n le  nombre  entier  égal  ou  im- 
médiatement supérieur  à a,  que  si  deux  courbes  ont  en- 
tre elles  un  contact  de  l’ordre  a , les  quantités  j-,  y^j",..» 
yf"),  z,  z\  z" , . . . z{n)  conserveront*  les  . mêmes  va  leu® 
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pour  le  point  dont  il  s’agit  dans  le  passage  de  la  première 
courbe  à la  seconde,  tandis  que  chacune  des  quantités 
jr("+,),  ou  au  moins  l’une  des  deux,  changera  de 

valeur  ; de  sçrte  que  dans  le  cas  où  l’ordre  de  contact  sera 
un  nombre  entier,  il  suffira  pour  déterminer  cet  ordre, 
de  diminuer  d’une  unité  l’ordre  des  dérivées  successives 
y',y" ,y“ z\  z",  2*, . . . qui  les  premières  cessent  d’ètre 
égales  quand  on  passe  d’une  courbe  à l’autre . 

Scolie.  Si  la  tangente  commune  aux  deux  courbes 
formait  un  angle  droit  avec  l’axe  des  x , elle  ne  pourrait 
. pas  être  à la  fois  perpendiculaire  au  plan  xy  et  au  plan 
zx , ou  aux  axes  des  y et  des  2 ; donc , pour  déterminer 
dans  cette  hypothèse  l’ordre  de  contact  des  deux  courbes , 
il  suffirait  de  substituer  à l’axe  des  x l’axe  des  y ou  l’axe 
des  2 , et  de  remplacer  en  même  temps  le  plan  zx  ou  xy 
par  le  plan  yz. 

176.  On  peut,  au  deuxième  théorème  , en  substituer 
un  autre  qui  ne  soit  sujet  à aucune  restriction,  et  dont 
voici  l’énoncé  : 

Théorème  3mc.  Pour  obtenir  l’oi-dre  de  contact  de  deux 
courbes  qui  se  touchent  en  un  point  donné,  il  suffit  de 
chercher  le  nombre  qui  représente  l’ordre  de  la  distance 
infiniment  petite  comprise  entre  les  extrémités  de  deux 
longueurs  égales  portées  sur  les  deux  courbes,  à partir  du 
point  de  contact  dans  le  cas  où  les  mêmes  longueurs  de- 
viennent infiniment  petites  du  premier  ordre.  Le  nom- 
bre dont  il  s’agit  diminué  d’une  unité,  indique  toujours 
l’ordre  du  contact. 

♦ 1 

Démonstration.  Soit  toujours  M {fig.  33)  le  point 
commun  aux  deux  courbes  qui  se  touchent:  soient  encore, 
P et  Q deux  autres  points  situés  sur  la  première  et  la  se- 
conde courbe  à la  même  distance  du  point  de  contact-,  en- 
fin, concevons  qu’a  partir  du  point  M on  porte  st#'1;i  se- 
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coude  courbe  uu  arc  MR,  qui  soit  égal  à 1 arc  MP,  les  sé- 
cantes PR  et  PO  seront,  comme  ou  l’a  vu,  sensiblement 

v , - * 
perpendiculaires  à la  tangente  commune  ; de  plus  la  corde 

QR  étant  comprise  entre  deux  points  de  la  seconde  courbe 
très  rapprochés  du  point  de  contact,  sera  sensiblement  pa- 
rallèle à cette  tangente.  Par  conséquent  dans  le  triangle 
rectiligne  PQR , les  côtés  PQ  et  PR  formeront  avec  le  troi- 
sième côté  QR  des  angles  dont  chacun  différera  très  peu 
d’un  angle  droit;  donc  le  rapport  entre  les  deux  premiers 
côtés  qui  est  égal  au  rapport  des  sinus  des  angles  opposés , 
différera  très  peu  de  l’unité , et  en  désignant  toujours  par  w 
l’angle  des  deux  rayons,  et  par  e une  quantité  infiniment 
petite,  ou  aura  PR  = PQ(  i -4—  e ),  et  parce  que  PQ,  corde 
de  l’arc  qui  mesure  w dans  le  cercle  dont  le  rayon  est  /, 

est  égalé  a 2 1 sin-,  on  aura 

i V 

k'  • PR  = (i +«)2isin^. 

D’ailleurs  en  remarquant  que  le  rapport  d’un  arc  à la 
corde  a pour  limite  l’unité,  et  désignant  par  s'  une  nou- 
velle quantité  infiniment  petite , on  a arc  MP  = (i+î')i.  • 

Donc  puisqu’en  considérant  le  rayon  vecteur  i comme  in- 
finiment petit  du  premier  ordre,  l’arc  MP  sera  lui-mème 
infiniment  petit  du  premier  ordre , tandis  que , comme 

nous  l’avons  vu,  le  produit  2 isin^et  la  distance  PR  se- 
ront des  infiniment  petits  de  l’ordre  a i , a désignant 
l’ordre  de  contact  des  courbes , on  obtiendra  dans  tous  les 
cas  cet  ordre  de  contact  en  diminuant  d’une  unité  le 
nombre  qui  exprime  l’ordre  de  la  distance  infiniment 
, petite  PR  comprise  entre  les  extrémités  de  deux  longueurs  , 

égales  et  infiniment  petites  du  premier  ordre  portées  Sur 
les  deux  courbes  à partir  du  point  de  contact,  ce  qu’il 
fallaitadémontrer. 

* 
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177.  Désignons  par  x,  jr,  z,  £,  «,  £ les  coordonnées 
des  points  auxquels  aboutissent  les  longueurs  égales  sur 
la  première  et  la  seconde  courbe  , et  par  â la  distance  de 
ces  extrémités , on  aura 

S = l/Ôr-fJ1 +(/'-.)*  + (*—{)*•  ' 

ô ne  pourra  être  un  infiniment  petit  de  l’ordre  a i 
qu’autant  que  l’une  au  moins  des  différences  x — £ , y — y, 
z — •Ç  sera  de  l’ordre  a -f-  i , les  deux  autres  étant  du 
même  ordre  ou  d’un  ordre  plus  élevé , ce  qui  exige , en 
prenant  i pour  variable  indépendante,  que  des  quantités 


d(x — ?) 

d*(x — i) 

d"  (. x — -î  ) 

dn+'(x — i) 

di  ’ 

di*  ’’ 

di*  ’ 

di*  + ‘ 

d(y—i) 

d*{r— ») 

d*{y — i) 

dn+‘(x—i) 

di  ' ’ 

di*  ’■ 

’ * di  « ’ 

din+l 

d{z-K) 

d'(z—K) 

d*{z— C) 

d°+j(z—Ç) 

di  ’ 

di » ’• 

‘ ’ di*  ’ 

din+' 

les  dernières  seules , ou  au  moins  l’une  d’entre  elles , ne 
s’évanouissent  pas  avec  t. 

Cela  posé , désignons  par  s et  a les  arcs  renfermés  entre 
un  point  fixe  de  la  première  courbe  et  le  point  ( x,y , z ) , 
entré  un  point  fixe  de  la  seconde  courbe  et  le  point  (£,  >?,£), 
et  admettons  que  ces  nouveaux  arcs  soient  dirigés  dans  le 
même  sens  que  l’arc  i\  comme  les  trois  variables  i,  se  ta 
différeront  entre  elles  de  quantités  constantes,  on  aura 

di  — ds  dr, 


et  l’on  pourra  dès-lors  (n°  91),  aux  expressions  qui  pré- 
cèdent, substituer  les  suivantes 


dx 

dî 

i a. 

Si 

d"Ç 

dn+'x 

dn+‘i 

ds 

d,'' 

dsn 

dr"f 

drn  + l ’ 

dy 

fit) 

dy 

,d"i 

d*+ y 

dn+lif* 

ds 

éV* 

ds11 

dTn  ' 

dsl,+  ‘ 

dz 

rfr 

dnz 

dnK 

dn+Sz 

dn  + ‘{. 

ds 

~dï'"' 

dsn 

ds"+l 

d<r,H  + 1 ’ 

« 

V 

► . 

V 


% 
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et  l’on  devra  avoir  au  point  de  contact 


x—Z, 


dx di 

cîs  do- ' 


y=i, 


dy_  

ds  der ’ 
dz 

ds  ds  ’ 


rf’x 

dnx 

_ d*Z, 

ds 1 

_ 

~ dr*  ’ * * * 

dsn 

~ dô" 

d*jr 

_ d*1 

dy 

dnii 

ds * 

~ do 

dsn 

do •*’ 

d*z 

dnz 

_ 

ds 3 

do-2  ’ 

drn 

d <r”’ 

Or  ces  équations  renferment  le  théorème  suivant  : 

178.  Théorème  4me*  Lorsque  deux  courbes  se  touchent 
en  un  point,  si  l’on  considère  les  coordonnées  z de 
chacune  d’elles  comme  des  fonctions  de  l’arc  s pris  pour 
variable  indépendante , et  si  l’on  suppose  cet  arc  compté 
sur  chaque  courbe , de  telle  manière  qu’il  se  prolonge 
dans  le  même  sens  pour  les  deux  courbes  au-delà  du  point 
de  contact,  les  variables  x,y,  z et  leurs  dérivées  succes- 
sives jusqu’à  celles  dont  l’ordre  sera  indiqué  par  le  nom- 
bre" entier  n , égal  ou  immédiatement  supérieur  à l’ordre 
du  contact,  ne  changeront  pas  de  valeur  dans  le  passage 
de  la  première  courbe  à la  seconde  : les  dérivées 

d',+  lx  dn  + y dn  + tz 

■ < dsn  + 1 ’ ds"+l  ’ dsu  + t ’ 


ou  au  moins  l’une  des  trois,  changeront  de  valeur  quand 
on  passera  d’une  courbe  à l’autre. 

Du  théorème  qui  précède , joint  aux  principes  éta- 
blis dans  la  dix-neuvième  leçon , on  conclura  immédia- 
tement que  si  deux  courbes  ayant  entre  elles  un  contact 
de  l’ordre  a , on  désigne  par  n le  nombre  entier  immédia- 
tement supérieur  Js  a,  i“  les  n premières  différentielles 
cft?,  variables  x,y,  z , prises  relativement  à une  fonction 
quelconque  r de  ces  variables,  et  même  les  n premières 
diffçf-eriti elles  d'une  fonction  quelconque  t de  ces  variables, 
. prises  par  rapport  à unf  autre  fonction  arbitraire  u des 
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mêmes  variables , ne  changeront  pas  de  valeurs  quand  on 
passera  de  la  première  courbe  à la  seconde  ; 2°  les  diffé- 
rentielles de  l’ordre  (n-f-i)  dea:,j,  z,  prises  par  rapport 
à r,  ou  de  t par  rapport  à u,  changeront  ordinairement  de 
valeur  quand  on  passera  de  la  première  courbe  à la  se- 
conde, quoique  le  contraire  puisse  avoirlieudans  certains 
cas  particuliers.  * 

Corollaire.  Rien  n’empêche  de  supposer  r = x.  Dans 
les  corollaires  qui  précèdent,  les  dérivées 

dx  d'x  d"x  dy  dny  dz  dmz 

dr  ’ dr'  ’ " ' dra  ’ dr  drn  ' dr'  dr * ’ 

deviendront  alors 

dy  d'y  dny  dz  d'z  d'z 
1,0.  ..O,  dx',''dxn'  dx'  dx dx"' 

donc  si  les  courbes  proposées  ont  entre  elles  un  contact  de 
l’ordre  a , et  si  l’on  prend  x pour  variable  indépendante , 
les  coordonnées^,  z et  leurs  dérivées  successives  jusqu’à 
celles  de  l’ordry*  inclusivement,  n étant  un  nombre  en- 
tier égal  ou  immédiatement  supérieur  à a , conserveront 
en  général  les  mêmes  valeurs  relatives  au  point  de  contact 
dans  le  passage  de  la  première  courbe  à la  seconde.  Les  dé- 
rivées de  l’ordre  n -4- 1 et  les  suivantes , changeront  de  va- 
leurs, excepté  dans  certains  cas  particuliers. 

179.  Réciproquement , si  les  dérivées  successives 

dx  d'x  d"x  dy  d'y  dny  dz  d'z  dnz 

ds  ’ ds'  ’ dsn  ' ds  ' ds ' ’ dsH  ’ ds  ’ ds'  ’ dsn  ’ 

ne  changent  pas  de  valeur  quand  on  passe  de  la  pre- 
mière courbe  à la  seconde,  ces  deux  courbes  auront  entre 
elles  un  contact  d’un  ordre  au  moins  égal  k n. 

Dans  cette  hypothèse,  en  effet,  les  différences  x — £,. 
y — ri,  z — £,  considérées  comme  fonctions  dé  J,  s’éva- 
nouironj  avec  i ainsi  que  leurs  dérivées. jusqu’à  celles  vie 
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l’ordre  n inclusivement,  et  l’on  aura,  en  faisant 

K =?(*),  y~r>  = x(0»  * — Ç = 

* — 5 =?>(*')  = ■ ■/ — 7--T- s <p(‘+i)  (w)» 


.2.3. 


y — i = x(i)  = 

m 

z_c  = 4(0  = 


,‘n  + i 


I .2.3,  . .(rt-j-l) 

j'11+l 

i .a. 3. . .(«-J- 1) 


4,c*+0(a"«). 


Cela  posé,  les  rapports . - — -,  -,  s’évanouissant 

i i i - 

avec  i tant  que  a sera  plus  petit  que  n -(-  i , les  trois 
différences  X — £,  jy  — r, , z — £,  ainsi  que  la  distance 


S-—V[x — -f -(jr — — £)% 

seront  des  quantités  infiniment  petites  d’un  ordre  au 
moins  égal  à n -+-  i , et  par  conséquent  les  deux  courbes 
auront  entre  elles  un  contact  d’un  ordre  au  moins  égal  à n . 

180.  On  dit  que  deux  courbes  à double  courbure  sont 
osculatrices  l’une  de  l’autre  en  un  point  c^ii  leur  est  com- 
mun , lorsqu’elles  ont  en  ce  point , non  - seulement  la 
même  tangente,  mais  encore  le  même  cercle  osculateur, 
et  par  conséquent  le  même  plan  osculateur,  la  même  nor- 
male principale  et  les  mêmes  courbures.  Dès-lors,  pour 
que  deux  courbes  soient  osculatrices  en  un  point  corres- 
pondant à l’abscisse  x , il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  les 
coordonnées^,  z relatives  à cette  abscisse,  et  leurs  déri- 
vées du  premier  et  du  deuxième  ordre , c’est-à-dire  les 
six  quantités  *' 

» -r  > . . 9 


v y'~dJL  , 

*r’.  r~dx'  ? ~d^’  Z' 


dzt 
dx  ’ 


d'L 

dx* 


■fconserveril  dans  le  passage  d’une  courbe  à l’autre  les  mê- 
mes valeurs  numériques  et  les  mêmes  signes  : en  pffet,  ces 


. <*■ 

a :*  * 


-I* 


i M 


»• 

4 ■' 


> 

itizec 
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six  quantités  déterminent  complètement  la  tangente  et  le 
cercle  oscillateur. 

De  plus,  comme  on  peut  exprimer  lqs  dérivées  y1 , y" ' , 
z',  z",  au  moyen  des  différentielles  dx,  dy,  dz,  d'x,  d'y , 
d'z,  et  réciproquement , on  en  conclut  que  pour  savoir 
si  deux  courbes  à double  courbure  sont  osculatrices  l’une 
de  l’autre,  il  suffira  de  prendre  pour  variable  indépen- 
dante une  fonction  quelconque  des  coordonnées  x, y,  z, 
l’arc  s par  exemple,  et  d’examiner  si  les  équations  des 
deux  courbes  fournissent  les  mêmes  valeurs  de  x,  y,  z, 
dx,  dy,  dz\  d'x,  d'y , d'z. 

Application.  Si  l’on  veut  que  le  cercle  représenté  par 
les  deux  équations 

(I  — x)1  ■+•(»  — (S — *)*  =p’» 

(| — x ) cos / -4-  (ii  — y)  et»  m + (£  — z)  cos  n — o, 

soit  oscillateur  d’une  courbe  donnée,  il  faudra  et  il  suffira, 
puisque  le  cercle  passe  déjà  par  le  point (x,y,  z),  que  les 
équations  différentielles  du  premier  ordre  et  du  second 
ordre , 

({  — x)  d%  (u  — y)di  -+-  (£ — z)â£=o, 

(f  — x)  d'i  -f-  (<t  — y)  (£ — z)  d'Ç+(d  i'-\-d^'-\-d^')=zo, 

COS  ldi  4-COS/wrf#  -f-cos/it/Ç  =o, 
cos/t/li-b-cos  m d’i-f-cosn  d'Ç  = o , 

soient  vériGées  quand  à la  place  d ed£,  dr,,  dÇ,  d'£,  d'n, 
d'Ç,  on  mettra  dx , dy,  d&,  d'x,  d'y,  d'z,  et  que  l’on 
ait  par  conséquent 

N 

(J  — x)  cos /'■+•(*  — -y)  cos  m -f- (£  — z)  cos  n = o, 

^ cos  l dx  - cos  m dy  cos  n dz  = o , 

cos  / d'x  -f-  cos  m d'y  -f-  COS  n d'z  =r  o , 

(f—  x)'+.(v— 9y)'  +(£  —z)'=p', 

(f  — x)  dx  -1-  („  — y)dy  -f-  ((—  z)dz  = o , 

(f  — x)d'x-{-  (*  — y)  d'y  + (Ç — z)d*z  = — ds 
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Ces  six  équations,  jointes  à l'équation  connue 

cos 1 l -f-  cos 1 m -f-  cos1  n — i , 

déterminent  complètement  un  cercle  qui  sera  le  cercle  os- 
cillateur cherché,  puisque  les  angles  l,  m,  n , sont  don- 
nés précisément  par  les  trois  équations  qui  lixent  la  posi- 
tion du  plan  oscillateur,  et  que  les  trois  autres  équations 
sont  celles  qui  fournissent  les  coordonnées,  du  centre  de 
courbure  et  le  rayon  de  courbilre. 

Corollaire.  On  conclut  de  ce  qui  précède , que  deux 
courbes  qui  ont  entre  elles  un  contact  du  second  ordre  ou 
. d’un  ordre  plus  élevé,  sont  nécessairement  osculatrices 
l’une  de  l’autre. 


« 
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Plan  tangent  et  normale  aux  surfaces  courbes. 


181 . Considérons  une  surface  courbe  quelconque  re- 
présentée par  l’équation  u = F (a:,  y,  2)  = o.  Si  par  un 
point  (x,  y,  2),  donné  sur  cette  surface,  on  en  fait  passer 
une  seconde  v = o , qui  la  coupe  suivant  une  certaine 
courbe,  la  tangente  menée  en  ce  point  à la  courbe  dont 
il  s’agit  (u=o,  f — o)  sera  donnée,  comme  nous  l’avons 
vu , par  les  deux  équations 


O, 

O, 


et  sera  l’intersection  des  deux  plans  que  ces  équations 
représentent 5 or,  l’un  de  ces  plans,  savoir,  oelui  qui  a 
pour  équation 


„„  . du  , . du  , „ . 

(1  — ^)  _ + (,_r)-.  + (Ç_*) 


du 

dï' 


est  indépendant  de  la  nature  de  la  seconde  surface  v ==  o, 
et  par  conséquent  aussi  dé  la  nature  de  la  courbe  d’in- 
tersection : donc  toutes  les  courbes  formées  sur  la  surface 
«= o,  de  manière  à passer  par  le  point  (x, y,  2),  auront 
leurs  tangentes  en  ce  point  comprises  dans  un  seul  plan. 
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Ce  plan  unique  lieu  de  toutes  les  tangentes  menées  à la 
surface  par  le  point  (x,  y,  z),  est  ce  qu’on  appelle  le  plan 
tangent  mené  à la  surface  par  ce  point. 

Les  raisonnements  qu’on  vient  de  faire  subsisteraient, 
et  par  suite  l’équation  du  plan  tangent  conserverait  la 
même  forme 


(f—  x) 


du 

dx 


+ (i  — y)  ^ + K — z) 


du 

dz’ 


si  dans  la  fonction  u les  variables  x,  y,  z représentaient  ‘ 
non  plus  des  coordonnées  rectangulaires,  mais  des  coor- 
données obliques» 

Si  en  faisant  varier  x,  y,  z,  on  différentie  l’équation 
u = o , on  obtient 


du  • du  du 


O. 


En  comparant  cette  dernière  équation  à celle  qui  pré- 
cède, on  reconnaît  que  pour  obtenir  l’équation  du  plan 
tangent,  il  suffit,  dans  l’équation  différentielle  de  la  sur- 
face de  remplacer  les  différentielles  dx , dy,  dz  par  les 
différences  £ — x,  y — y,  Ç — z. 

182.  Si  par  le  point  (x,  y,  z)  de  la  surface  donnée,  on 
mène  une  droite  perpendiculaire  au  plan  tangent,  cette 
droite  sera  la  normale  à la  surface  en  ce  point. 

Soient  X,  p,  v,  les  Angles  de  cette  normale  avec  les 
axes;  l’équation  du  plan  tangent  pourra  être  mise  sous  la 
nouvelle  forme  » . 


(f  — z)  cos  A + (i  — jr)co&fi  -f-  (£  — z)cos», 
et  l’on  aura,  par  conséquent,. 


cos  A cos  u cos  t ± i 

du  du  du  . I / du\*  ( du\*  ( du\ 

dx  dr  dz  V \dx) 
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et  en  posant 


v/f 


du  \*  ' { du\*  f du\* 

) + (çj  + (s)  = R- 


\dx 

, i du  i du  . i du 

R rfx  r R rfr  R dz 

Les  équations  de  la  normale  seront  dès-lors 

? — x » — y £ — z 


du 

dx 


du 

dr 


du 

dz 


L’angle  aigu  formé  par  le  plan  tangent  au  point  (x,  y,  z), 
avee  le  plan  xy,  est  ce  qu’on  nomme  l’inclinaison  de  la 
surface  en  ce  point.  Ce  même  angle  est  évidemment 
égal  à l’angle  aigu  formé  par  la  "normale  avec  l’axe  des  z, 
et  appelant  I cette  inclinaison,  on  a . , 

cosl  = ± sécl  — ± 

R dz  du 

dz 

. ; ’ I 

Quand  l’équation  de  la  surface  se  présentera  sous  la  forme 
z = f(x,jr ),  on  aura 

v . 

; . U = /(x,  y)  — z = o; 

si  l’on  fait,  pour  abréger, 

df(x,y)  _ dz  _ df(x,y ) _ dz  _ 

dx  dx  ' dy . dy  ^ ’ 


il  viendra 
du  du 

T.  i. 


du 

dx  dy  dz 


= — l , pdx  -4-  qdy  — dz  =.  o , 
33 
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et  les  équations  du  plan  tangent  et  de  la  normale  seront 

K — * + ?(*—/)> 

£ — x » 1 — y £ — z 


OU 


£ _ x + />(£—'?)  = O,  t-;  + î(C-»),=  o; 
alors  aussi,  les  angles  X,  prv,  I sont  déterminés  par  les 
équations 


cosa  = ± 


cos»  — 


P 


COS  jM  = ± 


COSl 


sécl  = + -h  • • 

185.  Les  équations  du  plan  tangent  et  de  la  normale 
conserveraient  la  même  forme,  si  l’équation  de  la  sur- 
face, au  lieu  d’être  u = o,  devenait  u = c. 

De  plus , si  d*ns  l’équation  du  plan  tangent 

f + (£-*)  X = o, 


«fc 


on  regardfe  les  coordonnées  £ comme  constantes,  et 

les  coordonnées  x,  y,  z comme  variables,  on  obtient  non 
plus  l’équation  du  plan  tangent,  mais  l’ équation  d’une 
nouvelle  surface  qui  est  le  lieu  géométrique  des  point^otgr 
les  diverses  surfaces  représentées  par  l’équation  u =<c, 
dans  laquelle  on  donne  à c diverses  valeûrs,  sontrencon-, 
trées  ou  touchées  par  des  plans  tangents  menés  tous  par 
le  poijÿ  (£,  «,  £).,  .*  . . * 

De  même,  si  dans  la  formule  **•-’'  . , 

7 >* 


£ — x _ i — -f  _ £ — * 
du  du  du  ’ 

dx  ' dy  1 dz 


A 

<L 


ou  regarde  les  cbordonnées  x *'}  , z comme  seigles’  varia-  » 

" . .4  . « . • , i 


V i 


« 


v . 


. . s • • \ 
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blés,  on  obtiendra  non  plus  les  équations  de  la  normale 
à la  surface  u = o,  mais  les  équations  d’uye^courbe,  lieu 
géométrique  des  points  où  les  diverses  surfaces  représen- 
tées par  l’équatioù  u =■  c sont  rencontrées  par  des  droite» 
normales  qui  concourent  toutes  au  point  (£,  >7,  £). 

Supposons  que  la  surface  courbe  que  l'on  considère 
sou  représentée  par  une  équation  de  la  forme 

* •*  1*^1  1 

U + V -f-  W + . . . 3=  C , 


les  quantités  — , 
du 


du  du  du 


dx'  dy'  dz 


, seront  alors  remplacées  par 


dv  dw  du  dv  dw 

dx 1 1 dx  dx  ’ dy  dy  dy 


du  ' dv  *îlw 

dz  dz  dz  " ’ 


et  l’équatjon  du  plan  tangent  deviendra  « 

• . / dm  , dv  dw  \ . . .f  du  dv  dw  - -\ 

* /v  s! du  dv  dw  \ t m . 

+«— \s+s  + *+-)=^ 


9 

: ft 


OU 


dv 

dr 


+ — +:..V+ 

V \dx  dx  dx  ' ) ' \dy 

, v / du  . dv  1 

+5U+S+ 


dw  * 


» c=x 


— + ^ 

» ✓.  V«  «5  "•/' 

*/«  . du  du  dv  dv  dv 
y—  -+-■ * Tir T^ry  -y-, +* -V- 


dx  ‘ dy 


S* 


dw  dw 

\*dï+xdï  + 2Tz:-;' 

Si" a aillelftrs  les  fonctions  u,  iv,  sont  des  fonctions  ho- 


dz 

dw 

dx 


dx 


dr 


dz 


* jfrogèlîes,  la  première  du  degré  m , la  deuxième  du  degré; ^ 
m - — i , la  IrWsième  dti  degré  m — 2,  etc. , on  aura,  en 

J’. .1,.; *■ 


vertu  d’un  théorème  connu, 


>• 


dit 

dit- 

t 


4*=# 


rfv  . dv  . dv 
X — -4— r — -L-  r.  — z- — 
• <*r  « 

» ** 

2 . 


' ai;.  ' a 

A,  - » r • % < ' 


v 1 
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et  l’équation  du  plan  tangent  deviendra,  en  ayant  égard 
encore  à l’équation 


du  dv 

— j—  - 

dx  dx 

f du 

+ dl 


U -J-  (’  -f-  IV ... 

= c, 

• 

div 

\ „ 

f du 

dv 

div  \ 

••)f+ 

\<t}  + 

Tr  + 

dv 

div 

+ dz  + 

~dz  +” 

mc  — 

• v — 2H'  — etc.' 

Dans  le  cas  où  l’on  regardera  £,»;,£  comme  des  cons- 
tantes, x,y,  z comme  variables,  cette  dernière  équation 
représentera  une  surface  du  degré  m — i , lieu  géomé- 
trique des  points  de  contact  de  la  première  avec  les  plans 
tangents  menés  par  le  point  (£,  n , £).  Si  la  surface  donnée 
est  du  second  degré,  la  seconde  se  réduira  simplement  à 
une  surface  du  premier  degré,  c’est-à-dire  à un  plan,  et 
l’on  arrive  ainsi  au  théorème  suivant  : 

Si , par  un  point  donné , l’on  mène  des  plans  tangents 
à une  surface  du  second  degré,  tous  les  points  de  contact 
feront  partie  d’une  même  courbe  plane. 

Si  l’on  suppose  v = o , w = o,  l’équation  de  la  surface 
donnéê  sera  u = c,  et  celle  du  plan  tangent 


A 


du  du 
dx^  + dy' 


du 

+ dz^=mC- 


Il  peut  arriver  que  le  plan  tangent  mené  à une  surface 
par  un  point  donné  (x,  y,  z ),  ne  la  rencontre  qu’au  point 
dont  il  s’agit,  ou  qu’il  la  touche  suivant  une  ou  plusieurs 
lignes,  ou  qu’il  la  traverse;  Dans  les  deux  derniers  cas,  si 
l’on  désigne  par 

/(*>  />  *)  =-° 

l’équatio’n  de  la  surface,  par  £,  «,  £ les  coordonnées  va- 
riables d’une  des  lignes  suivant  laquelle  cette  surface  est 
touchée  ou  traversée  par  le  plan  tangent,  nés  coordon- 
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pues  vérifieront  nécessairement  les  deux  équations 


■gfr-r)+g(C-*)  = Q.- 


Lorsqu’on  peut  trouver  sur  la  surface  une  ou  plusieurs 
lignes  droites  qui  passent  parle  point  z) , cliaciuie 

de  ces  lignes  se  confond  nécessairement  avec  la  tangente, 
et  se  trouve  par  suite  comprise  dans  le  plan  tangent. 
Alors  les  équations  qui  précèdent  doivent  pouvoir  être 
remplacées  par  deux  ou  plusieurs  équations  linéaires,  ou 
du  premier  degré  en  4,  *).,  £;  et  si  cela  a lieu  pour  tous 
les  points  de  la  surface,  ou  quels  que  soient  x,  y,  z , la  sur- 
face sera  du  nombre  de  celles  qui  peuvent  être  engendrées 
parle  mouvement  d’une  ligne  droite,  et  qu’on  nomme 
surfaces  réglées.  Parmi  les  surfaces  de  ce  genre, on  doitre- 
marquer  les  surfaces  développables  qui  sont  touchées  par 
chaque  plan  tangent  suivant  une  génératrice.  Entre  les 
surfaces  développables  on  distingue  particulièrement  les 
surfaces  cylindriques  engendrées  parle  mouvement  d’une 
droite  qui  est  toujours  parallèle  à elle-même,  et  les  sur- 
faces coniques  dont  la  génératrice  passe  toujours  par  le 
même  point.  Les  surfaces  réglées  qui  ne  sont  pas  déve- 
loppables s’appellent  gauches. 

184.  Applications.  icr  Exemple  : La  sphère 
x1  -j-  r1  -f-  z1  = R1. 

i ' 

En  diflerëntiant  on  a xdx -\-jdj-\- zdz  —o\ 

l’équation  du  plan  tangent  est 

x(t — x)-f-r(» — j)  + *(£ — *)=o,  ou  x?  + y<i-+-iÇ  = R»; 

les  équations  de  la  normale  sont  - — - =s  -. 
t x y z 

La  normale  se  confond  donc  avec  le  rayon  mené  au 
point  (x,jr,  z ),  et  le  plan  tangent  avec  un  plan  perpendi- 
culaire à ce  rayon . 
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■g.  ' ’*  • 

2”'  Exemple  : L’ellipsoïde^  + = i . 

Le  plan  tangent  a pour  équation  * 

'•  Z*. 

\ . « ( 

•1  ' * 

il  ne  rencontre  la  surface  qu’au  point  (x,  y,  z)  : en  effet, 

des  équations  simultanées 


i 


1 * » 


Z*  , v , Kz 


= i , 


jointes  à l’équation  de  l’ellipsoïde  — ■+■  — = i , ori 

tire  ^ ’ s - 


1 

/**  , ^ , *%\  (t1  , **  , Ç*\  (*x  +_  ?zY—  « 


# 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

i 

/>£— **Y  , frf—*?, 


<? 


bc 


ac 


+t^y=». 


et  par  suite 

jÇ — z>i='o,  \ zS — xÇ=:o,  x» — /£  = o , 
*£  , J*  , 

c» 

x 7 z~ 


_i_ 

? ' * . Ç «2  *2 


a*'  b*  "1~  c1 

ê*=x,  » — J,  Ç=z. 

♦ ». 

v *' 

Les  équations  de  la  normale  sont 

a*(g—x)  _ 6 »(■; — 7)  _ ca(£ — z) 

x x y z 

■y  3mc  Exemple  : L’hyperbeloïde  à une  nappe . 

* 

-,  * x*  y2  zJ  _ 

■ » hï  /•  » ' ’ 
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Les  équations  de  la  normale  çi  du  plan  tangent  sont 

If  l V _ Ç*  _ - «*(?—' *)»_  &*  (*-*■/)  _ _ g*(C— ») 

/;*  A*  r*  5 r 


r 

% 


Pour  déterminer  les  points  de  rencontre-  du  «plan  tangent 
arec  la  surface,  il  faut  trou  verdies  systèmes  devaleuhs  de 
£,  r,,  £ propres  à vérifier  simultanément  le# équations 


1^  a* 
‘ /■> 


Ç* 


xç 
a 3 


J» 

b2 


.*ç. 

C* 


or , de  ces  deux  équations  combinées  avec  la  formule 

a:*  r*1  z2 

— ï = 1 , on  tire 

a*  b%  c2  •« 

■»  » • 

* 

/xl  y*Y 


£+£)(?+3-@+ï?)  ; 

?)('  +^)'Hi('  :§■ 


ou,  çe  qui  revient  au  même , 

\ ab  ) 

Le  plan  tangent  rencontre  donc  la  surface  suivant  deux 
droites  génératrices,  déterminées  par  les  équations 


m ■ 


tf  !?  _ Ça  _ 

«*  b*  c2 


zi — al ■ K — z 

, ab  ~ c * 


4me  Exemple  : L’hyperboloïde  à deux  nappes 
x2  r*  z2 

— = — 1.  -y 

a. 2 A*  r*  . ' 


L’équation  du  çlan  tangent  est 

m If 

n2 


_ 

è2  c2 


.il  n’a  de  commun  avec  la  surface  que  le  point  (a:,  y,  z). 
5me  Exemple  : Le  paraboloïde  elliptique  représénté 
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par  l’équation  ' ■ 

• x*  y'  2z  _ 

a * -b*  c 

En  diflerentiant,  on  trouve 

X djc  ^ d ^ z x 2 J du 3 

«*  > b1  ^ c ’ dx  a1'  dy  b1'  dz  c' 

Les  équations  du  plan  tangent  et  de  la  normale  sont 

1=0.  » 

(£— x)«>  _(i—  y)  b1  _ _ c(g—g) 

x . .y . 1 , 

__x(f-x)-f-j(^-jr)-(-2z(C-z)  __x^-x)+y^-y)+9.z^-z)-_ 

X*  y2  2 z O 

ô*  T 


d’où  l’on  tire 

«*(£ — *) — r) 

x y 


, x(f— x)-f-j(, — r)-H*(£ — 3)=o. 


Cette  dernière  équation  prouve  que  la  normale  au  para- 
boloïde  elliptique  en  un  point  donné  est  comprise  dans  le 
plan  tangent  mené  par  ce  point  à un  ellipsoïde  de  révo- 
lution dont  l’équation  serait  de  la  forme 

4 x\+  y’+2z‘  =C. 

Dans  le  cas  où  l’on  considère  x,  y,  z comme  seuls  va- 
riables, l’équation 


V> 


représente  un  second  paraboloïde  de  même  forme  que  le 
premier,  mais  dont  l’axe  coïncide  avec"la  droite  qui  a 
pour  équation 


^ £ ■ 1 

•>.  ’ 2 ’ 


et  le  sommet  avec  lin  point  situé  sur  cet  axe  et  corres- 
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pondant  à l’ordonnée 


1145 


* = c 


c 

4 V 


f- + -- 


, ...  x£  r«  £ -f-  z 

Dans  cette  meme  hypothèse , 1 équation  — -f-  ^ = — - — 

représente  un  plan  qui  coupe  les  deux  parâboloïdes  sui- 
vant une  ellipse , lieu  des  points  de  contact  du  paraboloïde 
doitné  avec  les  plans  tangents  menés  par  le  point  (£ , »,  £). 
Si , entre  les  trois  équations 

Hm  *I_a?  f?  i IL  _ , 

a 1 6 * • . c’  a*  6*  c ’ a 1 1 b 


ny  _ K + z x'  . y*  _ z 

i—  2 - f 

C 


on  élimine  £ et  .z,  ou  on  trouvera 

X * 


$*  «*  . x1  ,7*  . 7»\  _ 

+ F“aV^+Fj-0’ 


ou 


I — x' 


1—7 


= o, 


et  comme  on  ne  peut  satisfaire  à cette  dernière  équation 
qu’en  posant  £ = x,  y =jr,  e t par  suite  Ç = z,  on  en 
conclut  que  le  plan  tangent  n’a  de  commun  avec  la  sur- 
face que  le  point  (x , z).  * 

6me  Exemple  : Le  paraboloïde  hyperbolique  repré- 
senté par  l’équation 

x 1 y*  9.z  du ix  ■ du 2 y du  2 z 

b ’ ’ rfz  c * « 


# 

afron 


c ’ dx  a 1 ’ «fj- 


?x 
ou  — 
a 1 


L’équaTOn  du  plan  tangent  est 

(I— x)x  _ (0—7)7  C—  2 

a1  è1  c ’ 

les  équations  de  la  normale  sont 

-f(  =_  _ c(£-z) 


17 


.«+■ 


__  (I  — a)jf  + (t-/)y+(C-«)  « 
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— x)  , b2(t,~y)  _ 


o,  ((—x)x  + (f-y)y-h (Ç-z) 22—  o. 


Pour  obtenir  la  ligne  d’intersection  de  la  surface  avec  le 
plan  tangent,  suffit  d’assujétir  les  coordonnées  £,  n,  Ç 
à vérifier  à la  fois  les  deux  équations 

— 1Z üti’ 

a1  b1.  c’a1  è1  c 
Or  si  entre  ces  dernières  et  l’équation  de  la  surface 
x 1 y1  2* 

: ■ ♦ (T*  ~ bT  ~ T’ 

on  élimine  Ç et  z , oui:  +f,on  trouvera  --  . 

f * *’,*•*  .r1  / *.r\ 

.^~61  + ^~6Î“H.^+67J  = 0’ 


ou 


et  l’on  en  conclura 

• « 

• a . • _ 

* î — x _ I) — J ? — X . 9 — y 

a ~ b ’ a.  ~ ~7T~‘ 

Ces  deux  équations  , jointes  à celles  du  plan  tangent , re- 
présentent deux  droites  qui  sont  l’intersection  Vi  para- 
boloïde  avec  ce  même  plan  : ces  deux  droites  peuvent  être 
regardées  comme  les  génératrices  de  la  surface. 

7me  Exemple  : Le  paraboloïde  hyperbolique 
* xy  — cz. 

L’équation  du  plan  tangent  est 

»x  4-fr  = + a), 
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les  équations  de  la  normale  sont 

• • * 

*.(?— *)=.r (•■»  —jj,  ■*(£— *)+r  (*— r )+M (£+*)=; °- 

Les  génératrices  sont  données  par  les  formules 

£=*,  ux  + ?J  = c(£  — s);  s=7,  *x  + ?7=:c(Ç— a), 

et  elles  sont  constamment  perpendiculaires  l’une  à l’axe 
des  x,  l’autre  à l’axe  desj'. 

8mc  Exemple  : L’héliçoïdc  représenté  par  l’équation 


a = aR  arc  tang  ( I — 


ou 


y=x  tang 


aR 


dz  : 


aR  '(  x djr  — y dx) 


X 1 -4-r2 

dz  = xt/r  — y rfx. 

aR  ^ ' 

Les  équations  du  plan  tangent  et  de  la  normale  seront 
x’+.T1  v . I — x * — y aR(£ — a) 

-=y-7T  *+?' 


Le  plan  tangent  coupe  la  surface  suivant  une  infinité  de 
lignes  dont  l’une  coïncide  avec  la’génératrioe,  c’est-à- 
dire  avec  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  de  contact 
sur  l’axe  des  z . • 

185.  Quelquefois  des  lignes  ou  des  points  placés  sur  une 
surface  courbe,  offrent  des  particularités  dignes  de  re- 
marque , et  analogues  à celles  que  présentent  les  points 
singuliers  des  courbes.  Parmi  les  points  singuliers  des 
surfaces,  on  doit  distinguer  ceux  par  lesquels  on  peut 
faire  passer  une  infinité  de  plans  tangents.  En  chaquepoint 
de  cette  espèce  les  valeurs  de  cos  X , cos  p,  cos  v doivent 
être  indéterminées,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  dans, 
deux  cas,  savoir  : i°  quand  l’une  au  moins  des  quantités 
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~dx'  dÿ'  rfz  Prent^  une  va^eur  indéterminée;  a°  quand 

ces  trois  quantités  deviennent  nulles  ou  infinies.  Dans 
l’un  et  l’autre  cas,  l’équation  du  plan  tangent  devient 
identique , ou  renferme  au  moins  une  constante  arbitraire. 

Considérons,  par  exemple,  le  sommet  de  la  surface  co- 
nique représentée  par  l’équation 

x’-l- 

le  plan  tangent  a pour  équation  'Çx-\-ry  = R’£z.  Au 
sommet  du  cône  qui  coïncide  avec  l’origine  des  coordon- 
nées, on  a x = o,  o,  z = o;  l’équation  du  plan 

tangent  se  réduit  à o =o  : la  position  de  ce  plan  est  donc 
indéterminée.  Pour  faire  dispkraître  cette  indétermina- 
tion , posons 

x — r co  s u , j = /-sip«,  v 

d’où  l’on  conclut 


l’équation  du  plan  tangent  devient  alors! 

.* 

f cos  u u sin  u Rz , 

et  ne  dépend  que  de  l’angle  u. 

Or  cet  angle,  qui  est  déterminé  pour  tous  les  points  de 
la  surface  conique  autres  que  le  sommet , cesse  de  l’ètre 
pour  lé  sommet  lui-mème,  et  se  change  alors  en  cons- 
tante arbitraire;  car  il  y a une  infinité  de  manières  de 
satisfaire  aux  équations 

x = r cos  u = o y — r sin  u~  o. 

Aux  diverses  valeurs  de  cette  constante  répondent  une  in- 
finité de  plans  tangents  à la  surface  conique. 
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* 

Courbure  d'une  surface.  — Rayons  de  courbure  des  sections  faites  dans  la 
surface  par  des  plans  normaux.  — Rayons  de  courbure  principaux. 


486.  On  peut  apprécier  la  courbure  d’une  surface  don- 
née au  point  (x,  y,  z),  en  étudiant  la  courbure  des  sections 
faites  dans  cette  surface  par  divers  plans  passant  par  ce 
point,  et  parmi  ces  sections  il  importe  de  considérer  sur- 
tout celles  qui  résultent  de  l’intersection  de  la  surface  par 
les  plans  normaux,  et  que  l’on  appelle  sections  normales. 

Soient  m =o  l’équation  de  la  surface,  p le  rayon  de 
courbure  de  l’une  des  sections  normales  relatif  au  point 
(x,y,  z) -,  £,  rj,  £ les  coordonnées  du  centre  de  courbure 
correspondant , on  aura  ^ 

(f  — x)»  + (d— 7)*  + (Ç  — z)>  =;(»*, 

et,  puisque  l’extrémi  té  £,  »,  £ se  trouve  sur  la  normale  au 
point  (x,y,  z), 

f — x_  i — y £ — z 

du  ~ du  du 

dx  dy  dz 

On  aura  de  plus,  comme  nous  l’avons  vu, 

(f — x)d’x  -(-(» — ÿ)d*y  + (£ — z)d,z~—dx' — dy'  — dz' 

.=  (? — — ,r)rf*r+(Ç — *)<#■« — ds*  = a ; 
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et,  en  dijfféren  liant  deux  fois  l’équation  a — o, 

du  .du  , du  , d2u  , ' d2u  Ù^u 

— - d2x  -\r—d2y-{-—d2z-\-  — — dx 2 + - — de1  +“i—  dz2 
dx  dy  J ' dz  ^ dx1  dy 1 J 


df 


dz 2 


d2u  d2u  d2u  , . 


ou 


, tlu  , .du  , „ , 

— d2x  -f-  -j-  rf’r  -) — é?*z  =, — Qà', 

«x  dy  dz  • 


en  posant , pour  abréger, 

d2u  dx2  d2u  dy 2 
dy 2 ds2 


Q — 


dx2  ds2 


d2u  dz2  d2u  dy  dz 

— ; h 2 — 

dz2  ds2 


d2u  dz  dx 

+ 2-^  — —+  2 


dydz  ds  ds 
d2u  dx  dy 


dzdx  ds  ds  ' dxdy  ds  ds 

^ÿ+‘"s> 


A?  y dx 


Faisons  tn  outre  R =V(s)'  + (|)‘+  (S)’'' 

il  viendra  • 

£ — -r i? — / £ — z 

du  du  du 

dx  dy  dz 

_ y/{^— *)*  + (»>--/)*+(£— z;a  , r 


V(£)‘+(£M£)‘. 


u_  -+-  (y  — + (C  — z)d2z  ds2  __  I 

; : : " Q^-"- Q’ 

dx  — - - — 


du  du  du 

d2x  -b'y  d2y  -f-  — d2z 
dy  dz 


donc 


du 

d* 

et  par  suite 


f — k — y £ — z __ 


«Çr 


R 

rfz  « 


I 

Q’ 


■ I = ±^. 

P — R 


GeUe  dernière  équation  donnera  la  valeur  du  rayon  de 
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'courbure  (l’une  section  normale  quelconque.  Dans  ces 
formules,  R représéntc  une  fonction  connue  des  coordon- 
nées x,  y,  z-,  quant  à la  quantité  Q , elle  peut  être  expri- 
mée en  fonction  de  ces  coordonnées  et  des  angles  a,  6,  y, 
que  forme  avec  les  axes  la  tangente  menée  par  le  point 
(x , y,  z ) à la  section  normale  que  l’on  considère.  On  a 
en  effet 


cos  ce  = 


dx 

ds' 


cos?  = 


ày_ 

ds' 


cosy  — 


dz 

ds' 


et  par  suite 

Qd'u  d1u  „ d*u  d'u 

— COS1*  -j-— COS H ; — COS'y  + 2 

ax*  //v*  fi  v.  * 


dy* 


dz 3 


COS? COS y 


dydz 

d'u  , d'u  _ 

+ 2 , , COSy  COS  ce  -f-  2 -j — — COS*  COSt. 

dzdx  i dxdy 

Il  suffira  donc  de  donner  avec  le  point  ( x , y , z)  la  tan- 
gente à la  section  normale  pour  déterminer  le  rayon  de 
courbure  p de  cette  section. 

187.  Lorsqu’on  passe  d’une  section  normale  à l’autre 
sans  déplacer  le  point  (x , y,  z),  les  angles  a,  6,  y,  et 
par  suite  Q,  p et  £,  rj,  Ç changent  de  valeur 5 si  dans  ce 
passage  la  quantité  Q change  de  signe,  le  rayon  de  cour- 
bure de  l’une  des.  sections  normales  sera  déterminé  par 

l’équation  - = ^,  et  le  rayon  de  couMmre  de  l’autre  par 

l’éqilation  -=  — ^ . alors  aussi , puisque  p et  R sont  es- 
sentiellement positifs , et  que  de  plus  les  quantités 
Êr’  ^ §§nt  indépendantes  de  a,  S,  y,  il  faudras-né- 

cessairditient  que  les  différences  £ — X,  w — y,  Ç — z chan-  » 
gènt. désigne  ayec  Q.  Donc  les  deux  centres  Re  courbure 
seront  sifttés  à l’égard^du  point  (y, y,  z)  l’un  d’un  é6té, 
l’autre  j(l#l!autre , sur  îa"fiqrmale  menée  par  le  même 

point  à la  stfrfâce.  « **»  * ' ' 

r - ^ : t • « ‘ v 

V *•  • T 
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Les  rayons  de  courbure  des  diverses  sections  normales, 
menées  par  un  même  point,  ont  entre  eux  des  relations 
remarquables,  que  Ton  mettra  en  évidence  en  examinant 
comment  le  rayon  de  courbure  varie  avec  les  angles 
a , 6 , y.  Pour  y parvenir  on  a recours  à une  construction 
géométrique  très  simple , qui  consiste  à porter  sur  chaque 
tangente  une  longueur  égale  à la  racine  carrée  du  rayon 
de  courbure  correspondant.  Les  extrémités  de  ces  lon- 
gueurs forment  une  courbe  plane  qui  est  du  second  de- 
gré : en  effet,  si  l’on  appelle  £,  w,  £ les  coordonnées  de 
l’une  de  ces  extrémités , on  aura 


£ — xz=p“cos«,  i ; — jr=zp2cosC,  Ç — z = p2  cos  y, 


et  en  plaçant  l’origine  au  point  (x,  y,  z), 

$ = f~  COS«,  1 =p~  cos®,  p^  COS  y. 

En  tirant  de  ces  équations  les  valeurs  de  cos  a. , cos  6 , cos  y 
et  les  substituant  dans  l’équation  Qp=±:R,  où  l’on  a 
d’abord  mis  à la  place  de  Q sa  valeur  en  fonction  de  ces 
cosinus,  il  vient 


d2u  , d2u  d2u  v d2u 


«ïC, 


d2u  d2u  • 

-2-t— r -H  2 -TZJlJ’l  = R- 


dzdx 


dxdy 


Cette  dernière  équation,  quand  on  y considère  £,  rj,  £ 
comme  seuls  variables,  représente  une  surface'  du  se- 
cond degré  qui  renferme  la  courbe  plane , lieu  de  toutes 

les  extrémités.  Cette  courbe,  dont  le  centre  coïncide  avec 

’ . » 

l’origine  actuelle,  ou  avec  le  point  (x,^,  z),  est  donc 
Lien  réellement  une  courbe  du  second  degré  complète- 
ment déterminée  par  l’équation  de  la  surface  et  celle  du 
plan  tangent  qui,  dans  l'hypothèse  où  l’on  prend  le  point 

(x , y , z)  pour  origine , en  posant  x ==  o,  = o , .z  = o,  se 

/ , * 

♦ 
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. du  du  du 

èdïVdï+Kd-**0’' . * 

* •'  ••  ,•  * 


«. 


...  * 


V • . V ... 


ou,  en  appelant  À,  p,  v les  aigles1  que  la  normale  à la 
surface  fai ^ avec  les  axes, 


£ cos  a + i»  cosfc-f-Çcos»  no,. 


, .V  1 . . 

* K +•  % ' 1 


. . • ^ w - > w 

Les  équations, de  cette  ligne  se  réduiraient  encore  à ujie,  . 

* ’%*.*  * , * --  ^ ^ 

' forme  plus  simple  siTon  prenait  pour  plan  xy  le  plan . 

y tangent  'mené  par  le  pqint  (ar,jf,  -z);  alors,  en  effet,  on 
* "aurait  £-  = o,  et  l’équatiqn  de  la  courbe  dans  son  plan  / 

#*♦  'Serait  ’ * ‘ ;v'  .■***...'•  • 

* ! * t . « «. 

* l . rf*K  » . rfa1  , £/*«  * a i» 

Sr^+i3GSê*-+3^',=±»- 


On  voit  alors  clairement  que  cette  courbe  sera  une  ellipse  , ■>  ' 

si  lafdifférençe  ( ■——]  — -7-^  X %-r  est  négative  *,  deux  V 

\dxtfyj  jdf*  * dy*  . . v / .. 

hyperboles  con^i^uées  si  cette  différence  devient  positive  ; . . 

deux  droites’  paràllèles , si  la  même  différence  se  réduit  à 

■ Ajoutons  que  l’ellipse  sc  t ransformera  en  cercle  srlVm  h ' 

**  T ' * t . * . . s 


y . 


*’  *• 


^ d2u  d2u  d2u 

< ’ • ' « * ( dx2  dy2  ’ . dxdy 

et  «c  


f * 

.*  v*r.  • 


y \ 

r 


ré^Juird  à^ÿn^oiiif,  si  Ton  a de  plus  R = o.  Cpi^pie 
eut  d’ailleurs  choisir  arbitrairement  lenlan vr»(.  le 


x < dft  pjeut  d’aj^irfs  choisir  arbitrairement  lcplansr^j  le 
v y4  .foisonnement  (ju*n  \jcnt  défaire,  est  évidemment  ap- 
* "plieable  à<|ous  les  points  de  la  surfajee^roposée.  ' 7 

” -iüo  È ; 
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3$* 

■ - > r»  * 

gucur  p*  vérifient  toujours  une  seule  des  deux  équation» 
rf*«  . * • rf’tt  » 

f^iÆz<i  + rry=*. 


*•  * 

. i 


*« 
dx1 
d,U 
dx2 


dxdy  ' ’ 

, <tfJw  , rf*« 


î=  — R. 


Si  (laits  le  passage  d’une  section  normale  à une  autre,  le 
premier  membre  de  ces  équations  change  de  signe,  on 
devra  employer  tour  à tour  ces  deux  équations,  qui  cor-  • , 

' • 1 ■ . 1 O • ■ • '• 

respondent,  la  première  à l’équation  — — la  seconde  à r 

» . ► . • * p R 

• ^ l • o *>  1 * * . ..  ^ 

' ' l’équation  - = — — . Alors  aussi  nécessairement  les  rayons 

; ‘ -‘de  courbure  de  ces  deux  sections  normales  seront  diriges  « . 
erl  sens,  contraire  : au  reste  ce  premier  membre  ne  peut  ; 
changer  de  signe  que  dans  le  cas  où  la  différence 


f d2u 


\dxdy 


d2u  d*u 
dx2^  dy 2 


V w 


* est  positive,  c’est-à-dire  dans  le  cas  où  la  courbe  est  for- 
l mée  du  système  de  deux  hyperboles  conjuguées,  ou  de 
^ deux  hyperboles , dont  l’une  a pour  axe  réel  l’axe  imagi- 
naire de -l’autre,  et  réciproquement.  Dans  çe  cas  le  plan 


tangent  à la  surface  donnée  divise  cette  surface  en  deux 
>0  0 


‘ parties  dont  l’une  renfermé  les  sections  normales  do^  le 
• v rayon  de  courbure  se  dirige  dahs  un  sens-,  tandis  que 

l’autré  comprend  les  sections  normales  dont  le  rayon  de  \ * 
courbure. est  dirigé  en  sens  inverse.  Au  contraire , ‘lors-  » 
que  la' courbe  est  une  ellipse,  toutes  les  sections  ttormalgs  t 1 
ouf  leur  courbure  tournée  dans  le  même  sejjs , ce  qui  sup- 
pose que  la  surface  courbe  est  située  tbu  Rentière  d’uÿ  ».  •* 
r même  côté  du  plan  tangent.  * ,*  ' ' M-‘  **  T 

Puisqu’il  existe  des  relations  nécessaires  entrt*  les'  *■ 
payons  vecteurs  relatifs  à certaines  lignes '<^11  second  cfe-  ^ e 
gré  e^  les  ra  von  s de  courbure'  des  diverses  sections^nor- 

* * '■  . i * r & -*r  L. À 

■>  . . >V  jfc»*  •<■■■.  ■*  "t  t J,,  "î 
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males,  toute  propriété  de  ces  rayons  vecteurs toute  re- 
lation qui  les  fait  dépendre  les  uns  de#'  autrdl,  entraî- 
nera nécessairement  une  propriété  eom-spouefahte  des  ,\ 
rayons  de  courbure  et  établira  entre  eux  des  relations 
..  plus  ou  qioins  importantes , qui , dans  un  grand  nombre 
e dq^cas , permettrait  de  les  déduire  le9  uns  dcs.autres. 

4>nsi,  puisque  dans  uqe  courbe  du  second  degré  il  y ? 
a,  dn  général,  'ÔeiJFx  rayons  vecteurs  principaux,  dont  “ 
chacun  est  un  maximiup,  ou  un  'minimum,  il  y aura  aussi 
poulies  surfaces  cfeûx  rayons  de  courbure  principaux 
maxima  ou  minima.-  ÎNous  npinmefons  sectiqps  priori-  T 
pales  les  detfi'  sections  normales  auxquelles  correspondent 
'ces  deux  rayons  courbure*'  Leswdeux  rayons  vecteurs: 
principaux  étant  perpendiculaires  l’un  à l’autre,  les  plans 
# des  sections  principales  se  couperont  aussi  à angle  droit  et/' 
les  rayons  de  courbure  principaux  seront  dirigés  dans  le  , 
même  sÿus , ou  en  ^pns  contraire,  sitivant  que  la  courbe,  A 
lieu  dçyexû'émités  des  rayons  vecteurs,  sera  une  ellipse 
. . mi  la  réunioii  de  deux  hyperboles  conjuguées.  Ces  rayons 
(•  de  courbure  Veprésentefont  dansde  premier  eàs  unmaxi-  t* 
jpilni  et  un  minimum  5 dans  le  second  deux  iniuirn§.£^ 

‘ d’autres  termes,  si  la  courbe  du  second  dqgvé  est  une 
^ .fcllipse , ces  secrfonsprincipales  seront  des  sections  nornoa-" 

Ites  de  plus  grande  ot  de  moindre  courbure;  mais  si  cette,  " 

[ *"  > courbe  est  l’ensemble  de  deux  hyperboles,  les  sections  •' 

*♦  prj^icipalës  seront  l’une  et  l’autre  des  sections  normales. 

* , ^ Heplus  graude  courbure,  seulement,  leurs  courlny-esse- 

* , #roqt  «#lirj|;ées  sens  ,p©iftratrcs  : dans  la  même  hypo- 

* 1k  lHÉ^e’  les  sectiohs  uprmales  dont  les  plans  renfersûjerqnt 

* \%iës  as1Ünj|ptes ^ouÿiiuneshaux  deux  hyperboles,  auront 
*:  ^^éviBemmesit  des  courbures  milles,  ourles  rayons  dç^eçur-  * * 

" *!>«<* «jnfki  is;<4onq  tes  p&qs  c^s  deux ^sectioris  norqpdés  V 
4^onCtles  c^rbures^évaaouirëmt  form2ro^t.*des  aqgïes  » 
% ^ ^gaux  a\ec°  le9plans  des  sections  principales* 

■ .%>  <*>•'  / \ ?yV.a3;.  . ! 
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J&i  fellipst;  se  change  en  un  Cercle,  tous  les  rayons  de 

% rcènrburé4  seront  «gaux  : on»  pourra  alors  désigner  par  le 
''s&*  nom  de «ections  . principales  deux  sections  normales  quel- 
connues  dont  les  plans  se  couperont  à angle' droit.  Si  la  li- 
V gne , lieuüdes  extrémités , se  compose  de  deux  droites  pa-  . 
-.  t*  VallS|s,  qyel’on  peut  considérer  cçmmç  représentant  yne^ 
-‘pllipse  dont  le  grand  axe  est  in£ni , les  sections  prineq^des 
correspondront  à nue  valeur  minirfturtt  et  àlinc’vSleur 
' ‘infinie  du  rayon  de  courbure.  Enfin,  si  la  quantité  R 
s’évanouissait  j toutes  les  sections  normales  auraient  des 
U rrayona  dg  courbure  nuls.ou  infinis»  ' 

On  sait  encore  jque  si  dans  ünr-ellipse»ou~ dans  l’ênscm- 
Jblé  de  deux  hyperboles  cotrj liguées  onynène’deux  rayons’ 

_ ;’r , perpendiculaires  l’un  à l’autre,  Ta  somme  4f—  ~jrt 

* r * ‘ v , • . ’ « * ‘ ^ ^ » 

sera  une  quantité  constante  égale,  au  signe  près,  à—  ±: 

' ",  i.  # - > 

* ' «rtfet.i  étant  les  deux  axes  principaux  des  combes.  Donc,  ' 
en  appelant  p, , p,  les  rayons  de  courbure  principaux,  pu,  ff" 


* 

» *'  êr 


, **-,  * ,-»les  rayonsf cotrespoiidants  aux  rayons  vecteurs  r'  et  r",  - 
• * . * l'équation»  • - . • * ‘ * * 

rS'*  '■ 

r'*“  r"»  • 


V £ 


'•  A,. 

4 


té  * , '*■* 

« » entraînera  nécessairement  la  suivante 

w *>•  ^ : .*>• 


♦ 


u V* 

. .i  ■ 'r 


~Üz^=:±(~±j\ 
t - *f  V'  P*  y 


. - •* 
Donc,  si  après  avoir  mené*,  par  un  point  ( #•' » , V 

d’une  surface  courbe,  deux  plans  rectangulaires  enj^e  * V* 

nt  moemailv.  i nnttn  Pllnfnnn  ' 


tizeÛ  by.  tj(tQ52k 


* 

V- 


. „V«  - 

% . 
V, 


• - < ' « I*  * 

, #•  • •’*.■*'* 

4 • • fl  ' * 

* '•TRÉ-NÏE-ïKo/sit^lK  1 » 

* , * »*  * B 

dirigés  dans  qd  Certain  sensuel  le  signe  — puuit  ceux  qui  * 
sont  dirigésCTi  sens  iufocsc.  La  somme^doiit  il  s'agit  sera1' 
égale,  au  signe  pr^p , à la  Somn$r  ou  à la  différence  de?' 
quotients  que  rou*obtiei\t  en  drvisaut  l’unité  par  les 
rayons  de  courbure  principaux.  ’ . v 

18Q.  Si  l’on  suppose  la  courbe1  dh  second  degré  rap- 
portée à ses  axes  principaux,  son  équation  doit  ré-  * 

• duire  à V.  * r , .* 

* d*u  „ » rf’u  . • . „ , ' 

-•  ‘ ±Il>  • * 

; • ' ’ • • . * - • 

et  1 on  aura  en  conséquence 

• • • rf’a 


* * 


dxdy 


= O. 


De  plus,  si  l’on  appelle  a,  6 les  angles  qu'un  rayon  vec- 
teur quelconque  r fait  avec  les  axes  principaux,  rayop  * 

vecteur  partant  du,  centre  se  tipûve  déterminé,  si  la 
courbe  est  une  effipse , par  l’équation  , , ^ 

. • ‘ ■ ' *4  v « - 

I I I • • K‘  I * I . * 

— = — cos.*  a.  -f-  7-  cos*  G = — cos*  --  sin ** ,r 


*»•  «*  V?*' : 

et  si  la  courbe  est  une  hyperbole,  par  l’équation 

* ♦ 


, , I I m I a I ' I.  ^ fm 

■±—  = — CT)S*« — 7-  OOS’  6 = — COS’  » — 7-Sin’*; 

r’  fl*  r b*  a»  6*  * w ' ■ 

«r  V 

-on  aura  donc  aussi , en  ayant  égard  aux  équations  ^ ' ' • > 

r = l/f,  <t'=  \Zfl,  b—i/’ft, 


i . t i . 

- “ — cos ’ a H sm**, 

-P  'fit  , P*. 


OU 


: — CO  S * « • 

Fi 


Pt 


sin  ‘a. 


* t 
■ < 


rw* 


On  arriverait  directement  à'ces  équations  de  la  manière 
suivante.  Quand  on.  prend  pour  jdaju  xy  le.  plan  tangent 


. *t  * 

8 1 ; * 


» 

* •*  k 
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,t  ' *2  _ * . “ ♦*  •'  » ’>  • 

fc  à la  syrfaceV  jpt  pdûr  axes  dans  ce  plan  l$s  axes  princi- 
’ 1 paux,ona  *■  * w „ * **  ». 

Ah  V»  ' 


iy  *y*. 


••  4«. 


* 

COS  y = O. 


dau 


V 

* A 


* 

1 


4 


= Pi 


■*  et  la  valeur  de  Q se  réduit  ^ 


■*  ». 


d'u, 

' P - . Q = — — cos 


<dx2 


d%u  ■ „ d2ui  d*u 

2 « 4-  -j— z cosa  C — — - cosa*  4-  — — sin*«. 
dy 1 a.ra  - rfr* 


f 


, • ■ . , 

Si,  dans  cette  dernière  équation,  on  tnet  à la  place  de'Q 

4.  sa  valeur  ±:  — s*il  vient 

; • * 

■ h • 

4 **  . «■  * 

«./  i %,  , i f d1  u dxu  . \ 

* Jf  R \cfx*  ^ dy*  J ’ 


et  comme  pour  obtenir  les  rayons  de  courbure  princi- 
paux pi,  pt,  il  faut  poser  successivement 


• S 

■vit 


on  trouvera 

• i 


« = o,  * = -, 
2 

4 


X 

".y  • 

< * et  par  suite, 


. d*u  r 

Pi  R djg*’  f 2 ' 


i dlu 

R <r*’ 

v 


* 8> 
-V  * 


r f * 
. • /V 


h 

* V 


• * « * 

I .1  , I 

-r=  ± — cos**  zfc^-sin*  ce.  # 

.*>  p.  pi  * /■ 

■;  A.  «v  ••  *y  .. 

. ; d*u  d*&  , , • ,~K  * , f 


•\ 

* ** 


* Les  quantités  ï -r—  étant  nécessairement  djes  (fusm- 

* <*x  - dj*  a* 

. tités  de  même  signe  dans  le  cas  où  la  courbe  est  une  « 
ellipse , de  signes  contraires  quand  elle  est  formée  de  deux 
hyperboles  conjugées,  on  en  conclut  que  la  dernière  des 

équations  qui  précèdent  se  réduit,  dans  le  premier  cas,, 

’A  ' r.  *45* : /<##  *'  **». 


r . '■•r  • • 

* . . •» 


4 

* S 


< 

* 


• !* 


V 
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i i 

— — COS  * * 

P P« 


P* 


et  dans  le  second,  à 


,i  i ’ * t . ' 

±-  = — cos*«  — — sin1». 
P Pt  P, 


t * \ 

Il  existe  donc  une  relation  très  simple  entre  le  rayon  de. 
courbure  d’une  section  normale  quelconque  et  les  deux 
rayons  de  courbure  des  sections  principales,  relation  qui 
permet  de  calculer  facilement  ce  rayon  de  courbure  quel--  K 
connue  quand  on  connaît  les  rayons  de  courbure  princi- 
paux, et  les  angles  que  la  tangente  à la  sectiqb  normale  * 
fait  avec  les  tangentes  aux  deux  sections  principales.  ». 

Si  la  courbe  devenait  un  cercle,  on  aurait 

’ . ' • , 


*»  V 

■ * v *• 


Pi  = Pi  — p. 

) ■ * , ( Vt 

Si  cette  ligne  était  formée  de  deux  droites  parallèles , 

l’un  des  deux  rayons  de  cottrbure  principaux,  pt  par 

' - % 

exemple,  serait  infini-,  — serait  mjJ,  et  p serait  doiiné  » 
par  l’équation  très  simple  J ' », 


1 

t — — cos’  * , 
* Pt 

Pf,  = cos1*; 


v 

•>  » 


* 

’ 4. 
V I 


pi  serait  d.ailleurs  le  rayon  do  courbure  de  la  section 
normalclpii  aurait  pour  tangente  la  perpendiculaire  me- 
née aux  deux  parallèles  pai-  le  point  (a: , jr,  z). 

« Concevons  qu<He  rayon  de  courbure  p étant  donné  par 
jl’équation  j* 


i . i . ij  , - 

— — ± — cos 1 a ± — sm1*, 
P P 1 5 ^.P* 

• *>■  ; V 


¥ 


.*/  ; 
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« à a -v 

' •.>  . •♦  ^ ^ . • 
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°n  considère  un  second  rayon  de  courbure  p'  corrcspon- 

’ dont  è Tangll  a'  = a £|-v-,  on aùrait  # .*• 

' * ' S * g.  'A*.-:*  a , 

» ' * _ p J --lêès:  • ■ ■ 

.*vA,*  «<  •-  W -■*  • V . 

*>  .♦  -*  • » > 

r*  ' • " **  s*  * — is=dt—  sin*i»  Hh  — cos*tf , 

*'•  'ÏWÊb&:  ■ gt  Pl 

r ' y r.  t et  parfecoftséquent 

* • > J,  :fy"  * - 

■;  .-V’*  ■ •- • f *?•*>■>  v, 

, ( équation  qui  renferme  le  théorème  énoncé  plus  haut. 


•vr-f 


ty  m ,**:  *■  /\*  * 

*.  \ + "'  + m * * i ** 

a ‘ 'A-’: 


/>  ;•  V “A 


1 *■.  ,>#•  * * * -t 

...  • • 

Vf/-'  ■ » 

■ *,  ' «-  » • ' . 

■ - ’ -V  * ' 1 . 


. f.’  V . • 

f. 

^ V . . . # 
' 4 . 


\ ' * ■ > 

>1 

. . + . * '*■ 


; v1 . ^ 


<V  * 


• • "V 

* - tt 


S.'  »“  . 
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Détermination  analytique  des  sections  de  courbure  principales  cl  des 
rayons  de  courbure  principaux.  — Rayon  de  courbure  ou  d'une  courbe 
quelconque  tracée  sur  la  surface. 


4 , t 


190.  Concevons  à présent  que  l’on  veuille  déterminer 
dans  l’espace,  pour  un  point,  quelconque  z ) de  la  sur- 

face donnée , la  direction  des  tangentes  aux  sections  de 
courbure  principales,  et  les  rayons  de  courbure  princi- 
paux. U suffira  évidemment  de  chercher  le  maximum  et 
le  minimum , ou  les  deux  minima  du  rayon  de  courbure 

. P*  -f. 


en  supposant  les  coordonnées  £ , n , £ liées  entro  elles  pat 
les  deux  équations 

d’tt  d'u  d*it  d'u  d'u 


dxdy 


dxdz 
d'u 
’ dydz 


*Ç=  ±R, 


„ du  du  „ du 

fs  + '*+î*  = °- 


Par  suite  on  reconnailrt^ue  les  valeurs  de  E , tj , £ eor- 
respondantes  aux  rayons  de  courbure  principaux,  devront 
satisfaire  à l’équation 

dp  =z  o,  ou  îdl  -4-  y di  -f-  = o , 
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après  qu’on  aura  éliminé  d\,  dn , dÇ  à l’aide  des  diffé- 
rentielles des  deux  équations  qui  lient  entre  elles  ces  va- 
riables, différentielles  qu’on  peut  mettre  sous  la  forme 

fd*u  d*u  d2uy\  ( d‘u  diu  d*u  „\  . 


i^¥z' 

’fd'u 

+ \dïd: 


dxdz  dydz 


1 -f- 


du  ^ du  du  _ 

_^+_^+_.dÇ==o. 

Pour  faire  cette  élimination , multiplions  la  première  de 
ces  deux  équations  par  un  coefficient  indéterminé  — t S , la 
seconde  par  un  coefficient  indéterminé  — T,  et  après  les 
avoir  ajoutées  à l’équation 

f*  * + + o,  , ) 

égalons  à o les  coefficients  des  différentielles  d£,  dy,dÇ. 
On  trouve  de  cette  manière 


d*u  „ . d*u  . d*u  „ . mdu 

;e+i^'+S3î«  = sf  + T 


dx 

dxu 


dx ’ 


dxdy f T!  ^ ’ + ' C=  * + T*r' 

y d'u  d'“„  . d'ur±sr  i jdu. 
dxdz,  dydz  dz*  ’ 7»  ! dz 

. , % f ■ 

''i.  v»  V ^ .v 

Si  Ton  ajoute  ces  dernières  équations  après  les  avoir 
respectivement  multipliées  pai%£ , n,  Ç,  on  trouve!5» , en 
ayant  égard  aux  équations  qui  précèdent, 


*-  sfc  R =-Sp  , S=r-Hfc-=Q. 
• f 


Le  facteur  S ne  diffère  donc  pas  dé^fà  quantité  déjà  dési- 

f*.  > **’  __  ** 

gnée  par  Q.  Si. l’on  substitue  pour  S cette  valeur  Q,  il 


jtrr 


TRENTE-QUATRIÈME  LEÇON 


viendra 


\ dxdz 

d’où  l’on  tirera 


dxl\dy~^J\ 
duV  d*u  dxu 
dyy_  dzdx  dydz 
dur  d*u  d*u 
dz  L dydz  dxdy 
du,  T rf’tt  d*u 
dx  L dzdx  dydz 

durfd'u  aA  / 


d*u  d*u 
dxdy  dzdx 
d‘u  d*a 
dydz  dxdy 
d*u  d*u 
dxdy  dzdx 
’d'u  A/ 


« désignât  pn  coçfiiqiept  dont  otcdétern 
la  valcuW^Bn  effet  ; si  l’on  st&sti  tue  les  v 
dans'les  deux  équations  < 

on  trouvera,  i° 


U1  désignant  la  somme  des  carrés  des  coefficients  de  « 
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dans  les  valeurs  de  £ * «,  20 


(A)  0 = 


« 

oV— 

-o' 

\-( 

5 

1 — 

“i 

1 

Q J \ dz' 

. . "y 

1 V 

dydz  J J , • * 

+ 

/ rfaVr  fd’u 

\4r)  LV*7  _ 

qY— 

yW 

-q) 

-( 

’ d’u  Y1 

dzdx ) J 

+ 

/d«yr  / d*u 

v&y  las— 

\ f d’ u 

Qy (^r7 

-«) 

'-( 

d’u  y-i  . 
dxdy)  J 

w 

I. 

du  du  T d’u 

d’u 

d’u 

/ d’u 

0 A 1 

dy  dz  L dxdy 

dzdx 

dydz 

\dx’ 

* . 

du  du  j".  d’u 

d’u 

d’u 

f d’u 

nW 

-r 

dz  dx\_dydz 

dxdy 

dzdx 

y*r* 

QJJ 

+ 

du  du  T d’u 

d’u 

d’u 

fd*U 

oM 

dx  dy  L dzdx 

dydz 

dxdy 

\ dz1 

QA1\  . , 

A 

Cette  dernière  équation  du  deuxième  degré,  par  rap-  ■ 
port  à Q,  donnera  les  deux  valeurs  de  cette  inconnue 
correspondantes  aux  rayons  de  courbure  principaux.  Ces 
rayons  de  courbure  principaux  seront  ensuite  donnés  im" 
médiatement  par  l’équation 

• ' , R • 

P_±Q* 

Connaissant  Q et  p,  on  pourra  calculer  »,  puis  £,  y,  Ç, 
ou  les  coordonnées  des  deux  points  situés  sur  les  tangentes 
aux  sections  principales -r  et  enfin  les  cosinus  des  angles 
que  ces  tangentes  font  avec  les  axes,  à l’aide  des  équations 


cos  a ~ 


f 


1 » 


cos  (3  =r  — , 
P ’ 


CO  S y =:  — , 

PT 


à cause  de  * = ±: 


p~  — ± Us , 


COS  56  = — U ’ COS  ,t5  — ni  g , COS  y = _!_ 

, , ne  dépendent  pas  de  « , mais  seulement  de  Q 

. , du  du  du 
!S  Quantités  -r-,  -rr,  -7-  , etc. 


cosfi  — ± , cosy  — ± — - 


. du  du  du 
quantités 
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Remarquons  que  l’on  peut  calculer  T quand  on  con- 
naît »,  et  que,  par  conséquent,  le  problème  précédent 
est  complètement  déterminé.  • . 

191.  Lorsque  les  variables  x,y,  z , sont  séparées  dans 
l’équation  u = o de  la  surface,  on  a 


d*u 


d*u 


— o, 


d1u 


dydz  dzdx  dxdy 

i * . . . * , 

les  équations  qui  donnent  £,  >j,  £ et  Q,  deviennent 

(d%u  — (d%u  — Tdu' 

'. 1 fdiu  \ „ _«/« 

\d*  — Tlz' 

fduV  f du\  ( d"\ 

. • / *A Tx)  , UA  , W 


^_Q 


+ 


d2u  + d*u>. 


~ o. 


Dans  la  même  hypothèse , la  quantité  T et  les  trois  angles 
a ,*6,  y seront  déterminés  par  les  équations  , ■ 


* * (d* 


!^-Q)c°s^(p-0)  cos  b ^ (^-q)  cosy 


" M 

dx 


du 

dX 


du 

dz 


• y W-4--WJ  ' ■ ‘ 

■;  ■ J(  ?X.f  £*V  / £'  \T]7*  . v . 

* 4 ■ -r-  ♦ V ; • * > 


%Prenort|  pqj^r  premi<|r  exertple  l’eljipsoïde  w* 


1 

i - 


(O 

».  t*  ' ' 


& 

c* 

•e.  ■* 


*-+r  ^ *«£  ls*r 

fl?  b*  *-  c1  l 

N.  ttf'r 

. . *-  • ; *'  •*' 

’•  . % ' - v - M 

*:  -s.  ^v|r-.  * *;  • 


«►  *# 

* * ^ 

**  ••  v . ' 


t*  * 


« 


1 ^ # 

* *** 


• >• 

S! 


*■,  . V « 

. ■ <•  . 


* X*  ’v 

.a  • * 

\ v 

«*  «. 9 
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on  peut  faire 

d’où 


« 

1 

( X* 

ja 

Z* 

N 

U — ~ 
2 

t 

-i- 

H-  — 

c1 

"■) 

du 

X 

du 

y 

du 

dx 

fl2’ 

* 

dÿ  ~ 

é2’ 

dz 

d*u 

1 

d*u 

1 

d*u 

dx 2 

a2  * 

djr*  ~ 

: F’ 

dz 1 

et  l’on  aura 


« ^ 


y* 


Z * 


= O, 


«'(i — Qa1)  b*(i  —Qb1)  c’(<— Qc1) 

‘ . y . ___  J_  • . 

i , /'x*  r 1 z*  \ ! 

; = ±«(ÿ  + F + St)  • • 

I Qtf2  I Q£2  I Qc2 

CO  S et  = — COS  b ST — COS  y 

X •'  < * y z 

= ±{(T^)+(^=Ô»-)+(r^O?)  ] 

• A l’aide  de  ces  dernières  équations* on  déterminera*  en 
chaque  point  de  l’ellipsoïde  la  direction  des  tangentes  aux, 
sections  principales,  et  les  deux  rayçns  dp  courbure  prin- 


cipaux. 


De  plus,  si  l’on  retranche  l’une  de  l’âütre  les  tjjpux 
équations  (i)  et  (2),  on  trouvera  . * *•  t t 


x1  • r* 

-T  + ■ - 

; v *■ 

Q Q 


— 1; 


•v-V 


* », 

„ 9 

s 

\r 


d’où  il  Résulte  <çae  si  apr£s  q^oir  calculé  l’une  des  valeurs  • , • 
« maximum  oüt  minimum  de  Q,  on  cèrfttruit  un^nouvel  , ! 

• ellipsoïde,  dont  les  demi-axes  4,  b\  c,  soient  déterminés  * 
par  les  égarions  * ' * _ y ^ » 

*»-«*•  V * •*:*'  * * 

*.  a***  a*  1,  ?»  = CA—  ki 


.■  * 


* **, 


, c'2  = C&»  — » r-î 

O-1-  • / Q Q 

+ ' ^ • •'  . : 

4 


V • , * 


* 


' T 


« 


"'t  ^ 

>*  •'  t 


A 

* é 


J ' . * V * v %.  • 

W . r'  J.', 
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le  nouvel  ellipsoïde  passera  encore  par  le  point  (x,y,  z). 

On  peut  remarquer  que  les  sections  faites  par  les  pleins 
coordonnés  dans  l’ellipsoïde  proposé,  et  dans  ce  nouvel 
ellipsoïde,  ont  les  mêmes  foyers;  car  on  a 


a'1 — b'*— a1-— b1,  a! 


— o1  — c1,  b'7 — c'1  = b7 


2mc  Exemple.  Concevons  qu’après  avoir  tracé  dans  le 
plan  xj  une  courbe  représentée  par  j-  = f (x) , on  fasse 
tourner  cette  courbe  autour  de  l’axe  des  x ; elle  engendrera 
une  surface  de  révolution  dans  laquelle  la  distance  du 
point  (x,j,  z ) à l’axe  des  x,  savoir,  X/y*  -f sera  équi- 
valente , au  signe  près , à l’ordonnée  f (x)  de  la  courbe 
génératrice.  On  aura  donc  pour  tous  les  points  de  la  sur-* 
face 

X/y-h  z1  = ± /(■*),  = [/(*)] *i» 

et  son  équation  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

’ '«  = 7 {r’+8*  — [/(■*)]*}—  o] 

d’où 


» 

d7u 


f(x)  ÎO.  _i  r f?  _ z . 

dx  ~ K)J  dy  dz~Z’ 


du 


du 


T * ♦ 

L’équation  qui  donrie  la  valeur  de  Q sera 

[/&) /'(*}]’  , r’H-*1  _ 

r w ♦ * 

d’où , en  remettant^pouj  y*  -jy  z * sa  valeur  L/(x^’, 


d7u 


*+[/'(*)]■ 

f 


*\ 

« 


#* 


» aj|ï-,a  d’tffîleurs  »•  , 

* 1X1  # * 

• •.qrr  * * - * * . '*  , \ , • . 


* y.*-  '>.*  .v.-v*  - \-f 

• Jbi*  • » .1  * •* 

f : * I,  a-  - - • _ • A 
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et  par  conséquent 


[/'(•*)]’? 


/"(*) 


La  valeur  précédente  de  p est  le  rayon  de  courbure  de  la 
courbe  génératrice  qui  coïncide  effectivement  avec  l’une 
des1  sections  principales  de  la  surface  de  révolution.  L’é- 
quation qui  donnait  Q s’est  trouvée  réduite  dans  ce  cas 
particulier  au  premier  degré,  de  sorte  que,  pour  détermi- 
ner le  second  rayon  de  courbure  principal , il  faut  remon- 
ter aux  équations  qui  lient  £ j » , £ avec  Q et  T,  équations 
' qui  deviennent  . , . • 


{Q + [/'(■*)]’  +/(*)/"•(*)  } f = T /(*)/'(*), 
( I — Q) • = Tjr;,  (I— Q)Ç  = T», 


T • • • 

et  que  l’on  vérifie  en  prenant  Q ==  i , T = o , £ = o. 

En  donnant  cette  seconde  valeur*  à Q,  on  trouvera  pour 
la  valeur  correspondante  de  p 


P = ± R = ±/{x)  l/ 1 •+•  [/'(«)]*  ==  N, 


rayon  de  courbure,  a pour  tangente  une  droitq  comprise 
iiculaire  à l’axe  d^  x.  * 


dans  un  plarl  perpcndicul 


N étant  la  normale  de  la  génératrice: 

De  plus,  l’équation  £ entraînera  la -suivante 

ccfca— o,  de  sorte  que  Mi  section  principale,  dont  N est  le  > . 


w v 


• dz~  *:*•' 

p’  *dS>~*q’ 


dx 


’ ~ dz 

U=f(xyr)  — 

U ) y / ' *df  w.  ‘ ' ^ i 

'* . *,££*,,.  k; * ■ *>■*!* a W. 
■■  * t % 

- : t c’  ”'*1  f*  » <*  ?.fc  **♦?-* 

' -• 

••  V ■ **  • . A . . t* 


Pc 
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on  trouvera 


3by 


*v 


du 

du 

* 

du 

dx 

1-tt1 

II 

= 7. 

dz 

- 1 » 

t /*« 

rfa«  « 

d*u 

rf’it  * 

dx* 

= 

f/j*  ~ l’ 

dz 1 

= 0,  * 

dydz  ~ ° ’ 

d*u 

dzdx 

=;  0 

d*u 

dxdy 

J,  R: 

= l/p* 

-H  7’  + * ? 

Q = r cos’a  -4-  i s cosa  cos£  t cos1  S , 

. p cos  » -+-  q co*  ô = cos  y ; 

et  les  deux  équations  de  la  courbe  plane  qu’on  obtient  en 
portant,  à partir  du  point  (x,  y,  z),  sur  la  tangente  à 
chaque  section  normale,  des  longueurs  égales  à la  racine 
carrée  du  rayon  de  courbure  de  cette  même  section , 
seront 

pl  -+-  qn  = Ç , rl * 2J?  u + t?*  ds  R.  *4 

Les  rayons  de  courbure  principaux  sont  toujours  dé-* 
terminés  par  la  formule 

» ' * 

* dF~lfll-+-ld>l  + Çd£=o, 

de  laquelle  oh  devra  éliminer  d\  T dr, , dÇ,  à l’aide  des 
équations  différentielles 

( rl  ■+■  su)  dl  -|-  ( si  -f-  f*  ) dt)  = o , pdl  *+-  r/d*  ~ e/£  ; 
or,  si  l’on  élimine  d’abord  dÇ,  on  aura 

ta* 

(,?  -t-  p £ ) dl  -+-  ( « ) dn  — o , 

d’où  l’on  conclut 

t \ ‘ 

rl  -t-  sn  .tl  + t>i  __  l (rl  -t-  su)  -+-  >i  (s l -4-  tn ) 

l + pt,~  n-hr/t,  “ £(f  -+-/>£)■+-  *(»  + ??) 

_ rf’-t-ailij.-t-ti1  _ ±R  _ ±R  _ ■ 

— vj , 


" f»  -t-  n*  Ç (/*  + + ■:  f- 

T.  i.  ' 24 
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et  par  suite 

rè-t-si)  — (è+pÇ)Q  = o,  s(-htii—r(ii-hç^)Q  = Oji 
ou,  mettait  pour  £ sa  valeur  p\  -f-  qn,  • 

[r—  (p*-4-  l)Q]f  + (•«  — p?Q)u  = o, 

* (j— />yQ)f + — (<7,'+-i)Q]’’  = 0> 

[r->(p'  + i)Q][r-r{f-h  i)Q]  — (*— p<]Q)'  — o,  • 
1 j— [ (p’-t- 1 ) t—zpqs+{q*+l)r]  Q -hrt—  s'=  o. 

r 

On  trouvera  encore 
n 


P = 


l/p’  -+-?*  + I 

— M 9*  _ 


pqQ  (p»-+-i)Q— > pr  — ÿr-t-ÿQ  pr  — ÿr-t-ÿQ 

_ . 2i ' 

y ( * — PîQ  )*,-+-  [ (y>  * + ■ ) Q — V]  * +■  (p.f  — tfr  -+-  ?Q  ) * 

v fa*  ' -f  « — ; — 

F » V p*  i 

V'\{p'+l)s—pqrY-+-{p'  + q*->rl){(p'+  l)Q  — r]» 

On  tirera  enfin  des  formules  qui  précèdent 


COS  a 


CO  S » 


CO  S y 


s — pqQ  (p’+OQ — r ps  — qr-hqQ 

• . ^ ; V /p'+i 

“ ]/[ ( p* 4-  I )f  —pqr]1  -+-(p’-hq'-h  i)[(p*-t-i) Q — >] J ’ 
L’équation 

(p'  + q,+  ')Q* — [(p’4-  1 ) t — apÿf-t- (ÿ’-+-i)/-}Q~f-rt' — s 1 

— AQ1  -f-  BQ  -H  C — o 

donnera  évidemment  deux  valeurs  réelles  de  Q.  On  aura 
en  effet 

B’— 4 At;=  {(?*■+■ 1)‘— w -*-(?"+  >)'}’— 4(f’+î’  + i)(«  — j*) 
f (p'+i)[(p*+i)‘— (9M-i>-]+2p7l>?r— </»’+•>]  },+4(F’+?*+0  IM'— (p'+t)s]‘ 

— . 7 (/»’+')’ 

193.  Quand  on  connaîtra  les  deux  valeurs  Q'  et  Q"de 
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Q,  on  déterminera  facilement  et  les  deux  rayons  de  cour- 
bure principaux,  et  les  directions  des  tangentes  menées 
parle  point  (x , y ; z)  aux  sections  principales. 

Comme  le  produit  Q Q”  de  ces  deux  racines  est  égal  à 
rt  — j’,  elles  seront  de  même  signe  si  l’on  a /Y-*—  o , 
‘et  les  deux  rayons  de  courbure  dirigés  dans  le  même  sens  r 
seront  les  valeurs  maximum  et  minimum  du  rayon  de'* 
courbure  p.  Si  l’on  avait  rt — s’<o,  les  deux  racines 
de  l’équatiou.  seraient  des  quantités  de  signes  contraires, 
et  les  raybns  de  courbure  dirigés  en  sfens  contraire  repré- 
senteraient deux  valeurs  minima  de  p.  Si  l’on  avait 
rt  — s’  = o,  l’une  des  racines  s’évanouirait,  et  la  valeur 
maximum  de  o deviendrait  infinie  : donc  alors  une  des* 
sections  principales  aurait  uue  courbure  nulle.  Il  est  aisé 
de  S’assurer  que  cette  circonstance  a .lieu  en  cliaque  point 
d’une  surface  développable  : par  conséquent  les  valeurs 
de  r,  t,s,  tirées  de  l’équation  d’une  semblable  surface , 
vérifient  la  formule  rt  — s’  .=  o,  quelles  que  soient  les  va- 
leurs attribuées  aux  coordonnées  x,my,x. 

Les  deux  valeurs  Q'  et  Q"  deviennent  égales  dans  le 
cas  où  B*  — 4AC  = o,  ce  qui  ne  peut  arriver  sans  que 
les  deux  carrés  dont  se  compose  cette  différence  soient 
séparément  nuis,  ou  sans  que  l’on  ait  à la  fois 

pqr — {p'  -+-  •)*  ~ O,  ( p 1 -4-  l )t  — (q*  4-  I ) r ~ o. 


«K 


ou,  ce  qui  revient* au  même, 


/>*  4-i  pq  7*  -P  i k 

î * - 


■ 


Or  dans  cette  supposition  , l’équation  qui  donne  Q,  c’esl- 
à-dire  • 


(r  — (p'  + OQll*  — (</*  -f*  «)Q3  — (*  —pqQ)1  = 

9.4. 


. » 


-K  ♦ • 
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[r—  *Q r)  ( t - kQt)  - (*  - ^Y  - ° » 
% *(\  _ /-Q )*  (rt  — **)  = °> 


j dans  le  cas  dont  il  s’a- 


d’où'i’on.  tire , en  remarquant  que 
git  rl  — «’  n’est  pas  nul, 

* t T _ ±_  * * 

\ * . ' 

Donc  alors  la  valeur  rie  Q e.par 
est  indépendante  des  angles,  a,  6 , / , 

Ç»  *»♦?•  * 

Et  en  elfet , 1 équation 

i _ L cos’a  -t-  - sin’a 

‘ P P>  ,p* 

♦ ' * % 

se  réduit,  à cause  de  p,  = fl*»  a 

v'  • . ♦ , ' * ’ 

I — - (cos** -v  sin ’«)  = -•  ' * 

P t' 

• i.ne  ro  ras  les  valeurs  des  coor- 

r 'zr:  " 5--“  r ^ 

t^d-rWTrlucipa«v>»l>dfnn.„^; 

aux  i ayon  lesquels  toutes  les  sections 

^ 

Pour  nue  les  rayons  de  courbure  principaux  soient 
JZ  et^dirigés  en  sens  contraires,  # e,tn«e^  q», 
i„s  l’équation  AQ1  + DQ  +C==olc  roettaen.  Q 
s'évanouisse,  etquc  Von  ait  en  conséquence 

(j,*  -+-  i)t  — ip<is  -+■(?’  + l)r  70,  * 

Remarque. On  démontrerait  plus  simplement  la  réalité 

.le,  racines  Q'  « Q',  •»'  supposant,  coq»,  est  toujours 
pernus , <|Ue  Von  a pris  pour  plan  agt  un  olan  parallèle  au 
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# é| 

plan  tangent  ipcné^tar  k*  point  [x , .y,  z).  On 
effet , dans  ccttc  supposition, 

P — O,  q = o; 

l’équation  qui  donne  Q deviendrait  , 

(r  — Q)(x  — Q)  — **  =o,  - 

, . » * 

* Q*  — (f-f-  r)Qrt-  rt  — jr'zrro, 


*• 
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aurait  en 


d’où  , 


• la  quantité  sous  le  radical  est  esséntiellefhlfenl  positive , 

donc  , etc.  *t  \ ^ 

194.  Considérons  toujours  une  surface  courbe  repré- 
. sentée  par  l’équation  u — o,  et  sur  cette  surface  upc 

* courbe  quelconque  passant  par  le  point  (x,  y,  s).^Si  1 oie  i , 

nomme  s l’are  de  cette  courbe  pris  pour  variable  indtv-t 
pendante,  et  P son  refyon  de  courbure  correspondant  au 

•.point  (x,  z),  les  cosinus  des  angles  forméspar  ce  rayon 

* §vec  Jes  demi-axes  des  coordonnées  positives, ^seront 

♦ (^166)  4 *"  %.•  * S . 


* H 


f î 


P* 


d7x 


ris7 


d7y 


d7z 

~d?‘ 


* , » , 


# • . ^ y,  , V f. 

^ de  plus  uft  mènf'la  normale  à fit  surface  i4i  ce  nié*l\it*A 

00  * point,  etei  l’oirfait,  pouÆabréger,  j r #v  ».  4*^  ».  > 

% ’ &r  ■ 

if  Q . IqS  cosintis  'des  angles  compris  entrt^la  borotalé^ct  les  * 

* demi-d&ces  des  coordonnées,  positives,  seront  l'cspecjâve- 

lÂent  ''  r * ■ * «j.  - ^ 

l du  l du-.ï  ± v.  : y$9 


w Hr 


’4i 


éaliv 

ÿoUf* 


* ? 


i 


tlx 


I 

R 


R rfz  &t1 


|t 

. if  y 


TttÊÊUB*  -r 


èie 35  • 


Cela*posc  , soif  d l’angle  .que  fait  la  nmlnalMvqi  1('  rayun  ^ 

v n-#  a •<&/*  ' ^ 

; '«**i\?*  •-  ' /*  Sf.-  « 4/  * » 

- ” ï JS1§  ■ : ..*4 


JF*  « 
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calcul  différentiel.: 


de  courbure,  on  aura 


cos<T  r= 


du  . du  ..  du  . 

— du  4-  — d*y  4-  — d*z 
F dx  dy  dz 


R 


ds* 


D'ailleurs  en  différentiant  deux  fois  de  suite  l’équation 
u = o , et  désignant  par  pc,  6,  y,  les  angles  que  forme  la 
tangentd  prolongée  dans  un  sens  ou  dans  un  autre  avec 
les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  on-  ei;  tirera, 
comme  nous  l’avons  déjà  vù ,- 

du  du  , du  , _ . 

,d&*  + lïd'y+-dzd't=- <***'  • • 


**■  # 


« 

9 


* - 

la  valeur  de  Q étant  déterminée  par  l’équation 

p 

wc 

'♦  *îp<4  d’u 


i d*u  * 

1<^=^Fcos,“ 


dlu  „ à*  u 

— — COS1»  -f  — — 003*7  «.  . 

dy 1 dz * 

• * rf*u  d’u  ' v 

cos  t cosy  4-  2 -,  , cosy  coa«  4-  2 ■■  , cos«  cos®, 

dydz  e dzdx  9 dxdy 


et  l’on  aura^ar  conséquent 


’ 4 
X • * 


- «,  co6  ^ 

,•  c0,*='h>  — “ 


q ' , r y • m 

R Q % '"Y 


"■*.  t Des  trois  quantités  R,  Qetd,  la  première  R dépend  Uni-  . , ‘ . 

quement  de** la  positioç  du  point  (x,j^  z)  sur  la  surface^  ^ 

•w  la  seconde  Q dépend  à la  fqis  et  de  eettë  position , et  de  * 9 f * 

• ladire«?tion*cïeia  tangente  à la  courbe  tracée  sur  la  surface-,  ■ 

\ ' * m $ représo^c  toujoursJ’un  des  angles  formés  par  le  plan  os-  ^ a j ' 

. s 3 a;/culateur  de 'tafcourbgavec  le  plan  tancent,  on,  ccqiiije-  * 

■-•  a t,  vient  au  mftai%  par  l'a  normale  principale  dy  la  courbe, 

ajtveç  A nd^nalW^^s^fa*.  fl  <it  clai|^e^ï.*^ 

l’oirdogne  av.ee  le  pofnt  (x,  jf,  '.z)fla  tangente  à la  colirbe, 

' - * et  le  plan  osculateur,  ces  quantités  Q et  R seront  connues,  % 4,  ^ 

^ .»  po^^tÿpno  deterapmer  1$  rrÿog^E 


U ; . * ft 

conrbm-r  à 1 aide  <h*l  c.pmljnn  F j==  ~ q <**â. 

■-  « R » . ->& 


— qpsd.  Déplus, 


» rvf 

*-# : ? .4 
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comme  les  quantités  P et  R sont  essentiellement  positives, 
cos  S et  Q devront  Être  de  signes  contraire^;  vt  ionnne 
on  connaît  le  signe  de  Q,  on  pourra  dans  tous  les  cas  dé- 
terminer le  signe  de  cosd,  et , par  cdhséqugnt,  le  sens 
dans  lequel  on  devra  porter  le  rayon  de  courbure  P sur 
la  normale  principale  de  la  courbe  proposée. 

195.  Si  l’on  voulait  avoir  le  rayon  de  courbure* p de 
la  section  normale,  il  faudrait  faire  coïncider  le  plan  os- 

etdateur  de  la  courbe  avec  un  plan  norihal , en  posant 

. ' • . . - - R R v 

cos  <î  = ±.  i . On  trouverait  ainsi  p = — , valeur  qui 

s’accorde  avec  celle  que  nous  avons  obtenue  plus  fiant  uT* 

P ' ^ - 4 ' 

en  substituant,  au  lieu  de —,  sa  valeur  ± p,  tùi  dura 

, ” » * V * V 

P =:  dz  p cosà.  On  conclut  faciltimSit  descelle  derrière-  4 

équation  le  théorème  suivant  :y  ‘ 4 - ,1 

Concevons  qu’une  courbe  quelconques  étant  fracéc  sut 
une  surface,  on  mène  par  la  tangente  à cette  courbe  en  un 
point  donné  [x,  y,  z),  un  plan  norrAal  à la  surface  ; h-  * 
rayon  de  courbure  de  la  couibe  sera  le  produi^du  rayon 
de  éoqrbure  de  la  section  faite  par  le  plan  iSKinunl  pa^le 
cosinus  de  l’angle  aigu  compris  enlip  ce  même  pj^ji  et  le 
plan  osculateur  de  la  courbe.  11  /'•  ’st  * 


». 


. Ce  théorème  remanjuablc,  dû  à Meunier,  peut,  en  né 
eoneidérapt  que  des  sections  planes,  s’énoncer  aussi  çôïiune 
il  suit  : le  rayon  de  courbure  d’unt^qction  oblique  est  la,1  ♦ » 
pgpjoetion  sur  le  plan  de  cette  eourlurdu  rayon'tle'ta  see- 
ticûi  «ormaie  qui  passe  par  la  même  t^gente.  Enjimagi- 
* IT  UnC  e <î®cr*tc  tiénfitéd  u rayon  de  cour- 

r * 


.te  dÿ  la  sèction,  normald  prise pour  centre,  çj.  avec  c*S 

> ü-.  'x •.  ,i:Jz "K... 


n cou- 


même  raycffi,4pt  bourrai  encore  que  fout 
duit  par  la  t^ngenU?coupora  cette  sphère  suivant  un  cercle 
^ oui  sera  le  cercle  qiè^ilaleui d*la  section  fijjtc  dans  la 

surface  par  ce  même  plan.  V ' . *. ..  t 

- • *■  - * ♦ 


•. » 

«*: 


% 


4 
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Qn  peut  aisément  vérifier  le  théorème  qui  précède  dans 
plusieurs  cas  particuliers.  Ainsi,  par  exemple,  si  par  un- 
point  donné  sur  une  sphère,  on  fait  passer  un  grand  cercle 
et  un  petit  .cercle  qui  aiei\t  en  ce  point  la  même  tangente , 
on  reconnaîtra  sans  peine  que  le  rayon  du  petit  cercle  est 
, équivalent  au  ray^i  de  la  sphère  multiplié  par  le  cosinus 
de  limglc  aigu  compris  entre  les  plans  des  deux  cercles. 

Sbpposon s, encore  que  la  surface  courbe  est  la  surface 
de  révolution  Engendrée  par  la  rotation  autour  de  l’axe 
des  x de  la  courbe  y =f(x),  et  que  l’on  demande  le  rayon 
^ de  courbure  r de  la  section  faite  dans  la  surface  par  un 
- plan  normal  à la  courbe  génératrice,  et  passant  par  le 
point  (a?,  z).  L’angle  aigu  compris  entre  ce  plan  et  un 

second  plan  perpendiculaire  à l’axe,  des  x , sera  évidem- 
ment égal  à l’jpplinaisên  r de  la  courbe  génératrice  par 
rapport  k nÉne  axe.  Cefteecond  plan  coupera  la  surface 
de  révolution  suîvaht  un  cercle  dont  le  rayon  P est  égal  au 
signe  près  à l’ordonnée  f(x)  de  la  courbe  génératrice.  On 
aura  donc'/ eh  appelant  toujours  p le  rayon  de  courbure 
de  la  sefctîon  normale , et  parce  que 

• V V & ' X «r  * *• 

ai  t • ty 

vT  y.  | . 

ÇOSr  = - =1^,  p CQSt~T—  ZJZfU)  , 

^ r y^+ÏTW1 


V, 


-4' 


c — ± fix)  Vf  » + [/'(*)]’ 


Les  équations  qui  précèdent  se  simplifient  considéra- 
blement, dans  le  cas  oft  l’équation  de  la  surface  u =3.0  est 
de  la  forme  z — f(x , y)  = 0 ; on  trouve  en  effet  alors. 


4 

P ♦ 


R bs  \/ -I-  q1  -f-  I , 


4' 


Q = rcos2*  -+-  ajcosacosf  -f-  fcos2£,  H 


vf 


Cos  <1 
P 


r COS2«  -I-  2.ÏCOS*  COS®  -f-  4 cos 2 C 


*f 


\/p- 


■4-  72  -f-  1 
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Nouvelles  propriétés  des  sections  principales.  — Lijffiijl  de  courbure  de» 
surfaces. — Centres  de  courbure. — Surface  lieu  des  centres  de  courbure.  _ 


[■  196.  Si  dans  les  équations  (a)  (n°  189)  on  met  à la  place 

de  £,  «,  £,  leurs  valeurs  tirées  des  équations  * > 

„ 4 1 dx  j.  „ <_dy  „ 1 xdz 

?=f»  COS  a — p3  -,  fl=rp»  COS*  = pJ  — , t,  =p»  COS  y = p»  — , 

„ as  \ as  j|  as 

+ ' ¥ 

T j 

.on  trouvera,  en  posant  — = T',  * 

•#  ’ Pf  t'  ■ ' • * * 

- t 

» / /rf'x  âr  rf'tt  rff  </*«  zfe  </«  _ 

I (rte1  ST  + dxdy  ds  ^ dxdz  * — T di*  *. 

I d’u.  dx  (d'n  ' - \ dy  d'u  dz  —.du  , 

* ï.  I ^ r(d'u  cf\dz  — T'  — * ' 

■i  \ rterfz  ds  dydz  ds.^  \dz 1 t dz  '*  * ijj,*  V 

jjfc  ■ . *.  «.  ,-y. 

■v  Appelons  /,  m,n  les  angles. que  fait  àvèc  les  ,» r-  ' • ,/ “ 

a pendictftire  an  plan  osculateui  de  la  section  normale  i*  .4  * ". 

» - r(  • • ,,  I f-  ...  ' 

cette  Hghe<^ef|l  nécessairement  |>ri,p(‘ndicurai^  à la  là»-  ' 
geftte  à la  soétfon  normale  et  à la  normale  à fe  surface^*'*. 

\ f\  et  l’on  auçâ  Æ-v*  .' 

B*  cos /rte  4-  ÿosmdy  -J-  cos//  r/zjpêm  , i % $ ■' 

...  " ■ M.  ■ ' t ,'/«  .«/«  v1'  i» 

-r*  .JW  *,»  * . 


■ -t/. 
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Cela  posé,  si  après  avoir  multiplié  respectivement  les 
équations  (b)  par  cos  /,  cos  ni,  cos  n,  on  les  ajoute  , Q cl 
* “T'  disparaîtront , et  l’on  trouvera 


,(d2u  f l2u  d2u  N 

... 

t - M / d2u 

•4-rnvs  m 


f « 


\dxdy 
/ d2u 

cos',lzs 


dx  ■ 
dx  ■ 


42u 

dy2 

d2u 


- j d2u  j \ 

>dr+W*  ) 

d2u  \ 

. . «r  -f-  — dz  I — o, 
dydz  J dz 2 ) 

* équation  que  l’on  peut  écrire  sous  la  forme  très  simple 
• * , 

t du  du  du 

■*  cos  l d 4-  cos  m d.—  4-  cos  n d.—  = o, 

• < dx  dy  dz  * 


puisque  l’on  a identiquement 

’ d2u 
* ï-^dh 

dk2 


d2u  , d2u  , < du  • * 

- — v dy  H — ; — r dz  = d.  . . . .etc.  ' 
dxdy  dxdz  „ dx  S 


1 * , 
4-  cos  nav 


Les*  trois  éqrâ^iolfe  ' . 

. • * * ’ ,, 

. * , cos(d.  — — h cos/wa,,— 

» dy 

• ,du  * </«  </u  * 

, T • ..cos/-; — b CO»  m — cosn  — = o, 

• - dx  ' W , dz 

k «al  f l a « an»  3 » aÂ  «Éali.  %. 


rfz  ’ 


cos3  / 4-  cos3  m + cos3  a — I-, 

- o,  < • 

suffisent  pour  déterminer,  au  signe  près,  les  trois  quantités 
cos/,  cos  m,  cos  n,  ou  pour  fixer  la  position  du  plan' 
osculateur  à la  section  normale  dont  le  rayon  de  courbuCé 
est  un  maximum  ou  un  minimum. 

197.  Supposons  maintenant  qu’ayant  mené  par  le  poirft 
(x , y,  z)  une  section  normale  quelconque , on  considère 
sur  cette  section  un  second  point  dont  les  coordonnées 
y soient  x -f-  A.r,y  Ay,  2 4-  As,  menons  par  ce  second 
point,  ainsi  que  par  le  point  (x„y,  z ) , deux  normales  à la 
surface,  et  par  l'uue  dq  ces, normales  faisons,  passer  un 
plan  parallèle  à l’autre  "'SJ  I on  dé$ign<vpar  r n , « 

* • x,  . adti  **r 


S - 


m.- 


«1 
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angles  que  forme  avec  les  axes  une  perpendiculaire  à rb 
plan , on  aura  tout-à-la-fois 

% « 

t/  du  .du  du 

cos  / - — h cos  rn  -+-  cos  n — = o, 

dr  dy  qz  • •: 


dx 

du' 


, , (du  du\  .(du  du \ 

U+‘E^+,“r 


Ni 


cos) 


COS  l'  A • 


4 , (du  du\%  . • 

•• U + a5/^°*  *.V  v 

• • • ^ * • • * • 
• . ■ i ' • - ji  | 

• * > • » • 

du  du  v'  A * 

cosm  i-; — l-tosn  i.-f-  — oa  7 . 7» 


V • 


* ' cos  /'  -f-  cos /fc  ' rf. 

dx 


+ 

♦ 


et  l’on  eu  conclura 
du 

— -H  cosot-  a 

ax  rfy  rfs  «■*  /i  _ 

* Si  les  deux  normales  deviennent  infiniment  jfoisipes,  ' ; *J( 

cette  dernière  équation  deviendra  ^ q 

% . . , tf . * *•  4 ; 

Par  conséquent  pour  tdut  pljn  p^rall^Je  à la  normale  me-  _ f.%  • 

née  par  le  goi^it  ( x , j , z)  et  à une  normale  inliuin^ent  * v 

voisin# menée  par  un  second  pbint  de  la  courbe  que  l’on  ' 

consÿère,  les  angle/ ih n'  seront  déterminés  par  les  1 • 

deux  équation?  v > • *,'  * 

S fc  , i **  V.  # * - ■ 

jst  * „ iftdie  , 

cos  l -, — (-  cos  m'  — -f-  cos«  o, 

$ dx  « ► djr  dzt 


,r  , du  , , du  , , rf« 

cos  / rf.-= — (-  cos  m d.—  Af-  cos  n d.-~  = o . 
* OX  dy  - 1 dz 


* .Quand  la  section  normale  que  l'on  considère  est  une 
section  de  plus  grande  ou  de  nfoindre  courbure,  on  a, 
^ comme  nous  venons  de  le  Voir;  en  désignant  par  /,  m,  n 
les  angles  que  la  perpendiculaire  au  plan  osculateur  ou  au 
at  plan  de  cette  courbe  fait  avcoles  axes, 

1 * • du  du  du 

I r . COS^x  + COSOT--+.COS))~to, 


■« 

# . 


\ 


“'"J: 

■*  •*  mx . 


K.  • ■ Jfr- 

m.* 


COSOT 

(A1  £»’ 

'.r>  « 


rly 

' du  du 

d.  J-  -Hjrosw  = t». 


■N*  » 
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SX- 
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et  par  suite 

rl+s>>  — (?-4-K)Q  — °»  &-*-**— •(’»  + îÇ)Q=:t>> 
ou,  mettait  pour  Ç sa  valeur  p%  -f-  (/ri, 

['•-(/+  i)Q]f  + (,_/’ï<2),  = 0’ 

. (« — pqQ.)  î -+-[* -1 -(<7l  -4-  1 )Q]  ” = 0 » 

[r-ri(p* -H  , ) Q]  [f— (îJ+  ' ) Q]  — = °> 

*•+•  1 H (p*+  1 ) *-(?’+ 1 ) rl  Q +rf~  **—  °- 


On  trouvera  encore 


v/^>+7>+ , ’ 

_ Pl  + 1*  _ 


'w~pqQ~  (/>’  ■+■  OQ— ' r ps—qr-'r' 7Q  ps  — qr-h çQ 

• 3 

= l/(»— PîQ)*,+  l(/>*+  1 jQ  — r]1  ■+•(/»  — ^r  + îQ)' 

* **  ' ' pTy/p^jT-, 

. 1 ) -s — pqrf  -4-  (p1  + q1-h  «)[(p’+  OQ  — rl* 

On  tirera  enfin  des  formules  qui  précèdent 

* 

co  s « _ CO  S g _ co  s y 

T—pq<±  ~ (p*+i)Q—r~  ps  — qr  + g(^. 



. ~“"V/[(7,+  i>— t) [(/»'-+•  OQ  — '']’' 

L’équation 

+ 1) Q*—  i)f~  W+(î,+  l)r]Q+rf-î’ 

= AQ1  BQ  -H  C = o 

donnera  évidemment  deux  valeurs  réelles  de  Q.  On  aura 
en  effet 

B1  — 4 At={(p*  + i)‘  — W + O'}1—  4(f’+î’  + i)(r«  — S') 

{ (^.4.i)[{p*4-i)«-(9*+0c1+V?[Wr_-(^+‘W  }»+4(/',+9,-H)  IWf-fr’+l)*ll 

— (/>’  + ')’ 

t 

195.  Quand  on  Connaîtra  les  deux  valeurs  Q'  et  Q"de 
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a 

Q,  on  déterminera  facilement  et  les  deux  rayons  de  cour- 
bure principaux , et  les  directions  des  tangentes  menées 
parle  point  (.r,  y ; z)  aux  sections  principales. 

Comme  le  produit  Q Q de  ces  deux  racines  est  égal  à 
rt  — s’,  elles  seront  de  même  signe  si  l’on  a rt~s‘,'^>  o, 
'et  les  deux  rayons  de  courbure  dirigés  dans  le  même  sens  r 
seront  les  valeurs  maximum  et  minimum  du  rayon  de'* 
courbure  p.  Si  l’on  avait  rt — j’<o,  les  deux  racines 
de  l’équation,  seraient  des  quantités  de  signes  contraires, 
et  les  rayons  de  courbure  dirigés  en  sens  contraire  repré- 
senteraient deux  valeurs  minima  de  p.  Si  l’on  avait 
rt  — s1  =0,  l’une  des  racines  s’évanouirait,  et  la  valeur 
maximum  de  p deviendrait  infinie  : donc  alors  une  des  • 
sections  principales  aurait  une  courbure  nulle.  Il  est  aisé 
de  s’assurer  que  cette  circonstance  a lieu  en  chaque  point 
d’une  surface  développable  : par  conséquent  les  valeurs 
de  r,  t,s,  tirées  de  l’équation  d’une  semblable  surfgce , 
vérifient  la  formule  rt  — $’.=  o,  quelles  que  soient  les  va- 
leurs attribuées  aux  coordonnées  x,_y,js. 

Les  deux  valeurs  Q'  et  Q"  deviennent  égales  dans  le 
cas  où  B!  — 4 AC  = o,  ce  qui  ne  peut  arriver  sans  que 
les  deux  carrés  dont  se  compose  cette  différence  soient 
séparément  nuis,  ou  sans  que  l’on  ait  à la  fois 

pqr  — (/>’  -+-  l)ip:0,  ( p * -+-  I )t  — (7’-+-  l)r  = o, 

ou,  ce  qui  revienPau  même, 


p1  -4- 1 pq  7’  -P  1 / 

• i 

Or  dans  cette  supposition  , l’équation  qui  donne  Q,  c’est- 
à-dire  » 


[r  — (t>2  + 0Q1U  — (?’ + ’ > Q J — {*  — P'/QY  = 

9.4. 


m m 


K « • 
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f,Qr)  (t  — ftQt)  — (»  — *Q*)’  — ® » 
«■  (\  _ *Qj»(rf  — *>)  = o, 


(l’oif  i’on.  tire , en  remarquant  que  dans  le  cas  dont  il  s’a- 
git rt  — s®  n’est  pas  nul, 

* ' t r _s_ t t 

« . ~>*-H  _ M~ *?’+'  . 

Donc  alors  la  valeur  de  Q,  et  par  conséquent  celle  de  p, 
est  indépendante  des  angles , a , 6 , 7 , ou  des  coordonnées 

$ » K’  * 

Et  en  effet,  l’équation  * . 

- = ~ cos1*  -h  - sin’a  * • • , 

P ■ h p»  . 


se  réduit , à cause  de  p,  = p,*.,  à 


1 , 1 

: - (cOS1*  -t-  Sin  ,a)  — -. 

b ■ p' 


k 

* 


On  trouvex'ait  aussi  que  dans  ce  cas  les  valeurs  des  coor- 
données | ,*  « , £ , ou  des  angles  a,  6,  7 qui  correspondent, 
aux  rayons  de  courbure -principaux,  son^  indéterminées. 

• Les  points  de  la  surface  pour  lesquels  toutes  les  sections 
normales  ont  la  même  courbure  s’appellent  des  ombilics. 

Pour  que  les  rayons  de  courbure  principaux  soient 
é°uux  et  dirigés  en  sens  contraires , fl  est  nécessaire  que^ 
dans  l’équation  A Q\+  BQ  + C ==o  le  coefficient  de  Q 
s’évanouisse,  etque  l’on  ait  en  conséquence 


(p*  + 0*  — w ■+•  (9 1 + 0 r — o- 


V 


Remarque.  On  démontrerait  plus  simplement  la  réalité 
a des  racines  Q'  et  Q",  en  supposant,  ce  qui  est  toujours 
permis , que  l’on  a pris  pour  plan  xy  un  olan  parallèle  au 
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plan  tangent  ipené^rar  jta  point  (x  ,,y,  z).  On  aurait  en 
efl’et,  dans  cette  supposiliôn  , **  „ 

P — o,  y ==  o; 

» / • * . . * t ' 

l’équation  qui  donne  Q deviendrait  , , 

(r  — Q)(t  — Q)  — .t1  =o, 

d’où  , • ■ v' 

* Q1  — ( t -t-  r)  Q rt-  rt — f'rro, 

_ f+r-,  //f-+-rV  t-\~  r /ft—rÿ 

Q=—îfcv(—)-''+',=—=cv(— . 

la  quantité  sous  le  radical  est  csscntiellelftfent  positiVc , 
donc  , etc.  t 

194.  Considérons  toujours  une  surface  courbe  repré- 
, sentée  par  l’équation  u s=  o,  et  sur  cette  surface  uge  ^ 
courbe  quelconque  passant  par  le  point  (x,y,  z).*vÿ  l'on*  i , 
‘ nomme  s l’arc  de  cette  courbe  pris  pour  variable  indù-t 
k pendante,  et  P son  refÿon  de  courbure?  correspondant  au 
-.point  (x,j^  a),  Jes  cosinus  des  anjgles  formés  par  ce  rayon  - 

avec  Jes  demi-axes  des  coordonnées  positives, «fscfonl  . 1 
(r£!6G)  4 


d1*  d*r 

0 0.  Prf?*  p7£ 


t 

dxz 


t 


V de  plus  qA  min'é'la  normale  à ÎI  surface  oh  ce  uièlnrf^ 

. V point,  efji  Tondait,  pom?abiéger,  ;i  "*f  ,V  , n* 

- * ' “ ' >- 


S .A  les  cosinus  des  angles  < 


les  cosintis  des  angles 
l ’ ’ dcini-tbt  es  des  coordoitt 


w 


»,t'4 


ment 


EL#  - 1r  ^mr  ' 

;&  compris  entrq  la  îiormalt'.et  lès 
nméf^jmrjît^e^fe  seront  respective- 

. rîlA  . À.  . J 


■7ÆFM  % ï* 

•;  t mr  ^ . -, 

.*  K ’fir  •„ 

™ *,  -• 

Ü«  V ! , 
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de  courbure,  on  aura 

% • 

du  , du  du  , 

— dix  -f-  ~r  d'y  4-  -r-  d2z 
V dx  dr  dz 

. COS(f  =—  -, : . 

' * R ds 2 

■ * ^ 

D'ailleurs  en  diflerentiant  deux  fois  de  suite  l’équation 
u = o , et  désignant  par  a , 6,  y , les  angles  que  forme  la 
tangentd  prolongée  dans  un  sens  ou  dans  un  autre  avec 
les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  on  - en  tirera, 
comme  nous  l’avons  déjà  vii,  • 


X*. 


du  , du  , du  , „ . 

, ds#*  + ***  +dzd'Z=~  <***' 


* la  valeur  de  Q étant  déterminée  par  l’équation 


• - C 

I 


_ d*u 
i2o  -Ç-  —r—  cos’y 
dz2 


d2  m » dïu 

■ — 5-  cos  ’<*  -+•  — — cos  ’« 
dy2 

. d2u . -,  d2u 

î.  — — P COSfe  COSy  2 -fej- COSy  co|«  2 ^ cos«  cos», 


d2u 


dydz 


t 


et  l’on  aura^iar  conséquent 


dxdy 

' 4 

À • * 


p. 

cosJ'  = — Q, 


p R Q 


Des  trois  quantités  R , (,)  ctd,  la  première  R dépeyji  mai-  , * *’ 
quement  de* la  positiou  du  point  (ar, X»  z)  sv% surface^  . 
la  seconde  Q dépend  à la  fc«s  et  de  cette  position , et  de  * * 

ladiredtion-âcla  tangente  à la  courbe  tracée  sur  la  surface;  • j 


•eprés<>^  toujoursj’un  des  angles  formés  par  le  plan  os-^  jcy  •-  , 
lateur  de  la  courbe  avec  le  plan  tangent,  ou,  cc-gui  re-  * 

nt  an  mftne»  par  là  normale  principale  dç  la  courbe, 

,_c  là  nonnale'à la  surface.  Cfela  posé,  il  <4lclai{.quefi 

orrdopne  ay^c  le  point  (.r,  y.  z ) , la  tangente  à la  cotirbe.  

et  le  plan  osculaleur,  ces  quantités  Q et  R seront  connues. 


dyjfc  poûç^L jdono  détempiner  l^rçfodEJp* 


■ dç  ! étj^voi.  f = — : ô Spscî‘  I)‘\I,,US’  Â 

. *»  ‘ » V f 

. „ et* 
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comme  les  quantités  r et  R sont  essentiellement  positives, 
tos  5 et  Q devront  Être  de  signes  contraires  ; et  comme  . 
on  connaît  le  signe  de  Q,  on  pourra  dans  tous  les  cas  dé- 
terminer le  signe  de  cosd,  et,  par  cdhséquqnt,  le  sens  1 

dans  lequel  on  devra  porter  le  rayon  de  courbure  P sur 
la  normale  principale  de  la  courbe  proposée.  < 

195.  Si  l’on  voulait  avoir  le  rayon  de  courbure* jo  de 
la  section  normale,  il  faudrait  faire  coïncider  le  plan  os-  . . 

eulateur  de  la  courbe  avec  un  plan  normal,  eu  posant 

R 

eos d = ± i . On  trouverait  ainsi  p = qr , valeur  qui  . ’ ' 

* Q 
s’accorde  avec  celle  que  nous  avons  obtenue  plus  lTaut  ;£?f  ' / 

en  substituant,  au  lieu  de sa  valiur  ± p,  Sh  dura 

” a * v*  « V 

P = ± p cos  à.  On  conclut  facila|u<Sit  descelle  dernière-  K 

équation  le  théorème  suivant  ‘ a • V A 

Concevons  qu’une  courbe  quelconque?  éjftnt  fracée  sur 

une  surface,  on  mène  par  la  tangente  à cette  courbe  en  un 

point  donné  y,  z),  un  plan  nonâal  à la  surface;  le  » 

rayon  de  courbure  de  la  courbe  sera  le  produisit  rayon 

de  Courbure  de  la  section  faite  par  le  plan  format  patfle 

cosinus  de  l’angle  aigu  compris  enlijg  ce  même  pj^p  et  le 

plan  oscillateur  de  la  courbe.  * t • **  ^ 

Ce  théorème  remarquable,  dû  à Meunier,  peut,  en  nd 

considérant  que  des  sections  planes,  s’énoncer  aussi  connue 

il  suit:  le  rayon  de  courbure  d’une  ‘section  oblique  est  la  • 

projection  sur  le  plan  de  celte  courberdu  rayon  ne  Ta  sec- 


* 


lion  normale  qui  passe  pat-  la  meme  tangente.  En  imagi- 
nant une  sphère  décrite  de  l’oxli  énïité  du  rayon  de  cour- 


bure de  la  section  normale  prise  pour  centre,  ql  avec  çé 
X même  rayoïi,  on  pourrai I,  dire  encore  que  tout  plan  con- 

ÎL  X ****  — 1-  1.* 

V. 


* f 

*:«8?  * 
V 


duit  par  la  tangenlcfcoupera  celte  sphère  suivant  un  cercle 
qui  sera  le  cercle  oscillateur  de  la  section  faite  dans  la 
surface  par  ce  même  plan.  ^ ^ * 


\ £ 

& Va 

m 


% 

y 

-Æ* 


a Æ* 

v 


X« 


* 
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Qn  peut  aisément  vérifier  le  théorème  qui  précède  dans 
plusieurs  cas  particuliers.  Ainsi,  paf  exemple,  si  par  un- 
point  donné  sur  une  sphère,  on  fait  passer  un  grand  cercle 
et  un  petit  cercle  qui  aient  en  ce  point  la  même  tangente, 
on  reconnaîtra  sans  peine  que  le  rayon  du  petit  cercle  est 
, équivalent  au  ray^i  de  la  sphère  multiplié  par  le  cosinus 
de  liinglc  aigu  compris  entre  les  plans  des  deux  cercles. 

Supposons, encore  que  la  surface  courbe  est  la  surface 
de  révolution  éngendrée  par  la  rotation  autour  de  l’axe 
des  x de  la  courbe  y = f(x),  et  que  l’on  demande  le  rayon 
de  courbure  V de  la  section  faite  dans  la  surface  par  un 
- plati  normal  à la  courbe  génératrice , et  passant  par  le 
point  ( [x,y , z).  L’angle  aigu  compris  entre  ce  plan  et  un 
second  plan  perpendiculgire  à l’axe,  des  x,  sera  évidem- 
. ment  égal  à l’jpclinaisAh  r de  la  courbe  génératrice  par 
rapport  îm  mêmc  axe.  Cajfsecond  plan  coupera  la  surface 
de  révolution  suivaftt  un  cercle  dont  le  rayon  F est  égal  au 
signe  près  à l’ordonnée  f(x ) de  la  courbe  génératrice.  On 
aura  donc/ eh  appelant  toujours  p le  rayon  de  courbure 
de  la  section  normale,  et  parce  que 

. i ""  ? 

K f f 4 

COS  T = — : — .-r  - p COS  T — P — ±f(x)  , 

P = ± !+[/'(*)]*• 

Les  équations  qui  précèdent  se  simplifient  considéra- 
blement. dans  le  cas  oft  l’équation  de  la  surface  u =0,0  est 
de  la  forme  .z  — f(%-,  y)  = o ; on  trouve  en  effet  alors 


■ 


: * 


R ss  p*  -t-  7*  -+-  i , 

Q = rcos'a  -t-  2acos<*cos£  -f-  tcos1 


MT 


■f- 


cos 

p 


rcos*«  -H  2s cos« cos?  + / cos*£ 


'■# 


Tl 


r 


r 


-+-  7*  +-  1 


V V* 


4 

■» 


%■ 


•f 

K 
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Nouvelles  propriétés  des  sections  principales.  — Lignes 
surfaces. — Centres  de  courbure. — Surface  lieu  des  ccntri 


de  courbure  des 
res  de  courbure. 


196.  Si  dans  les  équations  (a)  (n°189)  on  met  à la  place 
de  £,  n,  £,  leurs  valeurs  tirées  des  équations 

y 4 ± dx  JL  » i-dy  y 1 i-dz 

cosa  = f 1 — , cos»=p*-p,  Ç = p’cosy  = p»  — , 

, as  ' as  f as 


on  trouvera , en 

posant 

T _ 

T' 

j 

9 

t y • 

% 

* j 

( (d*x 

âx 

d'n 

d'u  dz 

du  w 

■1 

V ds  + dxdy  ds  ,"H' 

— T' 

dxdz  ds 

(*)  < 

* d'u-  dx 

(d'n 

, + * y 

\ 

d'u  dz 

, du 

V Jxdy'cts 

\dj: 

f— Q 

■H 

)*\+ 

Tr\ 

- *1 

| d'u  dx 

l dxdz  ds 
j 

d'u 
1 dydz 

t (d'u 
\dz' 

*#r 

du 

T* 
dz  * 

\ \ dxdz>  ds  dydz  d$^>  \dz ' ^ dz  '*  * ^ y 

A ; » s 

^ " Appelons  /,  I»,  n les  angles  que  fait  avec  les  axes  la  pet-  r-  • ' 

s ^ pendiculairc  au  plan  oscillateur  de  la  section  normale,  .>  * \ 

cette  ligne  Sera  nécessairement  perpendiculaire  à la  tan-  * 

gentc  h la  section  normale  et  à la  normale  à la  surface , 

’ • " ‘«Vv 
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Cela  posé,  si  après  avoir  multiplié  rcspectivomept  les 
équations  (i)  par  cos  /,  cos  m , cos  n,  on  les  ajoute  , Q cl 
*T'  disparaîtront,  et  l’on  trouvera 

. "T 

,(d2u  f/’it  d2u  \ 

• \àx 1 dxdy  • dxdz  ) 

1 / d2u  <J2u  d2u  \ 

^ + dr+  W‘  ) 


/ d2u 

™ " [d^dz 


d2u 

dx  H dr 

dydz  3 


d*u 

dz1 


équation  que  l’on  peut  écrire  sous  la  forme  très  simple 

t 

i du  du  du 

; + cos  / d.^*  -f-  cos  /72  </.—  -f-  cos  n d.—  — o y 
* , dx  dy  dz 


n < 


.puisque  l’on  a identiquement 

' . d2u  d'u4 

* 2_Z.  dh  -4-  — — c/r  -, 

dk 2 dxdy  3 dxdz 


d2u  * < du'  * 

dz  ■=  d.-.-,  . . . .etc. * 
♦.  dx  % 


Les*  trois  éqü^iolfe  * 
* * • . 


diH  c//< 

cos id.  — -f-  cos md.,— 
dx  , dy 


i ♦ 


* v 


* * w 

•»  k 


, du 


du 


, du 
cos  nd‘.—~, 
» dz 
du 


i-COS/^  *V  CO*nd-Z=°’ 


cos’  / + cos’  m -+-  cos 2 n — f.,  v , • ” 

sullisent  pour  déterminer,  au  signe  près,  les  trois  quantités 
cos/,  cos  n/,  cos  «,  ou  pour  fixer  la  position  du  plan* 


isculateur  à la  section  normale  dont  le  rayon  de  courbure  ^ 
est  un  maximum  ou  un  minimum. 

197.  Supposons  maintenant  qu’ayant  mené  par  le  poirft 
’■  (x  » y > z)  un<!  jection  normale  quelconque  , on  considère  n ? 

sur  cette  section  un  second  point  dont  les  coordonnées 
> soient  x + Ax}jr-+  Aj,  z 4:  As,  menons  par  ce  secqpd 

V/  point,  ainsi  que  par  le  point  z) , deux  normales  à la  £ 

surface,  cl  pat  l'upeidc  ces  normales  faisons  .passer  m 
plan  parallèle  à l’autre.  Si  l'on  désigne  pai  / in  n les# 

jjÆÿLM Iri  **  fi 


'•ÿ 


- & 


. r 
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angles  que  forme  avec  les  axes  une  perpendiculaire  à et 
plan , on  aura  tout-à-la-fois 


cos  /' 


du 


dx 


COS/71 


, du 


dr 

, (du 


, du 

■COS/I  — = O, 


cos/'  -+-  a -f-cos/«'(  ^ + a 


du  v 


\djr 

* , (du  du\%  *;  . - 

+ “”  (.*+4*J*=0’ 

3 


cos  /'  A — -+-  cos  m1  A -+-  Cos  /»'  ~ 0.1  ^ 


du 

'dz 


'*•'  é 


* ’ * 


* 

« 


et  l’on  ea  conclura 

du  , du 

— (-  cos  m \ — 

dx  dy 

' Si  les  deux  normales  devienne?!?,  infiniment  foisipes-, 
cette  dernière  équation  deviendra  * *'-  ' * 

cos  /'  cos/fc'  d.*-^  -+-  cosn'  d(^-  =d^o.  '*  * y 

% "*  »>  ‘ 1 
Par  conséquent  pou?  tdut  pl|n  p^jrall^Je  à la  noriftale  me-  ^ ‘ ' . t 

néç  par  le  gpi^it  (x,  z)  et  à uné  normale  infini  n^nt  ' p *jt  '*t“  ^ 
voisinAmenée  par  un  second  pïiint  de  la  courbe  qqc  l’on  •****’<  / \ w 

* considère,  les  angled’/',  ih\  ri  seront  déterminés  par  les  ^ 1 
deux  émiatinns  • J>  ri  ■ * * *.r-‘  * 


•ji 


♦ht 


deux  équations 

v / *///  -du  .du  , 

cos  / — — h cos  /n  — -f-  cos n o, 

rz^r  aj  a3  4 

J , </«  , , du  , rf« 

cos  -t-cos/zi'a.y-  -+-  cos«  a^-  = o. 


jsTiV 


Quand  la  section  normale  que  l’on  considère  esi  une 
section  de  plus  grande  ou  de  nfoindre  courbure,  on  a, 
comme  nous  venons  de  le  t'oie,  en  désignant  par  /,  m,  n 
les  angk»  que  la  perpendiculaire  au  ^plan.  osculateur  ou  au 
plan  de  cette  courbe  lait  avec  les  axes, 


M*»V  ï 


:**■  ■ 

■ 

iT"  JT'* 


* -T 


du  du 

coS  tu  ■- — t-  cos  n ---  rr  o , 

dy  dz 


I *■■•  t • i rf«  , rftt 

.>  ,o»S ///.-•  cos/zm/.—  - cos  n //.^  = 


= n. 


4 


a»/ 


•'•‘■‘TW. 
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On  aura  donc 


cos/' 


cos  / 


cosro 


cosn 
cos  n 


*»• 

-v 


cl  par  conséquent  4c  plan  normal  qui  renferme  une  sec- 
tion* âe  plus  grande  oji  de  moindre  cqurbure  au  point 
(x\  y y z)  renferme  en  même  temps  la  normale  à la  sur- 
> •*  f%ce  menée  par  un  second  point  de  la  section  infiniment 
' * vojsin  du  premier.  « 

».  j 198.  On  appelle  ligne  de  courbure  d’une  surface 
^ co  q/be,  toute  ligne  qui , étant  tracée  sur  cette  surface , 
est  tangente  ^n  Ce  poU|l  à une  section  normale  de  plus  » 
, ■ grande  ofi  de  moindre  courbure.  D’après  celte  définition, 

. % des  valeurs  des  différentielles  dx , dy,  dz  , ou  plutôt  des 

rapports^,  qprresponilant  aux  lignes'de  courbure, 

i ^ 1 ^ ^ 

doivent  être  celles  qiii  répondent  atfx  sections  normales 
de  plus  grande  et  de  moindre  courbure;  et,  puisque  ces 
valeurs  se  déduisent  des  deux  équations  t 


T * à 


'Jt 


d».  „ du  j du  . 

co iu.  ÿ 
dx 


, dn  du 

+ COS md.  — 4-  cos nd.  — =o, 


il  est  clair  que  ces  deux  équations  sont  précisément  les 
équations  différentielles  des  deux  systèmes  de  ligues 
courbure.  La  dernière  de  cès  équations  peut , comme  oie» 
l’a  vu,  se  mettre  sous  la  forme 


cos 


/ dlu  dx  d*u  dyl  dits  dz  \ \ 
\dx*  lis  ’ dxdy  ds  1 dxdz  ds  ) J 

dz\[ 


dxdy  ds 
/ d1u  dx  d'u  dy 
’ ' °i'm  \ dxdy  ds  ' dy*  ds 

4 -cos  n ‘( 


«*«  dx  dJu  dy 
v dxdz  ds  1 dytù&^ds 

»*  -g--  '-Â  — X-*'% 

i,ï 


> i»  ; V ' - 


' 4v* 
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D’ailleurs , des  formules 


38i 


dx  dy 

cos/ — -4-  coswi 
ds  ds 

■ du  du 

cos/— H-  cos  ni  — 
dz  dy 


dz 

-4-  cos  n — ■=.  o 


cos  n 


ds 

du 

dx 


ou  tire 


cos  / 


cosm 


cos/i 


du  dz  du  dy  du  dx  du  dz  du  dy  du  dx 

dy  ds  dz  ds  dz  ds  dx  ds  dx  ds  dy  ds 

Si  dans  Téqualion  (2)  on  remplace  les  trois  cosinus 

. . . . ,,  du  dz  du  dy 

par  les  quantités  proportionnelles  — — — — — , etc., on 

obtiendra  une  équation  du  second  degré  entre  les  rapports 

— , et  en  éliminant  un  de  ces  rapports  à l’aide  de 
dx  dx  11 

l’équation 


du 

dx 


du  dy 
dydx 


du  dz 
dz  dx 


qui  est  du  premier  degré  seulement,  on  aura,  pour  déter- 
miner l’autre,  une  nouvelle  équation  du  second  degré, 
qui  est  ce  qu’on  appelle  plus  proprement  1’équatîon  diffé- 
rentielle des  lignes  de  courbure. 

. Si  dans  l’équation  de  la  surface  les  variables  étaient 
séparées,  on  aurait 


d*u 


= o, 


d*u 

dzdx 


.=  o, 


d1u 


dydz  ’ dzdx'  ~ ’ dxdy 

et  les  équations  différentielles  des  lignes  de  courbure  se 
réduiraient  à 


du  , du-  *du  , 

~ “X0+-  — dy  +T*  = o, 
dx  dy  dz  • 


(3) 


du 

ttx 


d1u 

dy 


u d*u\  r du  ( d*u  d‘u\ 

• - jF  ) **  + ITy  (üF  - ^ j ** 

du  f d’u  d*u\ 

+ dz^-dr)^^0- 
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Ainsi,  par  exemple,  les  lignes  de  courbure  d’une  ellip- 
soïde rapporté  à son  centre  et  à scs  axes  se  trouveront 
déterminées  par  le  système  des  deux  équations  différen- 
tielles . 


— c*)  dydz  -+- 


zdz 

^7-=°. 

f,  (c’  — a')dxdz 


fl*  — è 1 ) dx  dy 


o. 


La  première  de  ces  deux  équations  différentielles  peut 

être  remplacée  par  l’équation  même  de  l’ellipsoïde. 

Pour  une  surface  de  révolution  on  aurait  (n°  191) 

* 

du  du  * d*u  d'u 

dy  ^ ’ dz  1 ' dy'1  dz*  ' ’ 

et,  far  suite,  l’équation  (3)  se  réduirait  à 

(«  — ~ zdy)  = °* 

et  l’on  en  conclura  que  les  lignes  de  courbure  ne  sont  autre 
chose  que  les  sections  planes  faites  par  des  plans  perpen- 
diculaires à l’axe , ou  par  des  plans  passant  par  l’axe. 

Puisqu’à  chaque  point  d’une  surface  donnée  il  existe 
en  .général  deux  sections  normales  de  plus  grande  ou 
de  moindre  courbure,  à chacun  des  points  de  cette  sur- 
face correspondront  aussi  deux  lignes  de  courbure  qui, 
comme  les  sections  principales,  se  couperont  nécessaire- 
ment à angle  droit. 

u . -À 

Considérons,  en  particulier,  le  cas  où  l’équation  de  la 
surface  se  présente  sous  la  forme 

U = Z — , y)  — O. 

Pour  obtenir  la  direction  des  lignés  de  courbure , qui 
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coïncide  avoc  celle  des  sections  principales  , il  suffira  dans 
l’équation 

(/>’-+-  q 1 -4- 1 ) Q — [(  /»’  -+- 1 ) t — vpqs  — (q*  4- 1 ) /■]  Q -t-  rt  — s * = o, 
de  substituer  pour  Q sa  valeur  tirée  des  équations 

cosa  cosC  cos  y 

s—pqQ  ~ (P1  :+■  ')Q  — r Ps — 7r-*“7Q’ 
et  exprimée  au  moyen  de  l’un  des  rapports 

cos  S dy  COS  y dz 

cos  a dx'  cos  a dz' 


du  premier,  par  exemple  ; on  trouvera  de  cette  manière 

-0*— /rç'l  + Jtfa1-»-  l)r  — (p*  -+-  ')*] 

— [(p'+l)s—pqr]=zO. 

On  prouvera  très  facilement  que  les  deux  racines  de  cette 
équation  sont  toujours  réelles  en  supposant,  ce  qui  est  tou- 
jours permis , que  le  plan  xy  est  parallèle  au  plan  tangent  ; 
on  aura  en  effet , dans  cette  hypothèse , 


P = o,  9 = 0, 


et  l’équation  qui  précède  deviendra 

dy*  dy  dy* 

- s+^(r-t)-s=o,  ou  — 


ds* 


on  en  tire 


dy 

dz 


± — {/‘(r  — t)*  -+-  fa*  : 

2 S 2# 


ces  deux  valeurs  sont  évidemment  toujours  réelles  -,  en  les 
désignant  par  tangr,  tangr',  on  a de  plus 

tangr  tangr  = — i , 
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ce  qui  montre  bien  que  les  (leux  lignes  de  courbure  sont 
perpendiculaires  l’une  à l’autre. 

Lorsque  le  point  (x,y,  z),  pris  sur  la  surface,  est  ce 
que  nous  avons  appelé  un  ombilic,  on  a (n°  193) 

(?’  + 0*  — Pqt  = O,  (p*  -t-  l)f  — pqr  = o, 
et  par  suite 

(<?’  -+-  i)r  — ( p*  -4-  i)l  = o. 

L’équation  qui  donne  la  direction  des  lignes  de  courbure 
devient  identique,  ou  prend  la  forme  o = o,  ce  qui  an- 
nonce que  d’un  ombilic  il  part  une  infinité  de  lignes  de 
courbure  ; nous  avons  vu  en  effet  que  dans  ce  cas  toutes  les 
sections  normales  sont  des  sections  principales  ou  des  sec- 
tions de  plus  grande  ou  de  moindre  courbure. 

199.  Les  lignes  de  courbure  sont,  en  vertu  même  de 
leur  définition,  tangentes  en  chacun  de  leurs  points  à une 
section  normale  de  plus  grande  ou  de  moindre  courbure. 
De  plus,  le  plan  normal  qui  renferme  une  section  de 
plus  grande  ou  de  moindre  courbure  au  point  (x,  y,  z), 
et  par  suite  la  tangente  à la  ligne  de  courbure  en  ce 
point,  renferme  en  même  temps  la  normale  à la  sur- 
face menée  par  un  second  point  de  la  section  infini- 
ment voisin  du  premier.  En  partant  de  cette  double  pro- 
priété, on  serait  tenté  de  définir  avec*  Monge  les  lignes 
de  courbure  des  lignes  qui  renferment  la  suite  des  points 
d’une  surface  pour  lesquels  les  normales  infiniment  voi- 
sines se  rencontrent  successivement  5 mais  cettesdéfinition 
est  réellement  défectueuse,  parce  que  de  fait  deux!  nor- 
males ne  se  rencontrent  pas , quelque  voisines  qu’on  les 
suppose.  Ce  qui  est  vrai , c’est  que  le  rapprochement  des 
normales  correspondantes  à deux  points  très  voisins  pris 
sur  une  ligne  de  courbure,  est  plus  intime  que  dans  toute 
autre  direction  ; comparée  au  petit  arc  qui  sépare  ces  deux 
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normales  sur  la  surface , et  que  nous  supposerons  être  un 
inliniment  petit  du  premier  ordre , leur  plus  courte  dis- 
tance serait  un  infiniment  petit  du  second  ordre  * tan- 
dis qu’elle  est  en  général  du  premier  ordre  ou  de  mèmè 
ordre  qüe  l’arc.  En  partant  de  sa  définition , voici  com- 
ment le  célèbre  Monge  arrivait  à l’équation  des  lignes  de 
courbure  : . ‘ . 

Supposons , pour  plus  de  simplicité , que  l’équation  de 
la  surface  soit 

u — z—f(x,jr.)  = o, 

les  équations  de  la  normale  au  point  (.r,  y,  z)  seront 

{ — x+p(Ç  — *)  — o,  «i—  X + *)=Q, 

ou  ' 

P = O , W 7=L  o. 

Pour  passer  de  cette  première  normale  à une  seconde 
infiifimcnt  rapprochée,  il  faut  faire  croître  les  variables 
z de  leurs  différentielles ; mais  les  fonctions  e,  w 
croissent  aussi  alors  de  leurs  différentielles,  et  par  consé- 
quent les  équations  de  cette  Seconde  normale  seront 
* 

v -f- dv  ■=  o , iv  -f- div  — o. 

ou,  en  réduisant,  ‘ * 

• dv  z=o,  div  — o.  *■  v 

. . ; . S ' i.  •• 

Les  coordonnées  du  point  de  rencontre  de  ces  deux  nor- 
males seront  données  dès-lors  par  les  équations 

* 

J — •*  + />(£  — z)  = o,  a— j +7(Ç  — z)=o, 
dx + pdz  = (Ç  — z)  dp , dy  + qdz  = (Ç  — z)  dt] . 

Mais  le  nombre  de  ces  équations  surpasse  le  nombre  des 
inconnues,  et  par  conséquent  deux  normales  consécu- 
tives ne  se  rencontreront  pas  toujours  : cela  n’aura  lieu 
qu’autant  que  l’équation  de  condition  que  l’on  obtient  en 
éliminant  n,  Ç entre  les  équations  qui  précèdent  sera 
vérifiée.  On  parvient  facilement  à cette  équation  en  élimi- 
nant d’abord. f — z entre  les  deux  dernières  équations;  o» 
T.  i.  ‘ . a5  ’ ' 
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trouvé  aittsi 


w* 


3C  ; . „r 

^ ' ,-S^  ' *'\T  « 

si,  maintenant, ^j&gaito  égard  aux  relations  cormes 

*=J*#+Af 1 ' # = 


: 7ïir  ■ 


‘»  IF  .•■  .. 

V,f  t 

t»J  • • • : 

dq  -=â  <v£r  , 

. ... . > “ÿ- 

on  substitue  . pour  dz  , <7/;,  7/^,  leurs  Valeurs  , il  viendra 

• ‘ ffrj1  • a v v. 

rfr.  !..  . . ■ :T«A  > . ' , „ J v 

J-  [(?’  4vi  ) ^ Uî’rf-  t)r  — (/j?4-  l)f]* 


dx J 


-[(/’’+')  s— 


? , ■ ïü  î,-  , 

C’est  l’équation  ;1  laquelle  nous  sommes  déjà  parvenus 
par  une  autfc  méthode.  . *.'*$.'• 

Ko  ta.  Le  plan  osculateur  d’une  ligne  de  courbure  en  un 
point  donné  doit  être  soigneusement  distingué  du  pian 
normal  quittasse  par  la  tangente  à cette  ligne,  Déhiêpe, 
le  cercle  osculateur  d’une  ligne  de  courbure  doit  être  en 
général  distingué  du  cercle  osculateur  à la  section  «nor- 
male à laquelle  cette  ligne  de  courbure  est  tangente.  Il 
n’existé  en  effet,  en  général,  qu’un  contactdupremîepordrC 
entre  la  ligne  dg  courbure  et  la  section  principale  qui  ont 
seulement  une  mètae  tangente  correspondante  aux  mêmes 
"t/t  _ ^ dx  dy  dz'' 

valeurs  des  trois  quantités  — , — , tandis  que  les  dif- 

férentielles secon&ês  (Px,  d*y,  &%,  etc.,  dont  dépendent 
le  plan  osculateur  et  le  rayon  de  courbure , changeront 
ordinairement  de  valeur  dans  le  passage  d’vtne  de  tces 

courbes  à f autre.  . • 

.\  • •*# 
200.  Les  coordonnées  £ , 77 , £ du  centre , et  le  rajon  p 

du  cercle  oscillateur  ^ une  sfction  normale  passant  par  le 

point  ( x , y,  z),  vérifient,  commé  nous  l’avons  vu,  les 

équations 

*—  ?•_/<-  1 f . 

du  du  du  Q R ’ 

. dx  dy  dz 
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i et  si  la  section  normale  est  de  plus  l’une  des  deux  sec- 
tions de'  plus  grande  et  de  moindre  courbure,  Q devra 
satisfaire  à l’équation  (A),  page  364.  Le  centre  du  cercle 
oscillateur  dévient  alors  ce  qu’on  appelle  un  des  deux 
centres  de  courbure  de  la  surface  donnée  pour  le  point 
(x , y,  xJ.  Si  l’on  veut  obtenir  l’équatio%de  la  surface 
lieu  jde  tous  ces  centres  de. courbure,  il  suffira  évidem- 
‘ nient  d éliminer  les  variables  x,  y,  z et  Q entre  les  équa- 
tions * • >, 

* 

l,"  ■ 4 ■'  ad  ' 

U—  3C-~ll  1 ? ’ r * î _L  1 * 

( ° ’ du  Q * du  Q ’ du  Q ’ . 

>'  » dx  dr  dz  . ’ 

, 4,-  • . ,-v  . 

r et  l’équation  (A). 

Exèmple  : Supposons , pour  fixer  les  idées , que  l’é- 
quation u — o soit  celle  d’un  ellipsoïde  (Apporté  à son 
centre  et  à ses  axes , ou  que  l’on  ait 


2 Va 


x’  r*  z 

+ ÏT  + 5 -■)=> 


Les  équations  ehtre  lesquelles  devra  se  faire  l’élimination 
seront  . . 

“i'-îvH'  "‘(,-;)=è> 

JJ*  ^1  * 2*  v.._ 

On  peut  même  (n°  191)  «à  l'équation  de  la  surface  ou  de 
* l’ellipsoïde  substituer  la  suivante: 


b . 

Q . 


r‘  . z 

-7^  + 


- 

Q Q 


t. 


En  mettant  dans  ces  deux  dernières  équations  , à la  place 


v 20. 
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de  x , y,  z , leurs  valeurs  tirées  des  précédentes , ou 
trouve  ' 


a%?,* 


= o, 


(r-&  (*-■&  ■ 


aH' 


bU2 


. wn--*)’  (-0 

Il  ne  s’agira  plus  que  d’éliminer  Q,  ou  plutôt  — entre 

ces  deux  formules,  pour  obtenir  l’équation  définitive 
entre  £ , n , 

. e **  - . ■' 

En  substituant  au  contraire  aux  différences 


a 3 — 


leurs  valeurs 


on  aurait  trouvé 


• y 


aTS 

x 
I s3 


b>— JL,  c*  — 4- 


X ’ * 


« .r 


1 z° 


a*  ( c*  ( °’  a*  f +ô>  , .+  c>  Ç ~ 

Si  l’on  coupe  la  double  surface  lieu  des  centres  de  cour- 
bure de  l’ellipsoïde  par  les  trois  plans  coordonnés , on  ob- 
tiendra sur  chacun  de  ces  plans  deux  courbes  distinctes. 
Cherchons  en  particulier  les  courbes  d’intersection  de  la 
double  surface  dont  il  s’agit  avec  le  plan  xy  en  faisant 
Ç = o,  ce  qui  entraîne  nécessairement  z = o.  Pour  trou- 
ver ces  courbes  on  déterminera  d’abord  les  deux  valeurs 
de  Q que  fournit  l’équation 


■T* 


yx 


+ 


*■(*'■-£)  ‘■(‘■“é)  '•('■-q)  ’ 

quand  on  y suppose  z = o;  or  on  peut  alors  satisfaire  à 
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celte  équation , soit  en  prenant  c*  — ^ =?  o,  ce  qui  rend 

le  dernier  terme  du  premier  membre  indéterminé,  soit 
en  posant 

•J* • _ 


«■(«•-£)  **(*’-ç 


O. 


Dans  le  premier  cas  on  aura 
x a£ 


__  J _ *■» 

n a 1 — c1'  b b*  — c1'  . 

en  substituant  ces  valeurs  de  ^ dans  l’équation  de  l’el- 


lipsoïde, et  supprimant  le  terme  — , ou  a définitivement 
pour  première  courbe  d’intersection  l’ellipse 


a'V 

(a*— ,c*)»  (b*  — c*)*  ~ *'  , 

Pour  obtenir  la  seconde  il  faudra  combiner  entre  elles 
les  deux  équations 


j 


I x3  l /**_ 


{ *4  * ’ a1  i b1  * 

On  tirera  de  ces  dernières 

i^Y__a!  ••  (l Y—  

\a/  a1  — b * ’ \’è  / 6* — a1’ 

^ » , • 
ou,  en  faisant  pour  abréger 

— b1 k a*  — b* / *\* 

a -±À’~6— a * \A  / \ W ‘ 


jj*  y*  ^ 

En  substituant  ces  dernières  valeurs  de  —,  r-  dans  l’é- 
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quation  dp  l’ojppsoïde , puis  effaçant  Ite  terîne  —,  on  trou- 

i • » .•  . *■  * ,c  » i ^ 

vera  pour  l’éq$atitm  de  la  seconde  courbe  cherchée 


Qonc  cette  seconde  courbe  ne  sera , comme  .bn  devait 
s’y  attendre,  que  la  développée  de  l’ellipse  — -f-  — i. 

• f _ a ’ ® .s 

201 . Considérons  une  courbe  quelconque  tracée  sur  la 
surface  que  représente  l’équation  u=  o,  et  considérons  que 
par  là  tangente  à cette  courbe  au  point  ( x , y,  z)  on  fasse 
passer  une  section  normale,  le  rayon  p du  cercle  oscillateur 
à«çtte  sectjoivSiormale  correspondant  au  point  ( x , y,  z), 
et  les  coordonnées  £ , » , £ de  son  centre  vérifieront  les 
équations 


<•.  lC 

_ 2 _ £ — 1 
du  ~ du  Q 


-T* 


d’où  l’on  tire 


• „ i */«  i du 

(0x-ê=- 


„ i </«  . . » _ 

~QÆ’  '±=tÇ  R- 


Q et  R sont  d’ailleurs  (n° 186)  déterminés  par  les  équations 


.f 


du . du  du 

Q ds 2 fer  dx  d.  — — I ~ dy  d.~- — (-  dz  d , 
dx  , dz 


du 

dz 


Si  Fon  fait  varier  le  point  (x,  y,  z)  sur  la  courbe  donnée, 
le  point  (£,  » , £)  variera  en  même  temps  et  décrira  une 
seconde  courbe  correspondante  à la  première , et ^ont  on 
trouverait  les  équations  en  éliminant  y,  z entre  les 
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équations  (x)  ét  lequatiou  de  la  surface  u — o.ïîuui  par- 
venir à comxaître  quelques-unes  des  propriétés  dé  . cette 
seconde  courbe,  diffère» lions  les  équations  (i)  en  faisait t 
varier  à la  fois  toutes  les  quantité  qu  elles  renferment  : 

•/'  * 

V*  * 


nous  trouverons  ainsi 

;.v 


du  . du 


dx  -dk^-d.  — H- 


d. 


Q dx  (L r Q 

* * j 1 . du  du  i *•> 

dy~d*^  d.-+-.d.  - , « 

* * â du  du  i ' 

v,::-  •'“•±U''b4-rj  q 

Si , en  ayant  égard  à la  formule 

du  > du,  .du 

rfr  + _*  = „,  , , 

"j  * 

on  ajouttrles  trois  premières  de  ces  éqüa lions  respective- 
ment multipliées  par  dx,  dy , dz , on  trouvera 

\ , f 

rfx*  H-'»/1  -f-  rf*1  — ( rfr  zf?  -f-  d*  -J - dz  d£  ) 

,,  du  , du  , , du\ 

q v ;s+ ^ ^ + 


=i( 


et,  par  suite. 


^ dx  d£  -f-  dy  dti  -f-  dz  dÇ  — o. 


Si,  au  contraire,  on  ajoute  ces. équations  respectivement 
du  du  du  „ 

multipliées  par  — , —,  —,  on  trouvera 

‘ r dx  dy  dz  ^ | 

(du  „ du  , du  y\  i ( du * d«  du  , du  . du  , da\ 

^ A+  )=  q(s',-s+ ^+^''•5;  ) 


H 

i 


- u** 
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et  l’on  en  conclura 
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du  ..  du  , • du  _ 

d%  — dn  -f-  — </£  •=  .zp  Rr/p 


dx  ' ' dr  ' dz 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 


du  du  , - <sfa 


dp 


r y/dp+dv'+dt* 


\/di'  + d,'-{-dÇ' 


Enfin,  si  en  appelant  /,  m,  n les  angles  que  la  perpendi- 
culaire au  plan  de  la  section  normale  fait  avec  les  axes, 
et  en  ayant  égard  aux  équations 

cos  l dx  cos  m dy  -f-  cos  n dz  = o , 
du  du  du 

COS/  — + COS  172  — + COS/2  — = O , 
dx  dy  ' dz 

on  ajoute  de  nouveau  les  mêmes  équations  respectivement 
multfpliées  par  cos/,  cosm,  cos»,  on  trouvera 


cos  ld\-\-  cos  m dt>  -f-  cos  k 
du 


cos  ld. 


du 

dx  1 dy 

202.  Reprenons  les  trois  équations 


=-K 


du\ 


+ cos md.- — |-  cos nd.—  ). 

dz  } 


dx  d.%  -|-  dy  d»)  -f-  dz  dÇ  = o , 


du  i du  , du  ,y 

R v/rfS’-Mv’-MÇ1 

cqs/rfj  -f-  cos  ni  dy,  cos  ndÇ 

I ( , . du 

— — --  cos  l d.  — 

R \ dx 


dp 

\/d\'  -f-  d^-\-d^ 1 


.du  . du\ 

cos/w  fl.  — vf-  COS  H fl.  — 
</*/ 


la  première  exprime  que  les  tangentes  menées  à la  pre- 
mière et  à la  seconde  courbe  par  les  points  correspon- 
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dants  (x,  j,  z),  (£ , n,  £),  comprennent  toujours  un 
angle  droit;  la  seconde  fait  voir  que  le  cosinus  de  l’angle 
formé  par  la  tangente  à la  seconde  courbe  avec  la  nor- 
male à la  surface  est  équivalent , au  signe  près , au  rapport 
entre  la  différentielle  du  rayon  de  courbure  et  la  différen- 
tielle de  l’arc  de  la  seconde  courbe.  Enfin,  si  la  courbe  don- 
née coïncide  avec  une  ligne  de  courbure,  on  aura  (n°190) 

,,  du  , du  , du 

cos ld.— — 1-  cos md.-j-  cosnd.—  =o, 

v dx  dy  dz 

et  la  troisième  équation,  réduite  à 

cos ld.%  + cosmdt/  cos n dt,  — o, 

prouvera  que  la  tangente  à la  seconde  courbe  sera  com- 
prise dans  le  plan  normal  qui  renferme  la  tangente  à la 
première  ; et,  comme  d’ailleurs  ces  deux  tangentes  se  cou- 
pent à angle  droit,  on  conclura  que  la  tangente  à la  seconde 
courbe  coïncide  avec  la  normale  au  point  (x,jy,  z).  A 
raison  de  cette  coïncidence , le  cosinus  que  représente  le 
premier  membre  de  la  seconde  équation  se  trouvera  ré- 
duit à i ,-et  l’on  aura 

f/ rff’  -f-  rfij’  -f-  d£ 3 = do-  = ± dp , 

<7  étant  l’arc  de  seconde  courbe;  il  suit  de  cette  dernière 
équation  que,  dans  le  cas  où  la  première  courbe  est  une 
ligne  de  courbure , l’arc  compris  entre  deux  points  de  la 
seconde  courbe  est  équivalent  à la  différence  des  valeurs 
de  p qui  correspondent  à ces  deux  points  ; et  comme  dans 
ce  cas  le  rayon  de  courbure  p est  précisément  la  partie  de 
la  tangente  à la  seconde  courbe  qui  se  trouve  comprise 
entre  cette  seconde  coürbe  et  la  première,  il  sera  vrai  de 
dire  que  la  seconde  courbe  fait,  à l’égard  de  la  première, 
l’pffice  de  développée. 
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Des  8 ii r races  qui  boni  oscululrices  Tune  de  l’aulre  en  un  point  qui  leur  est 
commun.  — Sur  les  divers  ordres  de  contact  des  surfuccq tourbes. 


■,ÿ» 


*ïî 


203.  On  dît  que  deux  surfaces  sont  osculatrices  l’une 
de  l’autre  en  uu  point  qui  leur  est  commun  lorsqu’elles 
ont  en  ce  point,  non-seulement  le  même  plan  tangent  ou 
la  même  normale,  mais  encore  des  sections  principales 
comprises  dans  les  mênies  plans  normaux,  et  les  mêmes 
rayons  de  courbure  principaux  dirigés  dans  les  mêmes 
sens.  Alors  le  contact  qui  existe  entre  les  deux  surfaces 
prend  le  nom  d'osculation.  Concevons  que,  dans  le  même 
cas,  on  mène  par  le  point  connnun  aux  deux  surfaces  un 
plan  quelconque  normal  ou  oblique  : il  coupera  ces  deux 
surfaces  suivant  deux  courbes  qui  auront  nécessairement 
le  même  rayon  de  courbure  : car  d’une  part,  les  rayons 
de  courbure  des  sections  normales  .né  dépendent  que  des 
rayons  de  courbure#pripcipaux  et  de  la  direction  de  la 
tangente  à la  section  normale;  de  l’autre,  les  rayons  de 
courbure  des  sections  obliques  sont  complètement  déter- 
minés quand  on  connaît  lé  rayon  de  courbure  de  la  sec- 
tion normale  correspondante  et  l’angle  que  font  entre 
elles  ces  deux  sections  : or  ces  quantités  dont  dépendent 
les  rayons  de  courbure  sont  évidemment  les  mêmes  poin 
les  sections  faites  par  un  même  plan  dans  l?s  deux  surfaces 
osculatrices.  Cela  posé , comme  en  appelant  â l’angle  de 
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la  section  normale  avec  là* section  oblique,  le  rayon  de 
courbure  de  cette  dernière  section  est  donné  par- l'équation 

* • , V.  " 

» , cos  ^ * r cos  * m -+-  a a cos  x cos  C -f- 1 cos 1 » 

" P ■*?  p1  •+•  <7*  -+-  » 

/j»  . * ‘ ' - . 1 ‘ ; 

il  faudra  nécessairement  que  le  second  membre  de  cette 
dernière  équation  reste  invariable  dans  le  passage  de  la 
première  surface  à la  seconde  pour  toutes  les  valeurs  des 
anglés  a,  ë,  y que  fait  avec  les  axes  la  tangente  à l’une 
quelconque  des  sections  faites  dans  la  surface  : or  cette 
tangente  étant  située  dans  le’ plan  tangent  ou  perpendi- 
culaire à la  normale,  on  aura  • 

1 * 

p cos  * -J-  q cos  6 — cos  y ; < 

d’où  l’on  tire,  en  substituant  pour  cos  y sa;  valeur  dans 
l’équation  • * • + 

cos'  «-J-cos1  C-f-cos*y  = i y • • 

cos1  <*  ros1  C -{-(/>  cos  tf-f-iy  cos®)1  = »> 

, . ‘V f * A * 

11  faudra  donc  que  pour  toutes  les  yaleurs  dé  «,  6,  pro- 
pres à vérifier  cette  dernière  équàtioq , l’ expression 

. 4 , ' » 

r cos*  * -i-i  cos  * cosf-f-  fcôs*  C 


1 V + ' ' ' •* 

**  • * W*  • 

ne  change  pas  de  valeur.  D’ailldùrS  les  "deux  surfaces  se 

touchant  par  hypothèse;  les  quantités  p et  y^et  par  suite 

le  dénominateur' l//>1-f-ç1*f- 1 , ne  varieront  pas  dans  le 

passage  de  l’une,  è r autre  ; il  faut  donc  qu’il  en  soit  de 

mème'du  dénominateur  ».  JV 

* . _ # • c 

M cos1  * -f-  2 s cos  a cos  6 -f-  r cos1  C.  x.* 

Or  ce  numérateur  se  réduisant  , lprsqu’on  suppose 
cos o — o,  au  produit  reo s’a,  et  lorsqu’on  suppose 
cos  a = o , au  produit  t cosJ  é,  il  est  évident  que  les  deux 
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quantités  r et  t ne  doivent  pas  changer  de  valeur  dans  le 
passage  dont  il  s’agit,  et  que  par  suite  il  doit  en  être  de 
même  de  la  quantité  s.  Si  donc  on  remarque  que  p , <7,  r, 
s,  t , sont  précisément  les  dérivées  partielles  du  premier  et 
du  second  ordre  de  la  valeur  de  z fournie  par  l’équation, 
de  la  surface  dans  le  cas  où  l’on  considère  x et  y comme 
variables  indépendantes,  on  arrivera  au  théorème  sui- 

Il  * 

vaut  : 

204.  Pour  que  deux  surfaces  représentées  par  deux 
équations  entre  les  coordonnées  rectangulaires  x , y , .? 
soient osculatrices l’une  de  l’autre  en  un  point  donné,  il 
faut  que  les  six  quantités 

dz  dz  d'z  d'z  d'z 

'P  dx'  ^ dy'  r dx 1 ’ dxdjr  ’ dy 1 ’ 

conservent,  pour  le  point  commun,  dans  le  passage  de  la 
première  surface  à la  seconde , les  mêmes  valeurs  numé- 
riques et  les  mêmes  signes. 

Réciproquement,  si  pour  des  valeurs  données  de  x et 
de  y ces  six  quantités  ne  varient  pas  dans  le  passage  d’une 
première  surface  à une  seconde , ces  deux  surfaces  seront 
osculatrices  l’une  de  l’autre.  En  effet , il  est  d’abord  évi- 
dent qu’elles  auront  un  point  commun , et  en  ce  point  un 
même  plan  tangent  ; de  plus , de  l’équation 

cos  J' r ços1  « -t-  is  cos  * cos  C — f—  f cos  * S 

p +r  + ■ 

on  conclura  que  si  l’on  coupe  ces  deux  surfaces  par  un 
plan  quelconque  normal  ou  oblique,  les  deux  courbes  d’in- 
tersection auront  le  même  rayon  de  courbure-,  enfin, 
puisque  les  équations  qui  donnent  les  rayons  de  cour- 
bure principaux  et  les  directions  des  sections  principales 
dépendent  des  seules  quantités  /?,  <7,  r,  s,  t,  les  deux  sur- 
faces auront  les  mêmes  rayons  de  courbure  principaux 
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correspondants  aux  mêmes  sections  principales,  et -par 
conséquent  leur  point  de  contact  sera  un  point  d’oscula- 
tion. Toutefois  cette  conséquence  ne  serait  pas  rigoureuse 
si  la  valeur  de  p donnée  par  l’équation 

COS  J'  rCOS*  -f- 2JC0S«  cos  ff  -f- 1 cos1  Q 

P ~ VV-hî’H-  ' 

se  présentait  sous  une  forme  indéterminée,  ce  qui  arri- 
verait si  les  valeurs  des  quantités  p,  q,  r,  s,  t,  ou  de 
quelques-unes  d’entre  elles  devenaient  infinies;  et,  dans 
ce  dernier  cas,  les  deux  surfaces,  sans  être  osculatrices 
l’une  de  l’autre,  pourraient  fournir  pour  le  point  com- 
mun des  valeurs  égales  des  dérivées  p , q,  r,  s et  l. 

Corollaire  icr.  Pour  qu’un  point  dans  lequel  les  deux 
surfaces  se  touchent  devienne  un  point  d’osculation,  il 
suffit,  évidemment  que  dans  le  passage  d’une  surface  à 
l’autre  la  courbe  du  second  degré  tracée  sur  le  plan  tan- 
gent, et  dont  les  rayons  vecteurs  sont  égaux  aux  racines 
carrées  des  rayons  de  courbure  des  sections  normales,  ne 
varie  pas.  Or,  une  courbe  du  second  degré  est  complète- 
ment déterminée  quand  on  connaît  le  centre  et  trois 
rayons  vecteurs  menés  du  centre  à trois  points  de  la 
courbe.  De  plus,  étant  donné  le  rayon  de  courbure  d’une 
sectioiî  faite  dans  une  surface  par  un  plan  oblique , on  en 
déduit  immédiatement,  à l’aide  du  théorème  qui  lie  les 
rayons  de  courbure  des  sections  obliques  aux  rayons  de 
de  courbure  des  sections  normales  ou  de  l’équation 
p=p  cosd,  le  rayon  de  courbure  de  la  section  normale  qui 
a même  tangente,  et  par  conséquent  l’un  des  rayons  vec- 
teurs de  la  courbe  ci-dessus  mentionnée.  Donc,  pour 
qu'un  point  dans  lequel  les  deux  surfaces  se  touchent  soit  * 
un  point  d’osculation , il  faut  et  il  suffit  que  trois  plans 
menés  arbitrairement  par  ce  point  coupent  les  deux  sur- 
faces suivant  des  courbes  osculatrices  l’une  de  l’autre;  ce 
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qui  arrivera , par  exemple , si  les  rayons  de  courbure  des 
sections  faites  dans  la  première  et  dans  la  seconde  surface 
par  des  plans  parallèles  aux  plans  coordonnés  sont  égaux 
et  dirigés  dans  le  même  sens. 

Corollaire  2me.  Soient  maintenant  u — o et  v = o 
les  équations  des  deux  surfaces  cpurbes,  «,  v désignant 
des  fonctions  des  .coordonnées  rectangulaires  X,jc,  z. 
Si  l’on  différentie  deux  fois  la  première  de  ces  équatipns 
par  rapport  aux  variables  indépendantes  x et  /,  on  ob- 
tiendra 


du 

1 ‘ - du 

du  du 

dx 

°’  7,+/<7l  = 

d2u 

d2u 

' 

d2u  . du 

dx 2 

+ *Pdxdz 

+ P 

dz2  ^ dz 

= o, 

d2u 

d2u  ' 

d2u 

d2u 

du 

dxdy  ^ P dydz  ’ ^ 

dxdz 

+ + .S 

dx 

d*U 

y,.  * d2u 

* . 

d2 u - du 

dÿ2 

* ,-dydz 

t*. 

dz  * * dz 

* 1 1 * 

= 0 

= o, 


on  en  déduira . 

* » 


du 
’ dx 

r = ~dü’ 

dt 


du 

dy 


d^u./duV 
L-  dx 1 \dz  ) 


d2u  du  du 


* d2u  /rfttV 
dxd%  dx  dz  dz2  \dx) 

4 -a  11 


*• 


( du\ 3 
1 -j-  J t-  * 
\dz  J 


* * 


d2u 

( du\ ’ r/’a  z/a  r/a 

’r/'a  r/« 

f/w 

du  du 

dxdy 

dz  ) dydz  dx  dz 

z/rz/z  r// 

é/z  «fe* 

dx  dy  • 

t f du 

r- 

• 

y 

. ■' 

?;  * - \rf* 

W y 

d2u  ( 

«F*\ 

z/aV  , <g*«  rfa  r/a 

dtj  dydz  (ly  dz 

</*«  / 
+_3Er( 

dus2 
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'■jf-  ' 

m 
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Cela  posé , pour  que  les  doux  surfaces  soient  osculatrices 
l’une  de  l’autre  au  point  commun  (x,  y,  z);  ou,  ce  qui  re- 
vient au  même,  pour  que  les  valeurs  de p , ç,  r,  s,  t,  déduites 
des  équations  de  ces  surfaces,  ne  varient  pas  dans  le  pas- 
sage de  l’une  à l’autre , ou  quand  on  remplace  u par  v , il 
aéra  nécessaire  et  il  suffira  que  les. coordonnées  x,  y y z 
du  point  commun  aux  deux  surfaces  vérifient  la  formule 


dx'' 

( du\*  d'u  du  du  d'u  j 

^dzy  2 dxdz dx àz^  dz'  ’ 

(du) 

Kdr; 

' dxdy 

(S 

* d'u  du  du  d'u  du  du  d'u  du  du 

dydzdxdz  dxdz  dy  dz  dz'  dx  dy 

dy 

dx'' 

d'v  ds>  dv  d'v 
* 2 dxdz  dx  dz~^ ds' 

V 

' d'v 

dxdy 

fdv\ 

Kd*) 

' d'v  dv  dv  d'v  dvdv  d'v  dv  dv 

dydz  dy  dz  dxdzdydz  dz' dx  dx 

■'  d'u 

dy' 

/ du\*  d'u  du  du  d'u  1 

\dz J 2 dydz  dy  dz’*' dz'  * 

fdu\'  /VuV  -fduY  fdu\‘ 

\yly  J {.drj  \dyj  \de  ) 

* S d'v  . 

dy'  ‘ 

<dv\ 

<ds) 

' d'v  dv  dv  d'v  /dy\>-  f dv'S&v  / dv\a  / dv\* 

^ 3 dydz  dy  dz~*  dz ' ) yte / ) 

Cette  formule  équivaut  à cinq  .équations  distinctes,  et- 
puisqu’elle  doit  subsister  quand  on  échange  entre  eux  les 
axes  des  x,  des  y et  des  z , il  sera  permis  de  remplacer 
l’une  des  fractions  qu’elle  renferme , par  exemple  la  se- 
conde, par  celle  qu’on  obtiendrait  en  substituant  dans  la 
première  la  lettre  y à la  lettre  z ; donc  pour  que  les  deux 
surfaces  soient  osculatrices  en  un  point  commun  Çx,y,  z), 
il  est  nécessaire  et  il  suffit  généralement  que  les  coordon- 
nées de  ce.poînt  vérifient  la  formule  jft’V-  \ 

h 


u du  du 


/du V ~ ¥du\*  / du V d'u/du\'^ 

\dx  J J \dz ) dx ' \dz  J 

dv\'  f dv\*  /ÆA*  d'v  / dv\* 

dx  ) \dï  ) *ï  dx*  \dz)  ‘‘dxdtdxdt 


c 

Y_ 

— dy'  vj»/ 


2 dxdt  dx  de 
d'v  dv  dv 


d'ufdu\' 
de'  ) 


& JF.  ’ 


d'u  du  du 

dydz  dj'  di 


d\'(d  .y~  d\_  dv  dv  d'y  fdv\'  ~ d'v  fdv\'  d'v  dv  dv  d'v  Ÿdv  y- 

dy ' \dz ) 2 ~dydz  dy  dt~*~  de*  \4r/  dxdy  dx  dy  dy  ' \dx J 

•Z  •'  » * **  % 

205.  En  résumé,  lg  contact  dû  second  ordre  d’une 
surface  avec  une  première  surface  donnée  en  un  point 
(x,y,  z)  , exigé  que  l’équation  de  la  seconde  surface  satis- 


d’u/  dù\ ’ 
dz'\dy) 


d 

dx 


d'v  f dv\' 

J d»'  \dxj 
'u  fdu\'  d'u  du  du  d'u  /duV 
x'  ygr J 2 dxdy  dx  dy~^  dy'  \^fcc J 


dxdy  1 
d'v  dv  dv 
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fasse  à six  conditions;  dès-lors,  puisque  l’équation  géné- 
rale d’une  sphère  ne  renferme  que  quatre  constantes  dont 
on  puisse  disposer,  savoir,  son  rayon  et  les  trois  coordon- 
nées de  son  centre,  et  que  ces  quatre  constantes  ne  suf- 
fisent pas  pour  satisfaire  à six  conditions,  il  en  résulte 
qu’il  n’existe  pas  en  chaque  point  d'une  surface  donnée 
de  sphère  osculatrice,  ou  qui  ait  avec  cette  surface  un 
contact  de  second  ordre,  au  lieu  qu'il  y a toujours  un  .« 

cercle  osculateur  pour  chaque  point  d’une  courbe  à simple 
ou  à double  courbure. 

On  peut  assigner  une  raison  plausible  de  cette  différence  : 
le  caractère  propre  de  la  sphère,  c’est  que  sa  courbure  est 
la  même  dans  toutes  les  directions  autour  de  l’un  quelcon- 
que de  ses  points , tandis  que  pour  une  autre  surface  cette 
courbure  varie  généralement  d’une  direction  à l’autre; 
il  ne  pourra  donc  pas  arriver  que  les  rayons  de  courbure 
des  sections  faites  dans  la  sphère  et  dans  la  surface  soient 
égaux,  si  cen’est  danscertains  cas  particuliers,  par  exemple 
si  le  point  que  l’on  considère  sur  la  surface  est  un  ombilic. 

L’équation  générale  de  la  surface  d’un  ellipsoïde  con- 
tient neuf  coefficients  constants;  si  donc  on  donne  un 
point  M sur  une  surface  donnée,  on  pourra  toujours  dé- 
terminer une  infinité  d’ellipsoïdes  qui  seront  osculateurs 
de  la  surface  en  ce  point. 

206.  Considérons  plus  généralement  deux  surfaces  qui 
se  touchent  en  un  point  donné  M.  Si  par  ce  point  on 
mène  un  plan  normal  aux  deux  surfaces , les  deux  lignes 
d’intersection  seront  tangentes  l’une  à l’autre,  et  auront 
entre  elles  un  contact  d’un  certain  ordre,  cet  ordre  pou- 
vant du  reste  demeurer  toujours  le  même  ou  changer  de 
valeur  avec  la  position  du  plan  normal.  Le  nombre  qui 
représente  l’ordre  de  contact  des  deux  lignes  quand  il 
est  invariable,  ou  sa  valeur  minimum  daus  le  cas  con- 
traire, sert  à mesurer  ce  que  l’on  appelle  l’ordre  de  con- 

1’’’  • 4 ; ■.  « 
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tact  des  deux  surfaces.  Soit  a^et  ordre^et  P,  Q les  points 
où  les  courhes  d 'intersection  normale  prolongées  dans  un 
certain  sens',  sont  rencontrées  par  un  arc  de  cercle  décrit 
du  point  M comme  centre  avec  un  rayon  très  petit  dési- 
gné par  ï.  Si  l’on  considère  ce  rayon  comme  un  infini- 
ment petit  du  premier  ordre,  la  distance  PQ  variable 
aVec  la  position  du  plan  normal  sera  elle-même  une 
cpiantité  infiniment  petite  d’un  ordre  marqué  par  un 
nombre  constant  ou  variable  dont  a -+- 1 représentera  la 
valeur  unique  ou. la  valeur  minimum.  r 

Concevons  maintenant  que  par  le  point  P situé  sur  la 
* première  surface  on  mène  une  sécante  qui  forme,  avec  le 
plan  tangent  aux  deux  surfaces,  un  angle  u sensiblement 
différent  de  o,  et  rencontre* la  seconde  surface  en  S.  On 
démontrera,  comme  nous  l’avons  fait  quand  il  était  ques- 
tion de  deux  courbes  qui  se  touchent,  que  la  distance  PS 
sera  un  .infiniment  petit  du  même  ordre  que  PQ,  et  la 
distance  MR  du  point  M à la  sécante  PS  un  infiniment 
petit  du  premier  ordre,  et  l’on  déduira  immédiatement 
de  cette  remarque  les  propositions  suivantes. 

207.  Théorème  icr.  L’ordre  de  contact  de  deux  sur- 
faces qui  se  touchent  en  un  point  donné  M est  inférieur 
d’une  unité  à la  valeur  unique  ou  à la  valeur  minimum 
du  nombre  qui  représente  l’ordre  de  la  distance  infini- 
ment petite  compris^cntrc  les  points  P et  S où  elles  sont 
rencontrée#  par  une  sécante  qui  forme  un  angle  sensible 
avec  le  plan  tangent  commun  à ces  deux  surfaces,  lors-. 
^ ' qu’bn  considère  la  distance  du  point  de  contact  à la  sé- 
cante dont  if  s’agit  comme  un  infiniment  petit  du  premier 
ordre.  " rit  * ■>/* 

Théorème  2me.  Lorsque  deux  surfaces  ont  entre  elles 
un  contact  de  l’ordcq  a , tout  plan  normal  ou  oblique  qui 
forme  un  angle  sensible  avec  lé^plan  tangent  commun  à 
ces  surfaces,  le%  <#mpe  suivant  deux  courbes  qui  oui  entre 
T.  F.  % * a G 


Digitized  by  Google 


4 


4<>2 


■ CAXCII.  DIFFÉllENTIEt. 

■4  A . 

elles  ^uu  contact  de  l'ordre  ou  d’uç  ordre  supérieur  à 


œj,  l’ordre  de  contact  des  deux  courbes  pourrait  même  dc- 

• „11_.  .Jz r„.  J • . 1’ *1'  l’-„i  ' 


r 


Venir  infini  scelles  sé  confondaient  l’une  avec  l’autre. 

■“  x . ■ 


Théorème  3™'’-  Pour  obtenir  l’ordre  de  contact  de  dejix 
surfacesqtrf  ise  touchent  en  un  point  où  le  plan  tangentn’cst 
pas  parallèle  à l’axe  des  z,  il  suffit  d^  .mener  une  ordonnée  , 
dont  Iffltdistance  au  point  de  contact  soit  un  infiniment  r 
petit  du  premier  ordre,  et  de  chercher  la  valeur  unique 
ou  la  valeur  minimum  du  nombre  constant  ou  variable 
qui  représente  l’ordre  de  la  portion  infiniment  petite 
d’ordonnée  comprise  entre  les  deux  surfaces  $ cet  ordre  ou 
cette  vafeur  minimum,  diminuée  d’une  unité,  indique--^1 
l’ordre  du  contact. 


« • 


* Corollaire  ieL  Soient 

.4 

% • ' . 4 r . * 


j 

f 4 


les  équations  des  deux  surfaces,  elles  auront  un  point 
commun,  en  ce  point  le  même  plan  taqgent;  si  Ton  à 
pour  ce  point 


» ' 


v\. v i r «i'-  ,liXx ' y\—dY(*yr) 

* . { p . % . • ‘ -.V 

et  si  l’on  considère  la  distànce  Ây*  comme  infi- 

niment petite  du  premier  ordre , l’ordre  de  la  quantité  infi- 
ni men  t peti  te  F (x  -f-  Ax,  y -f-  Ay)  — / ( x -j-  Ar,  y -f-  Ay), 
t ou  sa  valeur  minimum  surpassera  d’pnè  unité  l 'tordre  dé 


contact  des  courbes.  y 


♦v 


* ^ 

Corollaire  ame.  Si  lés  deux^surfaces  se  U)uclici^'en*un 

4 ï* 


point  de  l’axe  des  z , mais  de  nSaniére'que  le  plan  tangent 
ne  passe  pa$  par  cet  axe , il  suffira , pour  déterminer 
l’ordre  du  contact,  de  clierchejHe  ngmjne  qui  indiquera 
l’ordre  de  la  différence  T (x , y) — i/’^r,y),  Ai  considé- 
rant les  deuxtvariables  x , y comme  des*irJfiniment*petits  ■ 
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ï1'  vï"  J 

«lu  preifrijd  andï  e , .<<  «le  ([imiuuer  «e  nombre  d’une 

unit'é.  On'  reconnaîtra  de  eette  manière  que  le?  Surfaces 

2=4?.’ 4-J ’ , i* J* , z=x’-hy\  z = x3+/*, 

«niWÿtic  elles,"  à1!  origine , un  contact  «lu  prunier  ordre, 

S.  tandis  que  les  surfaces  z = x"  -\-y",  z =-x"+'  -\-  yn+t, 

* . ' * 4 i.  1 

Ont  un  contact  de  l’ordre  n , et  les  surfaces  z = x-  :l , 

z urécontâct  de  l’ordre  ■$■. 

Corollaire  3^»  jïn  ctnperribit  les  hyjfaftlièscs  du  pre- 
mier «fcoroliaire,  et  posant  Ax  = adx , Ay  = ccdjr,  * 

F(x  ««ic , y -+-  — /(x  -H  suir , y -f-  xdy)  = ?(<*), 

» la  di  IférenCe  F (x  -+-  Ax , y -+-  A y)  — /(x  + Ax,  ^ 4-  Ay) 
deviendra  ç>(a)v*et  puistçie,  en  supposant  tfue  a est  un  ' 
infiniment  petit  «lu  premier  ordre,  cette  difiéeence  doit 
être  un  infiniment  petit  de  l’ordre  a + i,  dans  le  cas  où, 

. comme  nous  lç^supposons , Ibs  deux  surfaces  ont  entre 
elles  un  jcontact  de  l’ordre  a , on  aura. , en  désignant  par 

€ " n le  nombre  entier  égal  ou  immédiatement  supérieur  à a 
* . ■ *’  t 4 

9 . * < 

n ’ . <p(e)  = § f>'(o)  = o, ?<»>(o)  = o, 

• 

et  ÿ(n+1)  (a)  sgra  la  première  des  fonctions  dérivées  de  <p  (a) 
qui  cessera  $e  s'^tanouiifavec  a.  On  a d’ailleurs,  commt 
on  l^a  • * 

■ * ?(o)=F(x,y)  — /(x,/),'  (o)  = d¥  (x,  y)  — dj  (x , y)  * 

<P  (">  (o)  = dn  F (x,y)  — dn/(x,  y) , 

/ ^C»+0(o)  = rf"+*  F(x,  jr)_  d"+'f(x,  j); 

• • 

les  coordonné!»  di^  point  de  c oh  tact  des  deux  surfaces  s^-' 
iisferortt,dônc  a~u*  équations 

. » * « , 

F(x,/)  =/i'x,  /),  d‘F(x,y)=cd/(x,y),.  ..... 

* rf'F  (x , y)  = d */(x , y) , 

a 26.  • 


I 

* 
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ou,  ce  qui  revient  au  môme,  aux  équations 

«•*  , ' • .••'»■  i'  ■ ..  „ . 

* (*>  r)  =/i* . rX’  ï&d*+%*r=.  S * h J?  ’ , 

• * * * ' i j£  ^ ’ 

* ^ d'f  9 dJf 

*>■>  * 

>i r. m 


» v 


rfx"  , i dxn  dy  * , "7  fr.ax 


. - 4--  - . , ~t  4a^”-  * 

• . * ^idâr--'rfr  t /'*VÏ  “V  , 

Ces  dernières  formules  devant  subsister  quelles  que  soient 
les  valeurs  finies  attribuées  lux  différentielles  dx,  dy,  cn- 
, traîneront  évidenunentles  suivante»  * * - \ * 

v-  ,,  \ dY  2_df  dY_df  dJl_£f  . ■"* 

Y(x,y)—/(x,y),  dx  — dx  > dy  dyk  d*'  dx'  ’ » 

d'Y  —ÉlL  — • * 

dxdy  dxdy  ’ (fy -*  dy't*  ( 


*■*1. 


K\  * 


d» F rf"/  ^nF  rfn/  ^"/  " m 

dx ■ ~ Ær"’  dx'-'dy  ~~  djr'dy*  ” dxdy  K~'~~  dxdy  \ 

dnY  _ d\f  V * 

• Par  conséquent,  lorsque  deux  surfaces  se  touchent  en  un 
point  où  le  plan  tangent  n’est  pas  paraHèïe  à l’axe  des  z\ 
non-seulement,  pour  le  point  dont  ihs’agit,  l’ordopiée  z 
considérée  comme  fonction  des  deux  variables  indépen- 
aantcsJC,y,maisencoresesdifférentielles^z,<^z. . . dn~'zr 
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, dS  dz  d*z  dJz 


40J 

d*z 


i , t «J  «*A»  « « U « f*  ; 

*rnz  et  ses  dérivées  partielles  — , —,  — — , . , > — 

• ..  - dx  dy  dx'ï  ilxdy  dy*  ' 

jusqu'à  cel|cs  dont  l’ordre  coïncide  avec  leAiontbre  tuilier 

égal  an  immédiatement •supérieur  à FOBc|f'e  du  contact, 

conserveront  les  mêmes  valeurs  ulans  le  passage  de  la 

première  surface  à la  seconde.  4 

Corollaire  4mc.  CcArsque  le'  plan  tangent  commun  aux* 
deux  surfaces  ti’étânt  pas  parallèle  à l’axe  des  z,  l’ordre  du 
contact  est  un  nombre' entier,  il  suffit,  pour  le  déterminer, 
de  chercher  quelle  est  la  dernière  des  équations 

F(x,y)=f(xJ  y),  dF(x,y)=<fr£y},  d*F(x^r)=d'f(x,y)... 

, y)  = dnf(x,y), 

*.  *.  « • 

• qui  se  trouve  vérifiée  pour  le  point  de  contact,  indépen- 
damment  des  valeurs  attribuées  aux  différentielles 
des  variables  irïéépendantes.  L’ordre  des  dill’erenticlles 
. totalescompriscs  (Uns  cette  dernière 
, sèment  l’ordre  demandé. 


équation  ipr a prec 


eci- 


Corollaire  5mc.  Si  le  plan  tadggpt  obmmun  aux  doux 
surfaces  devenait  parallèle  à l'axe  des  % , il  faudrait,  dans 
les  corollaires  qui  précèdent , substituer  l’uni;  des  varia- 
bles X , y à la  variable  z . Ainsi , pour  montrer  que  les  deux  » 

t ± f ‘ # J.  X 

surfaces  i = x3(i  — y*) 3,^z  = ar~(i  — y*)1  qui  touchant 
à l’origine  le  plan  yz  ont  en  ce  point  un  contact  du 
second  itodre , il  suffira  d’observer  que  leurs  équations  ré- 
solues par  rapport  à x prennent  les  formes  x=  ^ — - -, 


«.  a4 

x =. 


et  que  la  différence' i ■ 

* • ,taî 


est  un 


1 — 7J  * % ' • « — f — 7* 

infiniment  pet^t  du  troisième  ordre  , quatfd  on  considère 
y et  z comme  des  infiniment  petits  du  premier.  .♦ 

On  peut  d’ailleurs  choisir  toujours  pour  axe  des  z un 
axe  q^î  ne  soit  pas  parallèle  au  plan  tançcnt  mené  par  le 
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point  de  contact  des  deux  surfaces.  A l’aide  <le  celte  re-  • # • t 
marque  joipte  à la  définition  des  deux  surfaces  oscula-  ",  • 

trices,  on  conclura  généralement  cpie  deux  surfaces  qui  1 • 

ont  entre  elles  un  contact  du  second  ordre  ou  d'un  ordre  * . 
plus  élevé  sont  osculatrices  l’une  de  l’autre,  et  récipro-  x’  ; 
quement  que  deux  surfaces  osculatrices’ ont  au  point  d’os- 
culation un  contact  du  second  ordre  ou  d’un  ordre  supé-  ' 
rieur  au  second.  / „ • *’ 

• y » ‘ . 


*-  * 


*(,  . 

r » 


*4*1* 
: ‘ **  A 


**► 


\ S 


v.  . 


t 


t.  i X 

* rf 


’ * * • . 
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f^os  surfaces  que  peuvent  engendrer,  en  se  mouvant  Jaus  l’espace,  «les* 

lignes  droites  ou  courbes  de  forme  constante  ou  variable. 

; . <4  . . • 

- • V . • ' <f..  if»  V 


li  ♦ 


>■'*  *•  r 


208.  Considérons  une  ligue  droite  ou  courbe  rçpféscn- 
^tée  par  dcyx  équations  qui  renferment  avec  les  coordon- 
nées rectangulaires  x,  y,  z , deux  paramètres  fou  constan- 
tes arbitraires  c et,  c,  ; srl’on  résout  ces  équations  par 
rapport  aux  constantes  dont  il  s’agit,  oi$cn  tir  cri  u — c, 
v ==^,,41  cù,v  désignait  deux  fonctions  dés  variables 
-x,  yxz.  Doplus,  si  l’on  attribue  successivement  aux  cons- 
tantes cet  c,  une  infilfflé  de  valeurs  a rbiUtai rement  choi- 
sies* la  ligne  représentée  par  les  équatidfo^  n = c,e^=c, , 
changera  de  position , souvent  même  de  forme,  sait?  dé-  * 
crire  aucyne  surface  déterminée  ; mais  si  l’on  établit 
entre  c c.{  c,  une  relation  quelconcpxc,  si  l’ftn  suppose, 
potu:  fixer  les  icfeés , c,  = ©(e),  ç(c)  désignant  unç  fonc- 
tion la  constante  c,  les  équations  u = c,.u  = œ(c)  re- 
présenteront une  ligne  dont  la  forme  et  la  position  seront 
complètement  déterminées  pour ^chaque  valeur  particy-  • 
lière  de  la  constante  c.  Donc  si  l'on  attribu^  succe^ive-  ’ 
ment  à cette  constante  une  infinité  de  valeurs,  la  figue  «ni 
question  se  mouvra  de  manière  à engendrer  une  certaine 
surface  dont  l’équation  sera  e=jp(if),  ou  ce  que  l’on  ob- 
* tient  quand,  etftre  les  deux  équations  de  la  courbe,  on  éli- 
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mine  la  quantité  c qui  seule  varie  d’une  courbe  génératrice,* 

à l’autre.  La  règle  générale,  pour  trouver  l’équation  de  la 
surface  engendrée  par  les  positions  successives  delà  courbe,  •£, 
* est  donc  très  simple.  Il  faut,  i°  résoudre  les  équations  de 
la  génératrice  par  rapport  aux  deux  paramètres  variables 
c et  c,  ; 2°  exprimer  que  l’un  de  ces  paramètres  est  fonc- 
*lion  de  l’autre;  3°  éliminer  les  deux  paramètres  en  substi- 
tuant pour  chacun  sa  valeur  en  x ,y,  z tirée  des  équations 
de  la  génératrice.  Il  importe  de  remarquer  que  la  courbe 
donnée  u =»c,  r=c,  ne  devient  proprement  génératrice 
que  du  moment  où  les  deux  constantes  sont  liées  l’une 
avec  l’autre.  » 

ior  Exemple  : OÉWfccmande  l’équation  générale  d’une 
surface  cylindrique,  c’est-à-dire  d’une  surface  engendrée 
par  le  mouvement  d’une  droite  qui  reste  constamment  * 

" parallèle  à elle-même.  Si  l’on  nomme  a,  6 , y les  angles 
constants  que  doit  former  cette  droite  prolongée  daus  un 
certain  sens  avec  les  trois  axes  des  coordonnées  positives, 
et  x0,  y0,  za  les  coordonnées  variables  d'un  dp  ses  points,/ 
ses  équations  seront 

• *é  _«*  W t 

x 


— •*»  _ y — y o 3 — — Zq 


COS  « 


cosC 


COS  y 


ou 


V # 4 

xcosC  — y cos*  = x0cos£  — y0cos  a = c , 
y xcosy — z cos*  =x„cosy  — z0cosa^—clf 

■c',  c,  désignant,  pour  abréger,  lés  constantes  arbitraires 
x0cosê  — jy0cosa,  xQaosy  — zD cosa:  Si  l’on  alti'ibuait 
aux ‘constates  c et  c,  une  infinité  de  valeurs  sans  établir 
entre  elles  aucune  relation , la  droite  4 

£ 4 . 4 

.rcosb — y cos  « = c , x cqs  y — z cos*  ~ ct , 
pourrait  sc  mouvoir  de  manière  à remplir^  uceessi  veinent . 
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* V ’ loul  1 espace;  mais  , si  l’on  suppose  c,=ç(c),  les  équations  . * ^ 


:cos£  — y cos » : 


<5* 

XCOSy  — ÎCOS  « =3(p(c), 

j5*  f*  i 


V 


► 


représenteront  la  génératrice  d’une  surface  cylindrique 
, qui  aura  pour  éqnStiôn  ‘ .. 

arfeosy  — j cos«  = p(xcos£ — j cos  a).  .*, 

. . » ■'  1 *V  i.  ' *'■  T 

4 j(.  ' On  aurait  pu  prendre,  pour  représenter  la  génératrice,  les  V*1 
deux  équations 


Ix  -+-  mjr  -+-  ni  : 


= c,  /.x-J-w,/  +n,z=c,,  , 

et  l’équation  de  la  surface  cylindrique  aurait  été  - 

l,x  -t-  m,jr  -p.n,  z = <p  (1x  -+-  mjr  4-  ni). 

On  voit  par  ce  .qui  précède. que  pour  obtenir  l’équation 
finie  d’uue  surface  cylindrique , il  suffit  d’établir  une  rela- 
tion quelconque  entre  deux  fonctions  linéaires  des  varia- 
'bles  x,jr,z. 

2me  Exemple  : On  demande  l’équation  générale  d une 
surface  confijue  ,*c’cst-à;djre  d’une  surface  engendrée  par 
une  droite  mobile  qui  passe  constamment  par  un  point 
donné.  Appelons  x„,y0,  fD  les  coordonnées  cènstaittes 
de  ce  point  qu’on  appelle  le  sommet  du  cène,  a,.  6,  y les 
gles  variables  formés  par  la  génératrice  avec  les, axes;  • . 


les  équations  de  cette  génératrice  seront 

* — ml  Y Y ..  '* Z. 


Ajtff- 


cos*  edff  ^ 


CO  S y 


* 

* 


*•*«•  ■ U 

X — X0  COS*  X Xo  COS*  F * 

y ’* 

et  la  surface  conique  aura  pour  équation 

X o \ X X o / , ’ \ X — X o 


r % 
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cette  valeur  de  -z  — est  précisément  celle  què  l’on  ob- 
tiendrait en  égalant  à o une  fonction  homogène  quelcon- 
que des  trois  différences,,#— x„,  f — y„ , z — za.  Sid’on 
prenait  l’originè  pour,  sommet  deia  surface  conique  , on 
aurait  *'  ? * 


=:o,  s„=0. 


*9 


* 


et  pour  obtenir  F équation  de  la  surface  conique,  il  sufli- 
rait  d’égaler  à o une  fonction  homogène  quelconque  des 
variables,  ,x,  jr,  z.  * 

3me  Exemple  : On  demande  l'équation  d’une  surface 
conoïde  engendrée  par  une  droite  mobile  qui  passe  cons- 
tamment par  un  axe  donné,  en  demeurant  perpendicu- 
laire, à cet  axe.  Si  l’axe  dont  il  s’agit  coïncide  avec  l’axe 
des  z,  les  deux  équations  de  la  génératrice  et  l’équation 
de  la  surface  conoïde  seront 

^c’  1=*®'  î=*(x)’  £ ’ * 

en  sorte  que  l’ordonnée  de  cette  surfaA  se  trouvera  ex- 
primée par  une  fonction  homogène  de  x et  de  y du  degré 

nul. 

Supposons  maintenant  que  l'axe  de  la  surface  conoïde 
coïncide  avec  une  droite  menée  par  un  point  donné 
yD , zox  de  manière  à former  avec  les  axes  des  angles  a, 
S,  y.  La  génératrice  de  la  surface  pourra  être  considérée 
comme  produite  par  l’intersection  de  deux  plans  mobiles, 
dont  l’un  passerait  constamment  par  l’axe  de  la  surface, 
tandis  que  l’autre  serait  perpendiculaire  à oet,  axe.  Nom- 
mons X,  p,  v les  angles  que  fait  avec  les  aies  la  perpen- 
diculaire au  premier  plan , son  éupiation  sera 

(x  —X„)  COS  X -t-  {y  —y„)  COSjCt  (z  — z„)-cos  » = o. 

Les  angles  ). , p.  v satisferont  de  plus  à la  condition 

> V . • 

cos a ros/  -h  cosG  c qpf*  cosy  cos»  — <ç  » 

\ • ' • • • ‘ 
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De  ces  deux  équations  réunies  on  tire 


4n 

*t 


COS  A 


cos  ft 


< 

■ 


(y — jr0)  cosy  — (z  — z0)  cos  C (a  — z0)  cos  t — (x — xa)  cos  y 

(x — x„)  cüs£  — (y  —f„)  cos  * 
(y — r a)  cos  y — (a  — z„)  cos  S cos  a 

-, r NM = = C. 

(x — x0)  cos  y — (z — SdJcos*  cvSfi 

• # ‘ > • W • ’ *' 

L'çquation  du  second  plan  perpendiculaire  à l’axe  sera 
évidemment  dé  la  forme 


• « 

, V » 

«U  t 


x cos«  -t-  y cosC  -t-  z cosy  ~ c,  ; 


de  sorte  quelles  équations  de  la  génératrice  et  de  la  sur- 
face conoïdè  seront 


ïtf 

W- 


(y—y0)cosy~~.(z  — z0)cosS  _ 

(x  — x0)cosy — (4 — * za)  cos  a 
x cosa  -t- y cos£  -+-  z cosy  e=  <p{c)\ 


•».  . 4 . j J«)cosy—  (2— a,)cos«.q 

XCOS a fcosQ-yz  CO$y=ipl  ■-=— { ) r *•  1. 

, L {xy~ *«)  cosy  — (z Zo)  cos*  J 

' \ » ss»  , *■#/»’  if-vt  ’ 

4,UL'  Exemple.  Concevons  que  l’on  demande  l’équation 

finie  d’une  surface  de  révolution , on  pourra  prendre  pour 
génératrice  de  cette  surface  une  courbe  plane  tournant 
autour  d’un  axe  nommé  axe  de  révolution  et  situé  dans 
le  plan  de  la  cfturhe , Ou,  ce  qui  revient  au  même,  un 
cercle  ; don  t . le  rayon  serait  variable,  mais  dont  le  plan 
resterait  toujours  perpendiculaire  à l’axe  dont  il  s’agit, 
et  dont  le  éentre  serait  situé  sur  ce  même  axe.  Cela  posé, 
admettons  d'abord  que  l’axe  de  révolution  coïncide  avec 
l’axe  des  z , les  deux  jquations  du  cercle  générateur  se- 
•ront’de  la  forme  ",  . <Çj,  . , 

4=?(cl;  < 

et,  par  suite,  l’équation  de  la  sut  (acé  de  révolution  sera 
».  t \ y ' * 


Di 
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Si  l’axe  de  révolution  coïncide  avec  une  droite  menée  par 
un  point  donné  a?0,  yQ , z0,  de  manière  à former  avec  les 
demi-axes  des  coordonnées  positives  des  angles  et , 6,  y-, 
le  cercle  générateur  sera  évidemment  la  Courbe  d’inter- 
section d’une  sphère  qui  aura  pour  centre  Je  point  .r„ , * 

, *z0 , et  d’un  plan  perpendiculaire  à l’axe  de  révolu-  4 . 
lion}  les  équations  de  ce  cercle  et  l'équation  de  la  surface 
de  révolution  seront  dès-lors  : t 


.*cos<*  -4-7  cosC  ■+■  z cosy  ==  c, 

(x—x oy  -4-  (7 — y„f  -4-  (z— z0)‘  = p (c), 

(x  — x„ Y -f-  (y  — yoy  -4-(z  — 20)J=;<p  (xcos  a -4-7  cosS  + Z cosy). 


1* 


209.  On  pourrait,  en  généralisant  ces  principes,  faire 
mouvoir  dans  l’espacq  des  lignes  tellement  choisies,  que  la 
construction  des  surfaces  engendrées  par  le  mouvement 
de  ces  lignes  dépendit  de  plusieurs  constantes  ou  fonc- 
tions arbitraires.  Considérons  en  effet  une  ligne  droite  ou 
courbe  dont  les  équations  soient 

. y u#  . . (>*  1*.  1 , v . •»  % V • 

f(&  9 y 1 z , c y C,  , C,..  . ) = O,  ¥ (x  y y y Z y C)  Ct  y C7  ..  • ) — O , 

et  renferment  avec  les  variables  x,j,  z,  plusieurs  para- 
mètres ou  constantes  arbitraires  c,  c4,  c,,. . . Si  l’on  at- 
tribue successivement  à ces  constantes  une  inlinité  de 
valeuxs  arbitrairement  choisies,  la  ligne  en  question  chan- 
gera de  position,  souvent  même  de  forme,  sans  décrire 
aucune  surface  déterminée,  à moins  que  l’on  n’éjtablisse  » 
entre  les  constantes  c,-c,,  c*, . . . . des  relations  telles  que 
la  valeur  de  l’unq.  étant  donnée , les  valqprs  de  toutes  les 
autres  s’en  déduisent,  pn  posant,  par  exemple,  % 

«i ÿ ake  ' «flv 

(rff,  = <p,  (c),  Tfl  = p,  (c),  c3  = <p3  (g) ; 

9»  > 9*  > 9**  • • • •" désignant  des  fonctions*  de  la  constante  c. 
Dans  ce  cas,  si  l’on  attribue  successivement  à cette  cons- 
tante line  inlinité  de  v.aleuft,  ladigne  eh  question  se  mouvrà 


'1h. 


.**■ 


'* 


'■r  * 
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de  manière  à engendrer  uni;  certaine  surface  ; or,  la  forme 
et  la  position  de  cette  surface  dépendront  évidemment  de 
là  nature  (Tes  fonctions  f, , -y* , - . . . que  l’on  peut  choisir 
. arbitrairement \ et  pour  obtenir  son  équation,  il  suffira 

* i— j ^ ■ ' 


4.  .» 


« 


d'éliminer  c entre  le»  deux  équations 

' ' ' . , . «*»  » t f 

*/t *, /».*>  (c),  (c). . .7j=  o 

'vA*  F[x,  J.s.c,?»,  (c),  (p,  (c)'. . . .J  c=o; 

mais  on  ne  pourra  en  général  elfecttier  cette  élimination 
qu’après^  voir' remplacé  les  .fonctions  arbitraires  y,,  <p„ . . . 

^ par  des  fonctions  déternpnéesde  la  constante  c.  , 

On  pourrait  faire  dépendre  les  unes  des  autres  plusieurs 
des  fonctions  o, , y»,  y»,. . . . et  prendre,  par  Exemple, 

..  7 pour  y»,  f8,  les  dérivées  successives  de  la  fonction  f t (c) , 

A A.  vcn  posant  f , (c)  = f (c)  v f* (c)  = f " (c).  . . . 

210.  Lorsqu’une  surface  est  engendrée  par  le  mouve* 
ment  d’une.Ifewe  droite  ou  courbe  dont  les  équations  ren- 
ferment une  fonction  arbitraire,  on  peut  déterminer  cette 
fonction  de  manière  que  la  surface  p cesse  par  une  ligne 
donnée  qui-s’appelle  alors  la  directrice. 

•Soient  toujours  v = c,  w==  f (ç)  les  équations  de  la  gé- 
nératrice,, et  f(x)y,z)  = o,  F (x,y,  z)=u,  les  équa1 
tions  de  1S  directrice,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les 
équations  de  deux  surfaces  qui  la  renferment.  Pour  déter- 
miner la^ugture  Be  la  fonction  f ,*il  suffira  d’assujétir 
V chaque  génératrice  à passferf>ar  un  point  de  la  directrice  ; 
la  fonction  f devra  donc  être  choisie  de  telle  sorte , que  les 
« ^quatre  éqüations  qui  précèdent  soient  vérifiées  sittiultané- 
ment  par  un  syfctftne  unique^Q  valeur§;de  x,  y,  ‘ z : par 
* conséquent  tjài^valeur  de  f (c)  se  cfèduiri  de'Léquation 
t produite  par  l'élimination  deg[  ^ordonnées  x,y,  z entre 
ci»  quatre  .équations.  La  nature  de  la  fonepon  f{c)  étant 
v ainsi  déternWïëe,  l’équa&op  ,.it't=  f (e)  , qui  ne  renfer- 

' usera  plus  rien  d’arbitraire,  sera  l’équation  de  la  surface 

‘ * **  , V"  • 


• /W 


f * 


■*.  + 
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décrite  par  le  mouvement  delà  génératrice  s’appuyant  dans 
toutes  ses  positions  sur  la  directrice  donnée. 

21 1 . Si  l’on  voulait  déterminer  la  fonction  y de  manière 
que  la  surface  fût  circonscrite  à mie  surface  donnée, 'il 
faudrait  chercher  d’abord  les  équations  de  la  ligne  de  con- 
tact des  deux  surfaces , et  l’on  procéderait  ensuite,  comme 
on  vient  de  le  dire,  en  prenant  poitr  directrice  la  ligne 
dont  il  s’agit.  Or,  soit  u — o l’équation  de  la  surfacéj  don- 
née 5 la  normale  menée  à celte  surface  par  un  point  quel- 
conque {x,  y,  z ) de  la  ligne  de  contact  formera  avec  les 
axes  des  angles  dont  les  cosinus  seront  proportionnels  aux 

, , . , . du  du  du  ...  . 

denvecs  partielles  — , — ^ — , tandis  que  la  tangente  me- 
née par  le  même  point  à la  génératrice  de  la  surface  - 
forme  avec  les  mêmes  axes  des  angles  dont  les  cosinus 

♦. 

(u°  156)  seront  proportionnels  aux  quantités 


• t 

* 


X » 


dv  dw  dv  dw  du  dw  du  dw 

dy  dz  dz  dy  * ’ dz  dx  dx  dz  ^ * 

du  dur  dv  dw  _ 

* . * • ■ ___  — ^ _ _ - ■ 

dx  dy  dy  d.r  r 

Mais  puisque,  par  hypothèse,  la  surface  décrite  par  la  gé- 
nératrice doit  être  circonscrite  à la  surface  u — o,  la 
normale  de  cette  dernière  surface  doit  être  perpendicu-  , 
laire  à la  génératrice.  On  devra  doue  avoir  pour  tous  les  * 
points  de  la  courbe  de  contact 


du  du 
Q^+'R^=0’ 


f * 


et  les  équations  de  cet  U:  courbe  de  contact  qui,  dans 
l’hypothèse  admise,  deviendra  la  directrice  de  la.snrfaco  *t 


, du  , du  , „ du 

^ ÿ + 


•iv  = ij)  (e),  seront  u = o\  P , 

/ * T*  __  . 

Quoique  l’on  puisse  déterminer  la  forme  de  la  fonc- 
tion <j)  à l’aide  de  la  méthode  que  nous  venpns  d’exposer,'  , 

« . , ' * tf 


; «98P 


<*  « 
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on  parviendra  plus  facilement  à l’équation  définitive  de  - 1 
la  surface  qui  a pjpur  génératrice  la  ligne  \ ' 

x.-’.  fc'fec,  ?(c)rï'  ; ’ i * 

• * * « *»  . - 

et  pour  directrice  la  ligné"  4 . ■' 

. f(x,y,*)=  o,,  F(x,  y,  ,z)  = o, 

. ..  ; v-  ..  * 

en  procédant  comme  il  suit.  Désignons  désormais  par 

£,  n,  £ les  coordonnées  courantes  de  la  génératrice,  et 
par  V,  W*ce  que  deviennent  les  quantités  v,  w quand  on 
y remplace  x, y,  z par  £ , r, , £;  les  équations  de  cetvç  gé-  * . 

* nératrice  deviendront  V — v,  W = w.  Or  si  l’on  éli- 

L*‘  ; ■ . . * Jm 


•\  . 


4 

¥ * 


mine  x , y , a entre  les  quatre  équations  . 

■ ''  ' • * . 

/(x,  j,  z)  =r  o*;-  F (x,  J,  z)  =:  V==  p,  W = iv, 

. on  obtiendra  une  équation  nouvelle  qui  renfermera  les 
seules  coordonnées  £,  «i,  et  qui  Sera,  vérifiée  pour  un 
point  quelconque  de  l’Ane  des  génératrices;  donc  cette 
équation  sera  précisément  celle  de  la  surface  ci-dessus 
mentionnée.  . ’ 

f 1 

De  même,  si  l’on  élimine  x,  y,  z entre  Jês  quatre  • * 
équations 


*s 


4»  ' 


vit 


&X  du 
dx 


% 4 


T du  ' t du 

\ = v,  w = »,  u = o,  — 


Jf 


4“ 


t 


on  obtiendra  l’équation  engendrée  par  la  ligne  e = o,  ♦ 
|rw  Èé  (j>(c),  et  circonscrite  à la  surfece  u = o.  ^ •.  * •• 

212.  ier  Exemple  : On  demandé  Ikiqualion  de  la  SÎtr- 
face  cÿlindriqtfc  qiÂi  âurait  pouç  difectrice  une  courte 
plané  donnée  par  lés  équations  , 


« i 


,&t  cos  i+it  z cos  » ==  K. , F (x,  yt  *)  = o i.  ** 

< * - ' • * * N,  5 

- ' > , pr  5 v sopt  les  angles*  que  la  perpèôdiculaird  au  plan  de 

la  courbe  fait  âvec  les  axes.  Les  équations  de  la  généra-  -*i 

f.  , ê4-x  * » — yS'  i « 

triéfe  seront  de  laébrme  ® — — £_-  ==  — — /èt  en  âp~ 

•»  - . T ^ cos  « «•  • cos  » * : cos^  r 


-» 

V 


if' 
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* ‘ pci  a ut  i l'angle  de  la  génératrice  avec  la  perpendiculaire 

• . " a**  plan  de  la  directrice,  on  aura  *■  .*  .i. 

*>  * v - - * 

, ' ' f COS  P ^ COS  et  COS  A -4“  COS  b COS  f*  -4~  ^cos  v cos  »»  • . 

* ^ t ^ * l A'  . ^ . 4 • t 

* * Des  équations  qui  précèdent,  on  tire 

. v . • , • • . 

^ ‘ ‘ £ — x _•> — y K~* (? — cr)co8A-|-(i) — j)cosf<-)-(£ — zlcos  * 

cos*  cos  G cosy  , cos  «cos  A -f- cos  C cos n -Kcés  ycos*’ 


et  par  suite 

V ■ 

x=i  — 


4; 


V» 


cos  et 


cos 


( ? cos  A -F-  y cos  ft  -+-  Ç cos  * — ^ K ) , 


: < i 

• 2?  M + « «■  ‘ 

/ 1 . * COS  b 

y =n—  — t(£cos  A-f-fl  cos^-f-  Ç COS  v — K ) , 
s o 


cos, 


y COSV  • -i 

2 — S — — -j(  ? cosA  + « cos^<  + Ç cos  ► — K); 

. % A,  . COB  # 7 v 

* . 

et  en  substituant  les  valeurs  de  .r,jy,  2 dans  l’équation 
F z)  = o,  on  obtiendra  pour  l’équation  de  la  sur- 

face cylindrique 


t 


% * 


. P 


« 4 

■4. 


a -h»  cos cos*—' K),  « — ~>(f  COSA-Hete.),'  £ — ^^(£cosA-M!te.)l  = 

CUS  O COB  i \ » 

. . . v _ Jf:  4*  j,  ( ^ * 

Lorsque  le  plan  de  la  directrice  coïncide  avec  le  plan  xy , 

elle  peut  être  représentée  par  deux  équations  de  la  forme 
~ — o,  F (x, yf  — o,  et  l’équation  de  la  surface  cylindri- 
que se  réduit  à 

1 5 H# 

F ( ~ S V ~zi  C°S_^  D.CQSy  — g COS  g \ _ 

*>•  \ y • *C08y  COSy  )~  °'  , 

""  I ‘ ^ • â 

Si  U directrice  devenait^arallèle^Faxe  dél^e , on^u^lT  * 
<*=  éb==  », 7 = o,  et  la  surface  cyli ftdfique  sc*»rédui rait^  -,  * 

j * 2 . T » » •’  ^ 

à l’équation  de  la  fia  se  : F^£,  rf)  = <*, 

Concevons,  pour  fixer  les  idées,  qu*l  a directrice  soit.  « 


•A- 


/ * * .• 
• '4 

1* 
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1 ellipse  — -f-£j  — l’équation  de  la  surface  cylindrique 


sera 


■ 


(IcOSy  — ÇcOS*)? 


Çeosf)1 

l.  — cos'y. 


4'  b*  ■ 


• » 


/j."ut\Exemple.  On  demande  l’équation’  d’une  surface 

eylindrique  circonscrite  à une  autre',  surface  donnée 
i ^ 

u — o.  ' - ■ 


Pour  obtenin  son  équation,  il  faudra,  d’après  ce  que 
nous  avons  dit,  éliminer  a:,  jy,  z entre  les  quatre  équa- 

tionse  ’ w . . 

< ♦ » * 

du.  ' du  n dit 
u = o,>  — cosa  + — cosG cosy  = o , * 

• ax  rty  rts  •*  . 

....  ?— ■ *>— -r^c— « 

• ■ cos  4^  cosC  cos  y' 

Supposons  que  la  surface  u = o est^  l’ellipsoïde  , 
x2  y1  z 2 

â'+J2±72T  *’ 

1 * 

« « 


-».r . 


Qft  aura 
du  ^ . , du 

‘dx 


dx 


COS*  + COS  C -f-  ^ 

rtz 


* i * 


-«■rç  . t m 

x - y ~ * *($£-x)x  (V — r)r  (ï — sis 

= —cos  * -f-  f-  cos  £ H — cos  y = — — — fA — -p~ L — 0 

r b*  c*  ^ ^ by  ^ cy  y 

%*  • • « 

JL  » " «.  Â _ 

/ • ,2??  Vjj  4 • • 

et  en  réduisant,  - — Ht — P ==  i . 

a2  b2'  c2  * 

Désignons  de  plus  par  2R  celui  des  diamètres  de  »l’el- 

Jipsoïde  qui  sera  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre, 

les  coordonnées  .dé  l’extremité  de  ce  diamètre,  seront 

Reosa,  R cos  6,  %R  cos  y;  et,  comme  elles  doivent  vérifier 

1’équatiAn  de  l’ellipsoïde,  ou  aura 

. * .m 


«JS2  et  COS2  C COS2  y 


( « 
R2  ’ 


T.'i. 


-*  y< 
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. ..  et  par  sujte  « %' 

• ; cos  a cds,Ç  •••  cçsy  cos1  a | cosi  C*  t cos1  y -, 

' ai  'b1  ? c*  • • 

. /<«<.  «.r ,{ri»U 

\ rt2  v*t^  *■ b » c*.  J ' Écôsâ  ircQiîiï  , *Ç  cos  y 

\ v»  •••'  ‘ ■ - 

(<  ~gCQS«\,  3*eosS  »j  4 cos  y ’ <»* 

■ *,  "•  . . ’ * **  ; .*  *’’•*  cl  *»  ' . 
g».  »’  vC*  • /■gcosa  ïcbsff  ÇcosyV* 

'■  “ *“?&i  + ^ ~ 1 ~ R ,1? ; •• 

. ' *•-  . ’ 'ê  ' <.  * ‘ , t.  f‘*  I » # 

“Telle «st  l’équation  'de  la  surface  cylindrique  circonscrite  - . 
à l'ellipsoïde.  Pourdui  donner  une  forme  plus  simple i 
M.  Cauchy  remarque  que  le  jdan  tangent  à l’ellipsoïde  au 
point  (;r, z)  a pour  équation,  en  appelant  X,  Y,  Z ses 
coordonnées  courantes , H ? •.  ‘ ' > ' r „ . • 

- : * • »>-*.%  . :*•■*> 

M V-’-  «■  4 , u - . » 

. OU  **  > p ' ** 

u'  * v Xx  « Y/ , Zz  ^ *»*_>.  . * 

v . • v ; ' . . 

d’où  l’en,  conclut,  en  ayant  égard' aux  équations 

• ..  ' d •'  ,«  • - 

v ' x = Rcos«,  /=RcosC zïfcRcosy,.  ’ 

; ' ♦ __  4 î 

, ' Xcosm  * Y cosî  Z côsy  t . ‘ • . 

• ' ■ -.K+r>-  +-—=*■:<  À ' : • 

* Supposons  dé  plus  qu’ori  mève*  tme  droite  du  centre  de 

. rellipSoïde  à ufl  jjdint  (£  ,07,  Ç) ‘pris. sur  la  surface  Bu  cy-  ; • * . , 

liïKlre  circonscrit.  Cette  droite  coupera  l’ ellipsoïde  et  lé 


• . .%  <■..  . • ■* 

V.  . 

.«  '*V. . - V f > ,V  a 

’ ■*'  \ • ' DÎgttized  lù  GtïOTile 

' > ••,***.*•?- 


f > t *».  , 


v . 


À. 

A 
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< 
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plaü  tangeut  en  deux  nouveaux  pointa  (pOyty,  z)}  (X,  Y,  Z)\ 

# et,  si  Ton  désigne  par  #V>  *5,  £ les  distances  dû  centre  de 
. v l’elUpsoïdfi  aux  Jtoipts  (*,  j,  i);(£, n,  £);  (&,  Y,  Z),  on 
aura  évidemment.  , * 

r=r  : = X==M?’  Y“*’’  z-  ^;  * 

' 1 ‘ * •.  r i\  • f 

et  eh  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations 


' 'If 

jç*  ».  y * 2* 

•’  jl  viendra  r 


lcos«  Y coso  Z cos  y i 

I L.  f _ 


- 

,a  1 


R ’ 


'Vil*  , »*  • D./?c os*  • ocosC  , £cosy^  .v 

Jt  . • . v 

Ces  dernières  équations,  combinées  avec  l’équation  de  la 
surface  cyliiHlrique  circonscrite , la  transformeront  en 


s*  s i i r 

r*  ~ 1 T2  °U  r»  ~ 7»  + f* 


Telle  est  la  forme  la  plus  simple  que  puisse  prendre  l’équa- 
tion de  cette  surface. 

Si  à l'ellipsoïde  on  substituait  un  liÿperlK>Joïde  à une 
ou  deux  nappes  représenté  par  1’équatfoh 

* — . Yi*_  iî  — , on  Z1  _ ^ _ , 

n>  b2  c2  — 1 '°U  e1  o»  ft*;—  1 ’ 

« • * * „•  , • * 

l’équation  de  la  surface  cylindrique  Circonscrite  a Çél 

1 îy  pè  rboloïd  c^c  r a i t,  dans  le  premier  cas,  f t 

41  , fM  cos  « » ■>  cos C v.  g cos  y\ 

a*  4?*  \ b * ♦ca 

#*  • ' _ ♦ ’ 

et- dans  le  second.,  %'  • ^ . ‘ 4 

% . • '*,  •■*  • 

Ç*  I1  r*  • /fccos*-'  * cos£  £ooSy\’ 

s-  —j,—  ^ i — RM  -—r-  4 -, ) . - U 

• c2  .«*  ï.’  W a2  ^ b2  r c2  J - ' 

„ « . • < 
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Dans  l’un  «t  l’autre  cas,  la  courbe  de  contact, de  l’hyper- 
boloïde  et  de  la  surface  cylindrique  serait  plane,  et  son 

plan  serait  représenté  par  l’équation  * _ 

• ■ * 

arcos*  rcosô  zcosy 

h ; ~ O. 

a2  b2  c2 

’ Si  l’on  demandait  l’équation  de^ la  surface  cylindrique 
circonscrite  au  paraboloïde  elliptique  représenté  par  l’é- 

quation  — -4--^  = 2 -,  on  tro^prait  que  le  plan  de  la 
courbe  de  contact  a pour  équation  ,v 


x . y . i 

— : COS*  cos o = - cosy, 

a 2 ^6*  c ” * 

et  que  les  coordonnées  £,»,£,  d’un  point  quelconque  de 
la  surface  cylindrique  satisfont  à la  condition 

xi  ly  _z_ § 

• ff*  b 2 c c 

* I 

i ... 

On  tirera  de  ces  deux  équations,  jointes  à celle  de  la 

génératrice , 


Sot  t «jCOs£  COSy  , u*  _£ 

» ' b 2 

c a*  b*  c 

cos “a  t cos 2S 

% COSœ  ij  COS  C COSy 

a2  b *» 

27 

(Z  cos»  , ijcosC  cosy  Y 4- 

b2  c J * 

-COS 

1 cos  *£ 

b2 

Si  au  lieu  du  paraboloïde  elliptique  on  considérait  un  pa- 
raboloïdo  hyperbolique  représenté  par  la  formule 

■■St  * 

x2  - y*  * z 

a*  b2  2 c'  t A 

’ > t 

l’équation  de  la  surface  cylindrique  circonscrite  dfcvien- 
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- f m * 

, . * /fcos * '<'  «COS O C(fey  ' 
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«*  A*  f 

. <• 


î 


cos  *a  cos*£ 

a 1 A*  ^ 


Supposons  ■enfin  que  l’on  demande  la  surface  cylindrique 
circonscrite  à urtc  surface  du  second  degré  représentée 
par  l’équation 

Ax*-f-By',-4-Ca’-l-aD7z-J-2Ez«4-aFxy+aGa:-)^iH>)*+2l3=K, 

V 

on  trouvera  que  les  coordonnées  de  la  courbe  de  contact 
et  de  la  génératrice  satisferont  aux  équations 

(A.r  7}- Fy-J- Ez -f- G)  cos* -f- (F.r  + By-f- Dz.-p  ti)cos£  > 

* + (Ex  -f-  Dr  + Cz  + I)  cosy  =0, 

. : (Ax'+Fj  + E3  + G)f-d-(F-c+B/  + Dz  + H), 

-H(E*+Dr+  C*-t-I)Ç  + Gx  + Hy+Is  =K; 

et  en  combinant  de  nouveau  ces  deux  équations  avec  celles 
de  la  génératrice,  on  aura  enfin  pour  l’équation  de  la 
surface  Cylindrique  demandée  : , ■* 

Af  *-+■  B»v-+-  C£>  4-aD*Ç  -f-aEJf-f-aFÇ»  aH»  -f-alÇ  — K.  v 

_ [(A|-+-F»a-.lfc^-f-G)cosg+  (F|-à»Bii-hDg-t-H)  cosC-r-(Ej;-+-D»  -nCg-i-l)<;os  > i ' 
— A cos’«-i-Bcos*C-hCco8’  y-t-îUcüsCcosy  -f-  aE  cos  y coSj*  -+-  aF  coaacosC 

’ •*.  T . 

^ 213.  Proposons-nous  de  faire  passer  par  une  directrice 

donnée  une  surface  conique  dont  le  sommet  coïncide  avec 

le  point  (x0 , yn,  z„).  Les  équations  de  la  génératrice  se- 

f x p « y 0 ^ z„  f < » r 

ront  : — : — - — i-  — et  puisque  cette  genera- 

cos*  cos  © *%cosy  i . 

trice  doit  toujours  rencontrer  la  directrice  en  un  point 

(x  ,y,  z),  on  aura 

'#1  " 

t — x„ y j o z zn 

cos*  cosC  cosy  ’ * » 


« y*-. 
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Cela  posé,  si  entre, celte  dernière  forpruleet  les  équa- 
tions  de  la  directrice  on  élimine  X\  y,  z l’équation  ré- 
sultante 4qui  renfermera  seulement  £ , >5,  Ç sera  précisé 
ment  celle  de  la  surface  conique.  ^ "*  ' 

Exemple  : Si  la  directrice  est  la  courbe  plane 

Ax  -f-  Bp-  -f-  Cz  r=  K'V  V [x,  y,  s)  = o , 

' 1*  ‘ . 

* v • • • * 

on  aura  " . ..  * - * « 


■jro)+Cq- 


(Aj^  + B/o  + Cz, 


■rJ+c  %-z.y 


■;r/.v  • 

f’éqttatipn 

Sfc?'  » 


En  substituant  ces  valeurs  de  x 
F (x,y,z)  = o , et  posant 


ou  trouvera  pour  l’équation  de  la  surface  coniqtiè 

■*  ' /!•*  * } •'  jr 

F[r0  — (f  — x„)U,-  y^  — (*—  Jo)U,  z„  — (C^-z»)U]f=o 

. f'  / — 

Lorsque  la  directrice  est  comprise  dans  le  plan  ay  et  re- 
présentée par-les  formules^  = o,  F (x,y)  = o,  l’équa- 


f ■ » ; 


' ' a • ‘Mzz^ri r- • 

•..'■>  ■•'  % * <t  /*<•-;  .•  >Vi-t .•  ... 

/ ’ r /I 1 1 i J /. I A .1  . r«%*  4 


Supposo9^$DâmQni«bt,^ù(\  Ja^rface  conique  doi*e  flte 
t^r  V circonscrite^  ur^  iUfir-,surlaec  n;==oi  comme  CIi  chaque 
v'i*  ♦-  point  de  lïrœufbe 'dp»eontaèt  des  deux  surfaces,  la'géné-  ;j». 

• \ rati^ce  dt^4apr«mièr$  et  la  normale  à la  $î*conde  se  cou- 

- ; ' pcrdtrt‘à'  angles  droits , les  coordonnées  x,  ÿ\- s;de ..celte 

courbe  vériO,ct*()nt’évjdemment  les  équations  ' * 

jSt'-  ■*<  1 - ' * « . ' - "*•  . ;'l  • . ‘ r i 

■:  , V •*.,  du  * J ...  *■  dil,  •’  ..  . du.  * 

• ....  ..£*  , • • 

» , * . »J«  r a.*  ,^r  . *{- j # 

ü'-fÀÜ  <*  V *«.  !..  •.  r * ...  .... 


• ' . . * r .•  *>  *t*  r ^ ^ ^ V • jp».*  3 2 

N ,'ètre  oirconscrite  à l’eib^isoïde.—  + n + ^i,  on  de-  ' 

, , . *W„/<  . ’ * Va*  • • » c“ 

' '•>  * • * ' „■  • * . v" 

•r  via  avoir*  ’ / ^ 

. ^.V'4  ^ 4 v y • 

. ' ■■■"  * # it*  t**) + >&**  h ( z * zJ - ° > 

% • /I  * • • * c ^ O Ç ^ * fc 

» * S k . 1 * 

♦ , T » * / * % ##  . ^ * - ? . . • 

et  en  féduisant  ,'  . ..  T*'**  W * # * 

- t*'  * « « • *•  . _ * » • 

. . “ * *Cùf JoJ  f Z0Z  ..  •/„  ' , * . 

• **  • : à*  v e*  ~*‘*t*-  • -f/  *.  * • 

, ♦*  ^ ^ # V . j * * • . N < fm 

. ^ V1' . la-  cotise  de  copia  cl  sera  une  courbe  plane  et  en  gyant  ,•» 

: . ‘V  **  ^ . v . ;•’  • 4 \ *•  *rv 


* 
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.*  , égard  à cette  équation,. on  trouvera 

- . • •'  • * ' * 

*i  tT..  ■< *3->!  + (Cf»)  5 

* xo  ~~~  ^ 0*^0  J y*  zn  ~*  •'  * z jt*  , l^'pl  — 

- * . 

. _ V «.  * *'  • r 


xo%  , . y oi  .,  zoÇ 


/o  i 3 o «*_  . _ ï f V.  -.J  * ' * "*  V » * . Ç 


c* 


** 


F + -F  + -T  J-,  f,  ' • 

t‘  > .•.-'  '■  •*  +£+•.'■  «>-■  < F*- 

. . ‘ ? * ’ , J''.  •'  •/  * i *)  ■•. , * s ,« 

.•  • u./  --  /»>- "’FTï  'tr*»-  1 


» » •*  •-■  ’ 7»  ,»  * v 77  * 

*■-  •"  : '•*  * .■>  i_ , 

-,  .1  • • '.•  -•  /•-  -*vv  **  r c»  V 

. “ . . • . t • - ■.  » *>.■ 

et  par  suite, t V ■*  -,  • V , '*•.'•  ^ * V’ 

^ . z»*1  ■ ' *»C  ■ Y_ /xo  ,7^0 ÿ 4 / gl  r.yJ,  t*  't 

• \^+F+7-,jn7>  + F + ?“Aj.^  + .^  + ?-,j' 

_ * à . . ’ - : .?• 


» 

.♦ 


Telle  ^st  l’équation  de  la  surface  conique  circonscrite  à 

* l’ellipsoïde.  Cette  tnème  équation  peut  être  présenté^  ; 

* sous  une  forme  plus  simple.  Soient  R„  le  rayon ‘.vecteur  . 


7>  * 


menq  du  centre  de  l’ellipsoïde  au  sommet  de  la  surface 
conique;  a, '6,  y les  angles  qu’il  fait  avec  les  axe%;  R. la 
partie-de  ce  rayon  vecteur  qui  représente  le  rayon  de  l’el- 
lipsoïde ; l’extrémité  de  ce  rayon  aura  pour  coordonnées 
R cosa , R cosë , R cos^y,  et  l’on  aura 


■\  i 


1|  « . ♦ ' . ^r‘. 

cos1*  , cos ’f  ti  cos'y  efr 

% ~n- 2 '"Tï»  . c2  “ R1’  * * 

* xa  z=z  R„cos«,  y„  = RucosS , z„  — R„ cos  y , 
rl  f\  ■ ZÔ_R,  ( cosf*  cos1  g cos 1 y N _ R1 

t ; , “r  »rr  =1  i-j a “i”  /. i T-  -a  J rj’ 


TS 


. ,t  et  l’éqtfttion  de  la  surface  conique  deviendra  • w'  ^ 

•i*  » f r * . » , . 1 

Vf  cos*  <»cos?  ; §COSy  vi  V /'  i i .Y/f*  . d*  , C1  \ 

V“F-+rrr"  + ~“Rp  ^rv/v  ■ 

....  * •*  •*  t * ■ 
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Concevons  à préseut  qu’une  droite  soit  menée  du  centre 
de  l’ellipsoïde  à un  point  (£,17,  £),  choisi  arbitrairement 
sur  la  surface  du  cône  circonscrit.  Cette  droite  coupera 
l’ellipsoïde  et  le  plan  tangent  qui  touche  l'ellipsoïde  à 
l'extrémité  du  rayon  R eu  deux  nouveaux  points,  dont  les 
coordonnées  x,j,  z , et  X,  Y,  Z,  vérifieront  les  équations 


f,  » W,.  — 1 > 


X cos  * Y cos  C Zcosy 

L » 1 


a % 


c 1 


1 

R 


% Dfc  plus , si  l’on  désigne  par  h,  s,  t les  longueurs  mesurées 
sur  cette  droite , à partir  du  centre  de  l’ellipsoïde,  et  qui 
aboutissent  aux  trois  points  (x,y,  z)\  (£,  «,  £);(X,  Y, Z), 
. ? on  aura,  comme  on  l’a  vu  plus  haut, 

* 7 *■  ■ 

s 1 - _/fcos«  »cosl 

* a*-  b * c*  r*  * \ a*  b* 


ÇcosyX 

c*  J 


et  par  conséquent 


V •**  . : LY= i"— - — ^ _ 1 


A ' 

À*  J 


Telle  est  la  foriïtte  la  plus  simple  sous  laquelle  on  puisse 
présenter  l’équation  de  la  surface  conique  circonscrite  à 
l'ellipsoïde.  • • ..  \ a»  : » * x. 

Si  à l’ellipsoïde  on  substituait  l’un  des  hyperboloïdes 
représentés  par  les  équations  i 


J.*  yl  z ' zJ 

« 1 b 1 c 1 ’ c1  a * 


y' 


1 équation  de  la  surfa  ce.  conique  circonscrite  se  réduirait 
■ à l'une  des  suivantes  : 
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Pour  obtenir  (équation  de  la  surlace  conique  circons- 

* * X ® ' ' •y*  * 23  , 

cri  te  au  paraboloïde  elliptique  — q-  ^ — — , ou  remar- 
quera que  les  coordonuées  de  la  courbe  de  contact  eide  • 
la  génératrice  satisferont  aux  équations 

-,  * •'  • ’*  ' . * • - ' 

■ÿ  *1  . r*  ' v'  * C '*<**,  y o?  • •» 

, ■ • . „ fl  * b*  c c’  - a*'  '"fi1?  , c \ „ r ’» 

on  aura  dès-lors  V.  . - • - K ’ ■ 

• * ' • ' >' 

£ — x i — y . £ — « y ..  . b'  e a*  i*  c 


, : -Zo—x  rô—y  z0— s . -g..?  | r«i  , <4-^* 

«*  ' b*  * . tt  . ^ a*  4*  f 

f et  par  conséquent 

■ ' /foo?  «iol  , >i'  aaoVg1»  . 9 1 *C\ 

Va*"1"  6»  rV  c',;  $*’“'”$*  c/ 

■ * - - 5 - . O ■ . \ ; lip  ■ • X , 9 

.Si  au  lieu  du  paraboloïde  elliptique,  on  considérait  un  ^ V 


»'  **** 


paraboloïde  hyperbolique —7  — — = , l'équation  de  V* 

la  surface  conique  circonscrite  deviendrait  évidemment 
' ■ ’ .roi  g , , <*.  a4V  •.  * . 

• ”v  ^ jsf?*  - b*  C J yfl*  b * C />*  C 1 

’ . Supposons  enfin  que  l’on  demande  la  surface  conique  eir- 

t .•  consente  à la  surface  représentée  par  l'équation 

Ax*-f-B_>- J -f-Cz  ’ -f-?.  D/z  -(-  ? F.  zx-|-  ?.  Fx  r q-  a G xq-  ?.  IF>  -f-  ?.Iz  ;=  b , 

■ on  trouvera  que  les  coordonnées  de  la  courbe  dp  contact. 

' et  de  la  génératrice  satisferont  aux  équations  v g 

» > jmL  Hwlv>  ' lL* 

* , (Ax+Fj  -f-  Kz  q-G)£-l-(Fxq-  B/ q- Dz -H'HJ  * * * » .'•- 

jj  -+-(E.r  -f-  Dr  -f-  Cs  + l)£ -f-G-^4- %’  -f-  I z — b.,  * 

V.  j ; Ax  + Fr  + Kc.  + T.  q- ; Kr-(_  ’ *\ 

' -+-  ( Ex  -f-  Dy  -f-  Cz  -J-  1 Ja,,  q-  fil  q-  Hr  +1  z = K.  j ' 1 

■.  •r‘' 

• V*-*  4 V t ■ -•  • • . 

Â4»V 


4BK 


. ; - - r , -i’.-  m V -i  7 

. . ■’  . V *l  , •' 

■ . i *a  ♦.->  > * . r ,v 

••  * •••;«•  T,  -..-w  * , - -X®1  • 

. . . , ’ > “•>  ■ * 
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en  partant  de  ces  équations  jointes  «à  celles  de  la  généra- 
trice , on  trouvera  ,;)pour  l’équation  de  la  surface  conique 

. fc  • & 

AJ*  -f-  B»,  » + C£»  4-2Dh^4-  4-  oFj„  4-  'iGJ  aH»  4-aI£  — K 

C (A|4-F»+E^-t4ijTo+(P^-t-bl.4-I)>:-fB>.+(Eg4-nl,H-C>;+I)g0-LG^+Hl,+i;- Kl* 
— AxJ  + Ii/J  -f-txj  -+- aUr,,i0  -f- uEs„x0  H-aExaTo'-f-  uGx„  ultr,,  -+-  v.I*.,  — K 

« ' * r*  r . - 

" ' C_  ' ’ ' * '•*•  V* 

21 4.  Proposons-nbus  de  fâire  passer  une  surface  co- 

• » noïde  par  une  directrice  donnée.  Si  cette  surface  a pour 

axe  l’axe  des  z , les  coordonnées  £.,  «,  £ de  la  généra li  i ce 

* «menée  par  le  point (x  z)  de  la  directrice, ‘véritieroni 

. • *' ■ '•  • •**rf  f j-,  ' £ •*  *t.  % 

les  deux  formules  - = - , £ — z : donc  si  entre  ces  for- 

. ' % • T x y 7 ■ y 

• mules  et  les  équations  de  la  directrice  on  élimiùe  x , y,  z , 
lequqtion  résultante  qui  renfermera  seulement  J •,/],£ 

,•  sera  précisément  celle  de  la  surface  conoïde. 

’»  f>r  Lorsque  la  directrice  est  une  courbe  plane  ' 

Ax  + Bj  +‘Cz  = K,  F(x,7,  z)  — o, 

. • / **  * . ' >**  . ’J.  ' • .. 

• on  trouve  . . • • , ‘ v - ... 

- A£-+-  Bij  A|-f-Bu AS-f-^s 

, . ’ ’■  * ~r  ^ Ax-t-  H»  _ K.  — Cs  “ K -CÇ  ’ ■ ' x ■ 

* ' et-pàr  suite  -,  \'s>  *■<»*?•}*"  , 

n r . *-  r • «**  , ^ • * . 

‘ — r.  '■  « 


y 4 r V ^ ^ *3 

Ç’  *=<ÂÎ+B,’ 


r=rï 


ces  valeurs,  substituées' dans  l’équation 2? (.r  fjr,  z)  — o,  ♦* 
donnent  pour  l’éqttation.dé  la  surface  conoïde 


. ' '%£*/.  kVC£*‘-  ;•  cç  A 

; . '-J**  vAi+B,’  * -pi;,’  ° '-*■?-  * 

Dans  le  cas  particulier  où  la  directrice  est  renfermée  dans 
un  plan  perpendiculaire  à Taxe  des  a:  et  représentée  par,  } 
deux,  équations  de^  la  forme,  k'—**»  F {y-,  z)  =.  o,  lé- 
. \p  quation  de  la  SU^ac«5conome  se^réjîqn  w?g  « r 

. t>  dCto  2t  ••  * '--r.  c*  ' 


■ e-  - 

»*  ’i 
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Ainsi,  par  exemple,  si  l’on  prend  pour  directrice  l’el»  ■» 

y>  21  ' ' 4 ’ 

lipse  x = a,  — - = i , la  surface  conoïde  sera  repré-  / 

* * a1*!*  f*  ■ 

sentée  par  l’équation .-^7  — = 1 , à laquelle  on  par-  •• 

viendrait  aussi  en  prenant  pour  directrice  le  cercle 

- ac  , 

■ï  = -j,  y*  +2’  ==«’:,•  . 

r ■ ' ' - ’ ' v - 

Supposons  maintenant  que  la  surface  cojnoïde  doive  être 

circonscrite  à une  autre  surface  u — o..  Les  coordonnées 
d’un  point  quelconque  de  la  courbe  de  contact  devront 


vérifier  les  équations 


i t.'1- 


'üfe-’ 


: ^ 


_ du  ndu  _ f/u 
» — o,  P,7-  + QT  + Rr  = o> 

' '-S*kn'  dr  dz 

• - d1?  • 


. qui , parce  que  l’on.a 


;tr 


•« 


3 ? 


>.*5  <>  = , «>  = 

> ^ « y . 

se  réduisent  & ; • .^»  . » 

>;  v.  ,’\ddu  du 


.V 


. "* 


u*r  f(r 

Cela  posé,  pour  obtenir  l’équation  de  la  surface  conoïde 
il  ne  restera  plus  qu’à  éliminer  x,  y,  z,  entre  le#  quatre 
équations  • I •.  Æ -i’V  . J 

- ?=«.  .=<»,  î5+r^-°-  * 

Concevons  en  particulier  que  la  surface  * conoïde  doive y» 

être  circonscrîiea  l’ellî  psoïde  * ^ 

- .«f sr  ■ ■ , > - 

- >-±.T  ,-’(A.roKl  (z-^  _ 

" . *"  - ‘V.‘ 

l’équation  je  4-  y ^ =?=  o’’  deviendra 

X i **  ■ 

* ' ■»;  ■*(■»— x0^  , y(,r  — Jq)  . _ 


. « «fi*  a*  if**"  • ht**, 


J' 


V , 


> * 
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. ' * et , eu  vertu  de  l’équation  X = - , 


~ (x-~x0)+  £ (jr  —ya)  = o; 


on  aura  dès-lors 


— x„ 


r—  r»  *«,)» — (.y  — r»)l__  jof — xos 


î!  _i_  0 
,<É*  è*  a* 


V V ^ * . • V1  ■?  «»-'■  V c* 

:±«0 


J_  fil  a-  li- 

ai V a1  i* 

et  par  conséquent 

* »)*—/* 


/f; — r*  - /l^ — r>  ’ 

"£e  ■■;■  + ^ 


..  r 


(S+S)E-^ 


«’i* 


< 

Telle  est  l’éqüation  de  la  surface  conoïde  circonscrite  à 
l’ellipsoïde. 


3>  ^ ' 

v Si  l’axe  de  la  surface  conoïde  coïncidait  non  plus  avec 
l’axe  des  z,  mais  avec  la%roite  menée  par  un  point  donné 
zq),  de  manière  à former  avec  les  axes  coordonnés 

• * les'angles  a , 6 , y , les  coordonnées  Ç,  y;,  £ de  la  généra- 

trice menée  par  le  point  (ar , y , z)  de  la  directrice  vérifie- 
v raiènt  les  deux  formules 

• ? ► . * Vr 

(?  — x)  cos*-f-  (<i — y)  cosf  -f-(  Ç — 2)  cosy  = 0 , , 

((  — r)  cos  /-(-(>) — /)coSai  + (Ç  — z)  cosa  iro, 

% ' • ■%  ^ 

• ",  rri , n désignant  les  angles  que  fait  avec  les  axes  la  per- 

pendiculaire au  plan  qui  renfermerait  cette  génératrice 

avec  l’axe  de  la  surface  conoïde.  Ces  angles  sont  d’ailleurs 

» -•  *,  . % ü - 

liés  éhtre  eux  par  les  deux  équatifîins  ^ 

• ► \ * V “ i. 

cos  * cos  l -f-  cosC  cos/r;  -4-  cosycosw  o , 

% * . « 

(x  — x„)  cos  / + (y  y^jtosm  (2  — z„)co»«  = o, 


», 


- >.  ■ 


. >* 

f- 


v‘  ' 

S. 


*>  «< 


.jDigitized  by  Google 


* 


.V 


,*  J * <• 
«T* 


CALCUL  DIFFÉRENTIRL. 


cos  m 


43o 

descjuelles  on  tire 

V t* 

cos  / 

- - — ; ' T * . , ■ ■ 5 * 

( y — j0)cosy  — (a — zu)  cos»  (a  — a0)cos*  — (x — x„)cosy 

•4  cos  n * / , 

f ~ {x  — xB)c<j££  — {y  — f0)cQ9*  ' 

Les  deux  équations  de  la  génératrice  qui  passe  par  le  point 
(x,y,  z)  de  la  directrice.scront  dès-lors 

..  v • ' * n*1  : • , ■ ■ %v  • ,*  » 

(f — x)  cos*  -+-  (n — y)  cos  C -f-  ( Ç ~<£)  cos  y =,  o , 

[(y  — /«>)  cosy  — (a  zs)  co.sC]  (I  — x),  à . 

.",-f  [(zr^*o)cos«  — (x— *„}cosy].(i»  — r)  Y = o, 

+ [(a?  — xa)  cos»  — •j„)cos<«]  (Ç  — a)  ) 

.*!  t ' ' ' . 

et  pour  obtenir  l’équation  de  la  surface  coûoïde,  il  suffit 
d’éliminer  x,  j,  z entre  ces  dciA  dernières  étjuations.  cjt 
les  équations  de  la  directrice.  On  peut,  danâ  la  seconde 
des  équations  de  la  génératrice,  substituer  les  coordonnées 
> |,  »,  £ àiïic coordonnée^  x , ÿ,  ce  qui  donne  ' • ' 

^ I»  f ^ T*  \ 4 

[■(*—-  r»)cosy  — ZojcosC]  (|  T-  x).  I 

+ [(£  — 2o)cos«  — (£  — ■ *0)cosy],(*  — y)  > ?=  o-. 

-f-  [(é  xJcosG  — in  — /$cosa](£— a)  ]•  , • 

r .•  * ..  ..  , • -W,,  ■»  “A2-^V  ’• 

Or  de  cette  dernière  formule  réunie  à l’équation  ■ ^ ^ 

(f — je)  cos  a -|-  (n — y)  cos  S + ^a)cos-/#=^  o, 

• . , - . . :•  » V < < ♦ * ' ’< 

> .i 

■î  > 


on  tire 


, • *«v 

*r,i  •’ 


X * t MK* 

4'~*x 


•*  ■ ( % — Xo) — {(£— j.-0)  cos«4-.(*— .To)cos»-f-(£  — a„  ) cos  y]  cos  « 

\ \ 

' ~ U—  J»)— [(f  — &>£[» + (»  — Xo}cosC  a»>oVÿ]  co<$ 

•AjiLI > * \ ,T  ' ^ '~L  *%-  

(Ç  — *»)  — {(^V  -y»)  cos  * -fe  («f  COSte  + (Ç  — Zo)  COSy  ] CO^y  ' 

^ • *»  » j*  •* 

Lorsque  la  directrice  est  plant;  et  représentée  par  les  équa- 
tions x cosX  4- y co|^t  -4-  * çosv  = K , ^(0? , y,- z)  = o 
chacune  ^es  fractions  qui  précèdent *est  équivalente  au 

• . • , 4*  K 

x '*t* . V * ■*  A 
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( f— fb>t03>+;H  — y<i)jCOs  +(Ç— * o)  cos  ? - [ ( f — x0)  cos  »+(»— r0)cosC+^;  - «o)  eo»y]cos  J-  ' , 

. dans  lequel  cosd  = cos  a cos  A -+-  cos  6 cosu  -|-  cos  y cos  v , 

• , et  de  cette  seule  remarque  On  déduit  immédiatement  les 

. «valeurs  de  x,  y,  z,  qui , substituées  dans  la  seconde  des 
équations  F (x , y,  z),  = o , fournissent  l’équation  en 
*£,  n,  Ç propre  à.  représenter  la  surface  conoïde.  » 

Si  l’on  prenait  poür  directrice  la  droite  qui  aurait  pour 

V x — y,  y — ' • *'  ' . - 

— — — *— • , on  trouverait 

1 -•  ■ >■ 


équation 


cos  A 


cos  ^ 


cosy 

t ' 


(g  — J|)CQS«  -t-  (il  — y,)  CO»  S-f-  (g  — *,)  COS? 

• cos  <f  . 

[(»-r0)cosy-(j:-/<,)co3S1^-j,)4-[(g-Zo)coBa-{g-Xo'co6y1(»-j'.)+[g-go)co8  6-;..j-„')cos«X^-^.) 

[(«-ro'cos y- (£-*o)cos  6Tcosx-t-[(f-îo)cos  *-(  f-x0'cos>]cos  ,«-»-[( f-«rc)cos  £-(»-,r0)cos a]cos » ' 


.R.> 

<• 


Telle  est  l’équation  du  paraboloïde  hyperbolique  engen- 
dré par  une  droite  qui  se  meut  en  s’appuyant  sur  les  deux 
droites  . *■  ' ' -V  " 


iiifï 

cès«e  COsC 


COSt  -COtr 

• V ; . iVJÇ 


. ».  - vj.  : • * 

V •*— _ Ç ~ zi 

> tt  — * r ■* 


COS  A 

«V  ■*  ", 

t 


COS/*  ’ÿOS)' 

.v  . / s 7 _•  * 

ry  . 


4.» 


et  de  manière  à rester  toujours  perpendiculaire  à la  pre- 
.nji&t# de  cesijlrbites. . j:  * ’ *■  •»  . y 

Lorsque  la  surfaCe  conoïde  doit  être  circonscrite  à une 
autre  surface^/  = o,  on  peut  prendre  pour  directrice  la 
* courbe  de  contact  de  ces  deux  surfaces  représentée  elle- 


du  ? * 


v—  '•*  : ; * ■.  •*>.  - . - ■ 


jt 


* , 


j*  » *•  • • 

->•  ’ '4 

t * t-  ■ * 


.f 
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Cette  dernière  équation  exprime  qu’en  chaque  point  de 
la  courbé  de  contact  la  génératrice  de  la  surface  conoïde 
et  la  normale  de  la  surface  u ==  o se  coupent  à angles 
droits.  * 

215.  Proposons-nous  enfui  de  faire  passer  une  surface 
de  révolution  par  une  directrice  donnée.  Si  cette  surface 
a pour  axe  l’axe  des  z , les  coordonnées  £ , r, , Ç du  cercle 
générateur,  passant  par  le  point  (x,y,  z) de  la  directrice , 
vérifieront  les  deux  formules  £ * -+■  u*  = x*  -hy*,  £ = -z  *, 
donc,  si  entre  ces  formules  et  les  équations  de  la  direc- 
trice on  élimine  x,  y,  z , l’équation  résultante  qui  ren- 
fermera seulement  £,  r>,  £,sera  précisément  celle  de  la 
surface  cherchée.  * - ..  .*  • . 

Supposons  maintenant  que  la  surface  de  révolution  doivé 
être  circonscrite  à une  autre  surface  représentée  par  l’é- 
quation « = o.  Alors  on  pourra  prendre  pour  directrice 
la  courbe  de  contact  des  deux  surfaces , qui  sera  repré- 
sentée elle-même  par  les  deux  équations 

* du  du 

u = o,  x- y — — o. 

y.  dy  . dx 

• <9tf  ' J , 

Concevons , pour  fixer  les  idées  que  la  surface  u ==  o se 
réduise  à l’ellipsoïde  de  révolution 

• - «> 

(x  — Ko)*  -V  (y  — J»)1  = — [c*  — (c  — z0)»J, 

- , ■ * *-■ 

, du  du  ....  x * y 

1 équation  x y — — o se  réduira  a — = — : on 

“*•»/,  «r  . 4 y a 

aura  / ^ ‘ - ' . , _ 

* x_  _ y_  _ -i-jr  ‘ _ . yi*  -f- 

x°  ‘•jr°  y fl  + y * y»l+ylKy 

x — x0 y,  — y o __  _j_  1/ sx  + »>* 

X*  ~ T?’-  ” VK+yl  * , ' • 

. L 4-  (y  — jr°)*  a — .(g  — y)1 

> “ _ c t/x;  ’ 
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**  et  pàr  suite  . ’ * ..  ‘ ’■*  î 

[y x\  -hji  =p  v/f* -(-»*> 


ou,  ce  qui  revient  au  njeme, 

■ * • * *r- 


i .» 


-'^[C*—  <4-ao);i  + *i  H-JÏ  };-  4(*Ô  + .TÏ)  (*■  + 

. , ♦ » 

Telle  est  l’équation  la  surface  de  révolution  qui , ayant 
«pour  axe  l’axe  rfes  z , est  circonscrite  à l’ellipsoïde  de  ré- 
volution donné#  ,i‘* 

* . Si  l’âxe  de  la  surface  de  révolution,  coïncidait /ion  plus  ■' 

, . avec  l^xc  des  z , mais  avec  là  droite  menée  par  qp  .p'oiiit 

donné  (a:0,  ya,  Zu),  de  manière  à forcer  avec  lcl«ifes  ccr?  % 

tains  angles  a,  o,  y,  les  coordonnées  £,  rj,  £. dif  ço^ple-  ™ ' 

*■  générateur  passant  parle  point  (ar,  _y,  z)  de  la  directrice, 

Vérifieraient  les  deux  équations  Vf  ^ 

\ .*  . v » ' * \ - 
• (? — .r).cos«-!-(ij — /)cos£  + (Ç — z)cosy=ro, 

• ■ &0)*Hié— ro)’+(Ç— z„)% 

,frl  ( ■ '*  ^ 1 .A  1 

et  là  sui-face  de  révolution  circonscrite  pmtrraiu^tre  con- ...  . » 

sidérée  riommc  ayant  pour  directrice  la  courbe  représen- 

tée  parlas  équations  ^ , • 

« 3=0,  [(/— .T^CosS— z„)cosy]  -£+•  [(s  — 30)cos*  — f.r  — ar0)cosy]  ^ ^ 

V V*  * # * . f . 

*■  ^ '*t^-^o)c6se^C>-r0)coà«l^è=o. 

• .4  •’  “ «.  » ftz , 

> > . r » „4  _ 1 4 1 * 

. Ces  applications  s’irisent  pour  montrer  la  marcbeç  suivre  ^ ^ 

‘ dans  chaque  cas  particulier.  i ...  f - f\%  ’ » * • 

*.  t*  . ^ , ■■#  ....  *.  v ^ 

. % .'•-r-  • Zi*  & £/■■*  ■ * 


* 


vy? 


* r 

*»  ■ < 
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j Kquftlions^ux  dérivées  partiollcs  «les  surfaces  cngcurtirés,  parole 
.*  mouvement  «les  lignes.  . ^ V ' 


c.  „«<? 

4 > * 


# « 

«I 


*.  * 

* + 


* . 


-,  * * * * - - * 

- - . A M > . ‘ wi- 

21 1>.  Considérons  d’abord  la  surface  efrgbndrée  par  le  ï 

* ' mouvement  de  la  ligne  représentée  par  les  équations 

e = c,  w = f(c).  Si  l’on  nomme  />  et  q les  valeurs  des*-,  •• 

4 • dérivées  partielles  que  fournit  l’équation  de  fei  „ 

^urface , dans  le  cas  où  l’on  regarde  X,j  comme  variables  £ 

•%  indépendantes,  et  a comme  une  fonction  dé^âs  deux 


anr 

* dz  — pdx  q-  .y djr. 


« 

* 


V* 

ruaiuT 


4^  cette  dernière,  équation  sefa  toujours  satisfait^  quant 
t '•'•les  coordéHfrees  x,  y,  z ^fieront  de  manières  que  hP  f| 

■*  point  (x,y,  z ) décrive  une  courbe  comprise  dans  la  snr- 
- wfe  de, dont  i^'s’agit.  Or  si  la  courbe  en  question  se' confond 

atipc  la  ^génératrice  de  la  surface , elle^ira  poqr  équation 
, , , * F = C,  W = et  des  différenticlles  de  ses  coordonnées 

,.c-  vérifieront  les  form^ff^.^1  ■ 

* tp  ■ . s dv . t dv  * dv  ^>dw  J*  ' dw  _ S dw  _ M 

: t 


dp  * dv  , dv  , *jlw  dw  , ’ dw  , & ,, 

+ = ...  * 


• e^àisant,  poAréger,-  ^ .7j 

’ é*’*  ~dy  d%  dz  dr  ’ dz  df£  dx  dz'  a-  '• 


& 

• * 2? 

’■*>  «f;-  » 

v * 


*« 


te  I 

•f 

4-  ~ ' .*  • 


-,  •.»  *.  . 


•S- 

•*  t 


f 

r V<* 
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dx  dr 


tlz  4 


ontiiya  de  ces  deux  équations  — = ^ = -,  et  puisque 

■ les  dilléœntielles  dx , dz  doivent  vérifier  l’équation  • 

* (\z  ^jxfx^pdy , on  aura  défyiitiveÆient  ^ ' 

» • « 4 • fyj  -H  Qy,^=  R.  ? ,j  •» 


# 


* 


« Telle  est^  ^équation  aux  dérivé^  partielles  de  toutes  ^ 
les  surfaces  cpie  peq^  représente*»  1 é?Juati|tfi  Ml  = f 
et  qui  sont  cngeudrecs  par  h^norivement  de  la  jjg^e 
v = c,  iv  = ÿ(c).  *ette  équation  gpx  <déri\jîes  par- 


4 fonotifins  déterminées  des  variables  x,y~z. 

On  peut  parvenir  directement  à l'équation  P^-4-Q«^=R, 
ixn  éliminant  par  une-, double  dillërentiation  la  l'onetiqqç. 
j ^ *'%n  ellëtf  ditlereutions  l'équation^  w = <j>(e^oj  rega 


trdai 


?• 

nr 


■t  touf  à tour  x et  ^ ouy  et  z eopïmo  seules'  varinbl^,  • 

viendra  jf.  'J& ^ ^ * 4 ^ ^ 4 


w 


t j * ' .•4^4-’  r/«>  ' dç(v)  ( dv  Av  \ 

SÎ+*7=  * 


d, 


i divisaut  ces  deux  équations  l'un«t„p; 


L'  ¥ 
I autjv 


+ ‘ 


♦ '♦ 

*< 


ou  léfr  10  . , 

♦ Wf- 


ï%§  . 

^ÏÏÜdti^^l  éii  croi*  p^éliminer — j-d,  on.  retrou vdlajj'  4 
l’équation  Pfi 

On  pourrait  encore  établir  «■eilt,-  écpiation  e 


* t 


i -Seiotirp.erpejjnienlaires  t mu  a I aulrç.  140  ellet,  #èsj|psi-  «glr  * , « , 

t nus  des  aii^bç  (}\iq^’o4*enlavec  les^ïxes  lajj^malettla  1 , ? - 

i angeOte^bnit  lifrpDvt tfennB^d’jÉjfe  -ifort . imx  <Ma >t i tés  > 

_ . (l^l  afftreaux  riz  jiréeadqto  * z"”  . *e.  . 

F . JS*  JL  fe.'  * ’r  '■V  .5 

* J .4  - , jjW  • ' « 

f ' ’À  . JSf  • f * ! 
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w 


équations^de  la  génétetriçé,  et qiav  conséquent  à P,  Q,  R; 
donc,  puisque  le  cosinus  de  l’angle  des  deux  droit**  doit 
# s’évanouir,  oti  aura  * 


« 

**  r 


* \ 

P/;  -f-  Qy  — R = 9 ou  Pfj  Q«7  = R. 


c'\Exeniple  : Concevons  qtfc  l'on  j^femande  l'équation  _ 
> aux  dérivées  partielles  d’une  surface  cylindrique.  •Si^l'on 
nomme  «,  £', -y  les-  angles  formés  parla  génératrice  avec 
le?  axes,  s?s  équations  set-out  , * 


, * » J <*OS“ 

et  l’on  en  tirera 
* % ,lx 


y— y a __  g — z« 

CO  S y ’ 


f 


cos  s 

dj 


tlz 


COS*  COSÎ  COSy’  ■>.  * ^ 1 T|*« 

f * K f x.  ^ ' . 

r m t fle  sorte  *jue  l'équation  aui^  dj^vées  partielles  des  sm- 

* » ' • • 1 & > v?/*’* 

» m*  '%'WlCOSy  = pX OSa  -+-  o cosô.  $ * V 

* W F * , . . 

Poj4-  l’éfcblir  directcmcn%il  suffirait  d’exprimer  que  la 

^iormalÿvmenéc  .par  un  point  ‘fjqelconque  d’une  surface  ? 

*r  *■  * r cylindrique  forme  un  angle  droit  avec  1 ’uftè^ quel conqu  & 

^ dps  généra  tri  «3fe.de  la  surface.^  * * 

; 2“e  jB’xewqjjZe  : On  demande  l’équation  au*'  dérivées 

, - partielle*  d’une  s»rfacc  conique.  En  appelant  xQ,  ja,  s0 

.►  jÿ  « Je» coordonnées  du  sommet,  les  équations  de  . JÿJ^néra- 

• x . tripe  seront  enfrgr.fi» 

* * , ■ * x , ..  s - 

* ♦ . r—yo  __  g — go  V 

> . •ét  'S  *><  COS  a CO#  cosy  ’ . •. 


J •* 


" f ‘ 


• d’où  llon*irei 

* , %*  «y  *.  a 


rfy  _ ^g 


<•  * 


***  * 


> . * 

■4  •£<  . * 


**  . 


cos*  ~‘i*ços£  * ' cojV  . ' r»  u 

J*  # • i ' ^ i*ar  s«,te’  ? r * „ ^ 

* 4rst  • :*  V;<ft  >_•*'  da  * /,«•  .w  "■ 

* :V“  V'  ^ *-*v4  -v  • ; 

» ».  f i*  ■-»  • x.  ' *V|  i/"  * • 

* *>  ♦ y*  *-  * f % f. 

■ J - i-  Ù*  ; 
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f 

» 
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* -iV.  -v 
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V équation  aux  dérivées  partie||es  sera  donc 

s — s„  P(x  — vr0*)  -4-  ^ r -%„).  ' 

* ,•  * « • < < •'  * 

Onié  lablirait  direcj^unent  en  exprimant  qu#le  plan  tan- 
gent à la  . surface  conique  passe  topjours  yat  ic^oinmcl»  • 
V En  çlfet,  si  l’on  nomme  £,  n,  £ lus  coordonnée»  épurantes 
du  plan  tangent  mené  à la  surface  par  de  poiutj(.r,  y^z), 
sou  équation  sera  ^ * ' » . » * * # 

- C ~p(x  — f)  +.q{y  — »X» 


> 

- * • 
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et,  % ce  plan  doit  renfermer  constamment  le  point  ^ 

• . • *0)1  °“  ^vra  avoir-  . 7 ' * 

' ‘ ' 41  a -***a  = p(*  — io)  -+-  y(r— J")- 

» ' * » V#  * 

« Dans,  le  «as  particulier  où  le  sommet  de  la  surface  » ; 
cbniquç  coïncide  avec  l'origine  des  coordonnées,  reqùà- 

• itioif  aux  dérivées  partielles  de  cette  surface  se  réduit 

*-•  à Z -h  'qpr.  Celte  dernière  ^équation  est  celle  qdb 

fournit  le  théorèmn  des  fonctions  homogènes  dans  le  cas 
ouTon  suppose  que  la  fonction  des  i ailles  x,  y ,f'<lési- . 

gnSe  par  z , eA  homogène  et  du  premier  degré. 

1 » 3n,e  Exemple.  Ou  demande  l’équation  aux  dérivées  * 
» partielles  l’une  surface  cpnoïde.  Si  cette  * qrface  a^pour 

* .axe  l’axe*  des  z,  Iaqçénçrati^ce  sera  représentée  par  las" 

y ' * - ■ ^ * _ 

• équations  - = c,  z — 9(0),  d’où  1 

% \ ' X K 1 * 


on  <ire 


*V  ^ ^ 


dx  mdj 

\*  ‘ V / ? ~ - 

et  l’on  conclura  de  ces  dernières  que  Inéquation  aux  déri- 
vées partielle^  de  la&surface  conoïde  ’csl$»x  i- = o. 
Cette  équation  est  pjécSI?  11 1 e n t le e lie  /ju i exprime  ^jue 
. jl’ordonné^  estime  fonction  hoinogèye  et  du  degré  rt  des 

jrquant 
tà  la  < 
tout 


• p ordonnée  z estpne  Jonction  nomogeye  et  uu  aegre  o ai 
■#-  variâmes  x,  y.  Ôujput  l’ établi  r Encore  en  remarquai 
=quc  si  par  le  pfomt  Çx,  ÿfz  Jon  inène  u»  plan  tangent  à 
t /surface  conoïde,  ce  plan  renfermera  la  génératrice  tout 
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entière , et,  p#r  çoùséquent^  le  point  d’iyteisef^ion  de  lai 
génératrice  avcsp  l’a^e , c’est-à-dire  le  point  qupsur  cet 
axe  répand  à lordofinée  zÆ n effet  » si  dans  l’qguation  <îu 

plan  tancent  z — Ç — p(x  — f)  -f-  çÇjÿ  — «),^on  pose 

f = o , ’s  ij  .=  o,*  Ç =SéZ,  op  trodve  px  + qy  — o. 

t •>  ^apposons  maintenant  que  l’axe  de  la  surface  oonôïde 
* coïncide  avec  une  droite  menée  par  le  point  (.r,,,  ja,  z„), 
•Ale  manière  à' former  a/ee  les  axes  les  angles  a:  Jt€ ,'7  : la 
génératrice jpourra  etre  representee  parles  équations^.  ^ 

( x — .Ejjco s/  -f-  (y — ya ) cos  m £ f„)cosn  = c, 

4*  i * * J*  **  ' jfv  ^ * % 

• ..4-  - v **  -reps*  -+-  jcos£  -f-  z«OSy  = 

> 


-tl 


rcpSx  -f-  y ( 

M » 


4 

> 


qui  donneixmtna» la  différentiation  ' * 

y *»  v ^ v:.  ^ 

^ # cos^ü^*-#-  ‘éoSC<Z/‘4r  cos  y dz  = . r 4 , . f . 

*#■  ^ cc&ldx  §-■  cosindy  -{-  gps ndz  — «> O *• 

v v a ;•  ' V • *i 

léS  cosinus  desranglos  /,  iji , -«  étant  d^illeprs  dét#rm^pés  > 
fpar  l?l  éqiy tions  , , * . . ^ * f êïgf  y 


*v* 


cos/ 


/ • 


< cos  ni 


O — ^"o)  cos  y — f*(z — z„)éos£  — z„)cos«  — (jtVxoJœsor  ,» 

- t,  » / cos'«W>  *** 

- • * :=  1 «• = ; f*  ‘ 


(j^-.*f)cosC-^(r— y0)cq*  . 

* . • , y 

> - ; • j * Ÿ * 
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■on  en  conclut  f 

U 2T  a « 

**  '*  K>  — Jojcosy  — (z  — z„)cmC[dx'  } ^ ^ 

4-  [(z  — ^z0|cos<»  — (x — x«j)cosy]<(r 

-I-  [(x*—  x„),çpst—  {y  — 70)cos*]dz 

' »;  >-*.  * *{-£  P 
et  en  substituait  pc^ur  riz  sa  vg^jiir  = prix  4- 

*4  (cos  * p CO  S (T)  r/r  -+-  (coso^t-  '/tCOS  >2  dy  =J  o»,  ^ 

{(X—  Xo)È08y—  (z— z0)cos*-t-n^ï— x0)cosC—  (y— Lr0)<»s«]l  % * _ 

r / \ /_  _ \ 4flR*jdL  - 1 U cor  _ \ ^ i — .. . • 


- f (*  — Z0)4COSï  — (x — x„)  cos  }ï-t  7 
iv  ^ a 

si  giain tenant  lion  élijfninc  dxt-C/ly 


, J«  •.  **  . 

Er  7 =5*p;  m 

•*  4" 


r — xoy tu®  v • — j oj « j j «g 

* i^t  7&r-*#o,'c°s  C/f~J'o)cos11]  W/=  <■  ; * 

* t • r ♦ ' 'r 

te^/.cV’t  dy  entre  ces  deux  éejua-a;  * 
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lions,  on^rouvgi’a  your  l’équation  aux  dérivées^artielles 

de  la  surfaçe eonoïde  -jtm'K  * •*  t r » 

(y  — y a)  <~os«  — & — s„)cos  g 4-p  [(.r — ■*•„)  cos» — [y  —y0)êo  s « • 

.*•'**  cos*  -f-  />  cosy * • • ! ' 

* Jl(z — z»)  cg^— (x-j-Xp)  cos  y 4-  g fc'-r—  x0)cosS-^-(y  — /n][ÿos»| 

Tj*  ÿ •%*  » , * COS»4-?COSy 

On,  peut  yrfcséfiter  cette  équatioy  sous  une  foï/ne  plus 
simple  ; ^xmijcela  éliminons  dz\  i°  éntre  lej  équations  m 

p ^ , * 

' * cos kdx,  -K  co sj/dy  cps y tlz  ~ o, 

. cos  14*  -V  cos mdy  IJ-  cos«c/i  = o; 

*’  * *î  # ' * \ •* 

20  entre  lfe$  équattfms  * ( 

9 

/,  fiz  ± pdjc  4-  qdy  et  costdx  4-  cos  mdy  4-  cos/irfz  y:  o; 

/ 1 * 

•lious  trouverons  de  cetUî  maniéré  « * 

. * 

ft  ^ . ,1/9 

cosfl  cos/2  — cosyctw  cos//  — cos  y cos  m 

* cW  -h. U COSrt  i * COS/H  4-</COS« 

* 


q cos  « 


*1 


I • 1 „ 

De 'plus,  en  ayant  qgard  aux  équations 

’ ***  ,ê(  A 

c<fc«cos/*4-  cxffC  cos  m 4-  cosy  o*s«  = o, 

(x  — x0)cos/’-4-  ( y — /0)t<*w  +'(z  — z0)cos«1t:  o , 


t ♦ . . , ^ 

^t^égalany  chacune  de  ces  frayions  41  la  fraction' ([ne 

•*'  **Ton  obtient  qitond  fprès  avoir  «nul ($>lié  haut  et  bas  m 
deux  termes  de  la  première  par  cosa,  et  les  deux  termes 
j*le  la  seconde  par  cos  6,  ouïes  deux  termes  de  la  première 
. % • par  x — x0 , <^t  les  deux  termes  dé  la  seconde  par  y — y0f 

**  on  divisé’  la  sonSÜhe  des  num^r^ur%  par  la  somme  des 
dénomm  a te  urs , on  trouvera  A ^ # - ' * 


t 


COS  et  cos  n — '•cosy  cos* 
’ <4$  cosiç\-pcosn 


COS  A CO*  COS  TT 


*cos/« 

* , 


cj^y  cos  m,  J*  cos  “et  cos*  4-*eo*,y 

iy  co#//  p cos  «4*-  7 cosC  ■*-  |'OS  y 
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p{x  —■  x„)  +</(  _/•  ‘—tX  „)*—  (z  —.Zi)  1 ^ . F 

. — (/JCosat+ÿcoi»-cosy)[(a:-x0)cos«-4-(j~^-o)co5S+(z-20)co8yJ. 

• - ^ ■ J ' • •• 

' *•  • , 

Telle  e&t,  sous  la  forme  la"’ plus  simple,  l’équatiob  aux 
dérivées  partielles  de,  la  surface  couoïde.  Pour  établir 
directement,'  dette  équation,  il  suffira  rtde  projeter  ria 
distancé' «du  point  (x0,ÿa,  z0\ au  point  (àr,-j£,  z),  ï°  sur 
l’axe  de  la  surface  conoïde:  20  sui  la  normale  menée  a la 
* surfacepar  le  point  (x,y,  z), et  d’observer  que  la  seconde 
projection  devant  être  égale  en  Rmgueun  à la  perpendicu- 
laire abaissée  dj|j  point  ~0)  sur  1°  plan  tangent, 

a nécessairement  pour  mesure  le  produit  de  la  première 
projection  parle  cosinus  de  l’angle  aigu  compris  entrera 
normale  et  l’àxe.  i r ' .J*  • . 

tr 

*•  * s J •.  - t 

*4“c  Exemple.  On  demande  l’équation  aux  dérivées 
partielles  d’une  surface,  de^rgvolution.  Si  cette  .surface  a 
pour  axe  l’axfe  des  z .,  lt?  cercle  générateur  sera  représenté 
par  les  équations  <r*  -j-  y*  ==  c,  z — <p  (c)  ,‘droù  l’.on  * ' 
tirera  . ' '«  • .. 

j ’ xdx  -J-  ydy  — .o,  .f  -m  f[z  — o.-.  r.  " ‘ ' y • 

■ « ^ v » - • . t **  *'  û 

Ces  équations,  combinées  avecl’équation  riz  = pdx-\-qrty, 

donneront  - = On'  arriverait  . à Ja  même  conclusfon 

**  r-v  ,*  * * • 7 * . 

en  observant  que,  dans,  l’bypothèse  admise,  la  normale  * 

menée  à la  surfape  par  un  point  quelcouqùe  (x^)',  z),  dpitt  c 
'toujours  rencontrer  l’axe  des^  et  qu’en  cqjDsciJuencc , la  * 
projection  de  la  ikpnu$e  lur  le  plan  Sfr  doit  pjfssî^  -par  *" 
‘l’origine.  En  ifiTet,  si  l’on  pomme  £ les  coordonnées 

courantes  de  la  normale,  cette  droite  scn  représentée 

* i r i ' •*'  « * » * i 

par  la  formule  < • ^ 4 , «“■  « K 

- *»*.  * • . >4  " ' * .J  ' .. 

x — è •_  y — » _ y 7. 

. “.J»  "y  * ^ 
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et  pour  que  sa  projection  sur  le  plan  ,ry  passe  par  l’ori- 

giue,  il  suflira  que  scs  équations  soient  vérifiées  quand  on 

y fera  £ = <>,  m = o,  ce  qui  donne 

-,  * - ' . v 
; * _ ? t on  P — 1 . * ' 

\ P ?’•  y ■ ' * 

Supposons  maintenant  que  l’axe  de  révolution  coïncide 
avec  une  droite  menée  paY  le>point  (x0,  zu),  de  ma- 
nière à former  avec  les  axes  les  angles  a. , S , y,  le  cercle 
générateur  aura  pour  équations 

■ xcos<*  -f-  y cosSr-4-  scosy  c,  , » 

* (x  — aro')*  + (?  — Xo)' ■+■  {*  — 2-é)*  = p(g)^V 

d’où  l’on  tire  : ' : * , 

. -,  >••• 

.(x  — x„)dx  -+-  (y  — y0)dyt+  (*  — io)*  = o,  * 
cm  aulx  -t--  cosSdy  -+-  cosyrfz  = o,, 

* et  par  suite  * , . 

.4  ” , dx  

^ ■ ’ - ■ — ■ ■■  ■ ^ ■ ■!  ■i..i  ■ .|-i.  . ■ ■ ■ m — — — 

(y— 7o)cosy  — (z—  z„)cos?  (* — z„)cosk  — (x  — ar„)cosy  r 

dz 

. . *•  * . ---  1B-  - r ■ - ■ f • 

(x —xa)  cosC  ( y — y a)  cos  x 

* • -fù*  • ;”'.  - 

combinées  avec  l’équation  dz  ~ pdx  -+-  qdy,  ces  der- 
nières équations  donneront 

p[(y — /o)cosy— (s—  30)cosÇ]  — a„)cos«  — (x— x„)c0Sy] 

. xx  (x — x0)cosf — (/  — _y0)cos«. 

* ^ ' i’  ‘ * 

Telle  est  l’équation  amGdérivées  partielles  des  surfaces 
de  révolütion.  On  pourrait  encore  établir  cette  équa- 
tion eû  Exprimant  que  la  normale  menée  à une  semblable 
surface  par  im  point  quelcompre  ( x)y , z),  rencontre  tou- 
' r jours  l’axe  der révolution.  En  effet,  si  l’on  nomme  £ , n,  Ç \ 

1 les  coordonnées  cirantes  de  cet  axe , on  aura  f 

flr  ‘ ’e  ’ '^-î. _ Z — 

* ^ , 4 ~ ~ rzr  — . 4 ^ 

COSfl  COSb 
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cos  y 
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D’ailleurspour  que  la  normale  rencontre  Taxe,  il  faut  qu un  „ 

, même  système  <le  valeurs  (le  £,  yj,  £ satisfasse  à ces  équation*  , f , 

^ Çfi^  f y J.  ■ a * ^ 

et  aux  équations  de  la  normale  » = = £ — z : 

r /\  .Afc*  * ■ JÊ* 

or,  si  l’on  substitue  dans  les  équations  de  l’axe  les  valeurs 

de  £ et  de  n , tirées  des  équations  de  la  normale,  on  trou- 
vera ' 

. (•*—  *■>)— />(£  — . y— Xq  — ?(£  — 8)_*->8»+(Jt't  * 

COSa  COS  s .COS  y 

. vp  te  jV  • 

— (x  — -Tp)  ( cos  b -t-  g cos  y)  — ( y —y0)  (cos  * ^f-/;coSy)-t-(a — z„)  (;;cos$^-  gcos«) 


'y.* 


— 


** 

I, 

J 


ce  qui  exige  que  l’on  ait  ^ . 

% 4à«  iî  ’Vi?  V ■ | <> 

(. x — X0)  (cos O -F-  (j  cosy)  — ( J — Jo)  (cos  -h  p cosy) 

-+!  (z  Z„)  (/>  COS o — </  colü)  = -o. 

217.  Si  I on  faisait  mouvoir  dans  l’espace,  non  plus  la 
ligne  que  déterminent  les  équations  v = c,  w = <jj(c),  • 

mais  celles  que  déterminent  les  formules  ' 

/[j:,/,z,c,^(c)>xfc),4.(c),...]=o,  F[j:,7,z,c,?»(r),z(c),..]  = o,  T 

4 . \ * • ’ ' J * 

la  surface  engendrée  par  le  mouvement  de  cette  ligne 

pourrait  encore  être  représentée  par  une  ou  plusieurs 
équations  aux  dérivées  partielles  qui  ne  renfermeraient 
pas  les  fonctions  arbitraires  <p,  y , etc.  Seulement  ces  ^ , 
équations  aux  dérivées  partielles  seraient  en  général  d’un 
ordre  supérieur  au  premier.  Ajoutons  que  pour  les  obtenir 
il  suffit,  dans  les  deux  équations  de  la  génératrice,  de  cpn~  • 
sidérer  x:  et  c comme  des  fonctions  des  variables  indépeu-  ^ 
dantes  x,  y,  puis  d’éliminer  les  quantités 

V*  * » ~ v "<*■  •’ 


■w 


de'  de 

£ ' C’  dx'  dy  ’ 

*.  p(c),  <p'(c),  ï'(c), 

.1 


d*t  d*c  3 dlc 
dx1  ’ dxdy  dy*d-  * 


• ™ •»» 


entre  €es  équations  et’éblles  qn’on  en  déduit  par  des  diflé-  M 
rcntiaVions  relatives/  soit  à la  vdi-iablSw:  ; soît  à la  varia- 
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blejv,  en  suçant  la  marche  qhc  nous  avons  indiquée  dans 
la  dix-neuvième  leçon.  Qn  eu  ranci  ur<t,  #**  que  si  les  équa-  Y' 

4 tions  de  la  génératrice  reriferment^çinéseqle  fonction  subi-  , 

traire‘,<5> (c) , l’élimination  enduira  à une  seule  équation' 

1 aux  dérivées*  partffllles  du  premier  ordre  ; 2°  que  si  les 
.«•  éfptatît$nsJSde  la. génératrice  renfermât  deux  -fonctions  a r- 
bitraires ,9(0),  5((c) , "l’élimination  produira  deux  équa- 


tions arbitraire^  y (e) , %(çj,  J’éliminatipn^pfAdtti^ 

à Vois  équations  aux^dâ-  ivées  partielles  3^  cinquième 
*r  jordre  5 4°^ue  dbns  le  ca$  où  les  dëqjrfonqtitnis  , <p(oÿ 
. seront  les  dérivées  ^^mière^eo^œ^e  cuWa  foncîiop 
®(c),  l’élimination  produira  unê  seule  équation  aux  déri- 


rélimiiiatien  produira  une  àetUp  équation  aux  déri- 
véès  partielles  du  second  ordre,  entre  les  variables  x,  ÿ,  z, 
v * de  sorte  que4a  surface  décrite  par  la  génératrice  sera  re-  '* 

* t .^'ppésçqtée  par  u^èV équation^  aux  dérivées  partiçllesxlu  sç*- 

ëond  ordre , qui  ne  ren&ribera  plus  l<a  fonction  JT  ni  ses  * 

* ç.  jleri  véëSv  Parmi  les  surfaces  de^ette  natqre,  on  petit  re- 
W N ’marqtier  celles  tfpïf  aifrom  p^pr*  généra'ttVe  la  nounale 

* principal  d’un  j courbe  à double^fcourlyiii^ont  les  équa- 

r * tions  seraient  d^la  foftae  .» 

# «'»  * s » J 

•w  ».  y ^ r<x)>  v 

* V ^ .V  - * ■■  ^ 4L(J#  ’ ’ À f ' ' 

. * y • / (x)  désignant  quo^onction  donnée , et  yX#X  ane  f°nG~  ^ 
!.  > don  arbitraire,  ÿ s s- 

, 218.  1 c*  JSkcemplq  : ConsidJror^  ll^uffâêfe  <î|feiop|ikble 

^ ^fpiUuifcit  |>our*génératripé  les  diverges  tangentes  que  l’on 
peut  mÿner^  un$£burbe  à do^b]^  couélftirê.J&l%n£râr 
»#résentqpar  ' ji  * * * 

\ _ * * *A<P  (*),  ê y = x(*)t  r~ 

‘ht  cou$)e  il  s’agit,  la  droitq^quî  touchers,  cette 

coOrbc  au  point  dont  les  coordonnées  seÉortfc. 

« V j * . tu  * 
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' pourra  être  représentée  par  d’équation  a 

• * V- . . ‘ _V'— âî(c)  _ 

> ;•  - <(^7.  y^- . 

Pour  obtenir  l’équation  finie  dqja  surface  développable  t 
engendrée  par  cette  tangente,  il  faudra  éliminer  qeutn*. 

- • ces  deux  équations,  mais  celte  élimination  fie  pourra  être  a 

effectuée  qu’après  la  détermination  des  fonctions  arbi- 
traires çp  (c),  x(c)>  desquelles  dépend  la  considération  de  , 

la  surface.  r_  ^ -*.7  ' >./•  * * '***'.  - * 

Soient  maintenant /?,  <7,  r,  s,  t les  valeurs  des  dérivées 

dz  dz  d*z  d*z  d*  z.j  , * . . i,, . • » 

P»«,elI“  S-  3?.  Sp  ÇïV qucfo«m,ran  1 equa-  . | 

* ,»•  tion  de  la  surface  développaBle*dilléçentiée  deux  fois  par  » 

rapport  aux  variables  indépendantes  x , yï'la  forrimle  , • 
dz  ~ pdx  -f-  qdj  devra  être,  vérifiée  par  les  pâleurs  dfc  % 
dx,  dy,  dz,  tirées  des  éqtatityW  de  la  tangente  à la  courbje 
dounép  ÿ flijf'-commo  on  tice-de,  ces  équaljpns  *”  jk  8, 

' - : • ;■■<**.  dr'  -_  , ‘V;  • » 

a'(c)  -y'(c)  < • J 


W' 


. , ou,  |iuisque  y'(n)V  x (c)  jsonl  proportionnels  ^ , 

' ‘ ' ‘ » ♦ • 

dx  V*  dy  dz 


x-~<f{cY,-y  — x(c),  z — c , 


x — p(£)  ' y*- 

» • •'  „ , V • . ' V 

on  trouvera  définitivement  ^ 


-*(*) 


Va* 


* * ' , ><P'(C)  +<ix’{d)  = I . * — c—p{x  — <p{c)\  x(c)  ]; 

’ 4*  , , ' *■  ';t.  ryf  ^ * 

- Cette  dernière  équatiom appartiendra  donc,  aussi  à la  sur- 

face développâble  , si  l’on  y regarde  c comme  nnqquan-1 
tité  variable  déterminée  par  l’équatibn  ( t 

*’■.**  * " V , % * * 

X 'PP' W +<?*' («)  - "*  .\ 

, ’ * 

Qr  dans  ce  cas  si  l’on  difiérentie  l’gquatipn  -•  V 

Z — C=?U- ^)]  + </ly  — *(<-■)].  ' . 

t°-par  rapport  àiX,  2°.  par  rïpport  ày,  les  ^çilicients  de  ^ 


« # 
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— ou  (le  sei*ont  égaux  dans  lés  deux  membres , et  l’on  ' . *■ 
Ax  dx  ^ 


iUll 


. vr 


aura  par  suite 

9 = * [*  <P  (c)  1+ 5 [ 7 — X (c)]  » o = s [x—9  [f — x{c)  ] , 

1 1 1 '■  -,  , _ » . * 1 . 

piKs  lion  conclura,  en  éliminant  la  quantité  c, 

v* 


«\  ' 


rt  — s* 

•# 


Ainsi, tjuoitjfce  les  équations  de  la  génératrice  d’une  sur-1 
face  développable  renferment  deux  fonctions  arbitraires 
• etjeurs  déffvéeàdu  preipicr S^dre , cette  surface  peut  être 
représentée  par ; une  équation  aux  dérivées  partielles  qui- 
fié  referme  plus  dé  fonctions  arbitraires , et  qui  soit  du  » 
lîecond  ordre  seulement,  y t 

/ » » y*  _ . 

, a me  Exemple  : De  la  surface  gauche  engendrée  par  une' 
droite  qui  glisse  sur  deux  directrices  quelconques 

: J£JçF,r>%=°»  /(*»7>z)  =*  et  F.  {f,  y, z)  = P>  M*,jr,z)  — °, 
*en  restant  constamment  parallèle  à un  plan  fixe.  * . ' 

^ t Nous  prendrons  le  plan  directeur  pour  plan  xy.  Dès-^ 
fors,  pour  construire  la  suefece  il  suffira  de  couper  les 

^ plaqi 


‘ 4 


* i 


\ ' deux  directrices  {^  divers  platis  horizontaux  et  de  join 

‘ • dre  les  points  de  section  par  des  droites.  La  surface  sqra 

• gauche  en  général , c’est-à-dire  que  deux  positions  consé- 
cutivé^de  la  génératrice'ne  seront  pas  dans  le  même  plari. 

,.  Les  éguaUtjns  de  la  génératrice,  seront  d’ailleurs  de  la*  K 
%^rm<«7  = ax  j z.  = 7-  Pour  que  cette  droite  s’ap~.„  . • * * 

pùie  |onstammeiit  sur  les  wnîit  directrices  données,  il  faut  v 
; fjf  plus  expririjgr  que  les  quatre  équations 


_ a 

^ • 


* . 
«V* 


jr  = ax- h S ,v*  = 7.  2)-=  « r f&,y,  z)  =£<L  - 

n 'Jr  * I.»  . < 

“*  2 les-jjjjpatre  équations  •*  - é 


% p. 

d’ungq^art , et  de  l’ancre 


-f-  Ç , z = 


* •’  jtèoht  vérifiées  par  les  dlfcm es  vnleu rs  d 

* - minant  x,  *,  z entre  ebaeufi^e  ces 

. > ■ * *T  • t.  j.  L 


y.  • . F.  (•*>  X,  z)  — n,  /,  (a:,  z)  =0, 

JE* 1 ^ ti  /!• 


de  X,  y,  z.  En  éli- 

* V 

deux  systèmes  de  ' 
quatre  équations,, oiï  arrivera  à deux >équa lions  decondi- 

• *•  . ti  .fc  , . • V .»  f 

’ 

^ 


r V. 


,4  , 

V 


*‘«4 


.1  > 
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>i  l’on  élimine  a,  6',^  entre  ces  derifieres  équation»  ei  > 
celles  de  la  génératrice , on  atfra  pont  l'équation  générale  | 
des  surfecetfde  cettS  esp^,  |p  * _ f*  i * ' 

y L x ?{*)  jÈ(z).  *V  *|  , 

Pour  obtenir  Inéquation  aux  dérivées  parti ellesfndé-^j  f * 


pendantes  des  fonctions  <p  et"/,  différentiels  sucfîessive- 
ùiçnt  (>ar  rapport  à x il  vendra,  ’*  / 

j o^9^±xip'(z)p'‘+4'(z)p,  + 

d’où  l'on  conclut,  cudi\isant,  — ÿ(sT  Comme  il  qçf. 
arrivé  iéî'eruc  les  fonctions"^,  ip,  tfl*  ont  disparu  à la  fois, 

l’au  second  4sdn'  pour  élimi- 
nai a fié: 


— ivé  iéî'quc  les  fon 
il  su  liira  ded<  ÎSCCIJ 
nér  ce  lie  qui  reste. ^Si,  dôi 

bitutdics  ^ = r,  d‘zÇ 


lllluvuckl  - — 1 

«•'  rfï1 
ijuat  ion  du  pn 


én  adopta 
d'z 

, , , y» 

dxdy 

■entier  ordre  successivement 
viendra 


1 


pporf  fax-* 


W 

t 

# i 


:dé- 


•#=  ■»>,  TTi^  t,  on  différer 

W djr'jÇ  ~ jV  s 

iccessivement  par  rapp 
puis,  en  divisantes  deuxjjésuliats  l’un  par  l’auti*,  on  ob- 


1 


dcux^ésullats  i un  par  l'autr 

tiendra  pour  l’équation  commune  à toutes  le.^u«&cps  dtp  ’ jf 

■ .pe  genre , - - 

t -ait  ,rr  j>  7'  .-t-  y' V = o . •'  % 

Prenons  polir  exemple  la  surface  engfudréè  par  une  dwite 

mobilequi,  dcmCbranl  horizontale^  s'appuie  ecmsf 

sur  l’ellipse  et  sur  le  cercle,  représentés  par  1 
r * * 

Si  l’éti  combine 
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• * * » 

* * 


* ->  f 


*•-  7e-  H 


■ 2-  k ‘ 
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^ «•  * 

y * - * 


avec  édites  des  deux  direetiiees , on  obtiendra  les  deux  ? . 

relations"-^'  M*  ^ * ? -,  * ♦ 

r • «.Ae  *•  -t v ;• 


+ y = >.  : v ■ i ; 

, et  il^s’agira  d’éliminer  è,  y,  ei^t^.les  quatre  dernières  jé 


equatiôitt.  *'  • v « (É"  - 

4 Or  si  d’aboi  ! on  élimine  «,*y,  il  vien 


<3-  <- 


Ciela  .posé , g l’on  ; conserve  le  même  signp  aux  radicaux 
dans  les , «Jeux  membres.,  co  sera  exprimer  que  la  droite 
mobile  glisse  sur  les  deux  courbes  en  passant  toujours  par 
^ deqx  points  situés  d’un  même  côté  du  plan  zx , cartes 
> radicaux  sont  les  valeurs  de  l’ordonnée  y dans  les  dg|ax 

courbes  ^ alors  liquation  de  la  Skrface  sef  réduit  à ** 

^ * ( h — f)cy—  [(A.  — c)  x -f-  çh  — bky\/ c%  — z * 

^ Ct  représente  im^fconoïde  £Biftâoutes  les  génératriêcs  ^ftnt 
i percer  le  plan  mondes  points  situés  sur  une  même  ver- 
jticale  placée  en  deho%des  ||eux  courbes , et  que  l’on  ob- 
tiendrait pai>jp»nséquent  <*li  faisant;  glisSer  la  génératrice 
sur. êette  verq^ale' et  sur  l’ellipse.  * ■*  * î -, 

’>  >.  Ldrsqp’  on  âéçîptera  des  signes  différents  pour  les  radi^ 

ï pqiiy  l’^ïfll§iAn  rlr»  la  cnrfann  nlln  onnrlnî no  « un 


* eaux  dans  l’équation  de  la  surface  , elle  conduira  à un  ço- 
oïde  analogue,  mais  dont  l’axe  sera  entre  les  deux  CQurbeS, 
e qu’a  - nrimcra  -quç  la  génératrice  traverse 

n ~ iiiùtf ijits  ni}- elle  s’appuie  tBÿç|fe> 

> • . «\  mfK' 


: pÿ  n’àvait  pas  rÔMDlu  les  deui 
enÉùHpfettff' indéterminée,  oÜ  serait 


4*  * 
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• * ?•  • * ■ 'ï*  r 11’  , «v-  . » 

tombé  sur  ubc  équation  du  huitième  degré  qu’il  aurait*,  # 
fallu  décomposer  en ‘deux  facteurs  pour  y reconnaître  le»- 
deux  surfacesflisïîiictes  que  Aous  venons  de.  signaler.  , 
i 219.  Cherchons  encore  l’équation  de  la  surface  gauche 
engendrée  pSr  une  droite  assujétie  à glisser  sur  troi» di- 
rectrices quelconques.  Les  équations  de  la  générapicc  se- 
ront de  la  forme  ’ 1 

X = az+Y,  y =ta.-f-«p,  ’ i,. 

v , « 

et  il  faudra  y joindre  les  conditions  propres  à exprimer 

que  cette  droite  a toujours  un  point  de  commun  aveceha» 

, .cune  des  directrices,  ee  qui  fournira  entre  a,  y'  trois 

relations  de  la  foruvt  - * 

• = ?■(*)>  r==>x(*)>  *=--  ^(*)v  •• . 

i.  : 

puis  il  resterait  àéMminer  a,  ë,  -/,  d entre  les  cinq  repta- 
tions précédentes.  Or  si  d’abord  on  substitue  pour  ê,  y,  0, 
leurs  valeurs,  il  vient  v * : • '» 

y . x — «z  •+-£{,*),  J =*?(*)  4-4  (a);  , . 

et  quant  à « , on  ne  peut  l’éliminer  sans  déterminer  la 
'forme  des  fonctions , c’cst-a-dire  sansîparticûlariser  les 
directrices , de  sorte  que  pbur  conserver  #u  résultat  toute 
sa  généralité,  il  faut  garderie  système  dq&deux  équations 
qui  précèdent  en  considérant  a.  comme  une  indéterminée 
qu’on  devra  éliminer  plus  tard,- quand  la  fonrih  des  fonc  - 
tions aura  été  fiiée.  Si  l’on  voulait  olHpnir  l^jruatmu  aux 
dérivée» partielles  indépendantes  des  directrices,  il  fau- 
£,d%it,  en  dilférentiant  les  deux  équations,  » 

■*  = <«-*-  æ(«),  " y * zp  (a)  -+-  4 (=t)*,  „‘:v 
,, . • . - yt  : & «R-  æ",  ..  v ' ^ 

se  procurer  assez  d équations  pot#  pouvoir  éli  mi  mû  la 

quantité»  et  les  fonction? ><p , xi  ÿnsj^que  leurs  défi-  *" 
vées.  On  y parviendrait  iei  <;n  descendait  seulement  jus- 
qu’au unième  ordrer/4'  jj 


* 


U 

i 


««►  1 ■ ~V  r.ic* 

v*.  -■  r~*  ,y  ’T  i * 

.*  1 


;♦ 


? ' 
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o 1 


Équations  finies  des  ligues  et  des  surfaces 


enveloppes. 


220.  Considérons  une  courbe  tracée  dans  le  plan  xy 
et  dont  l’équation 


u = o 


renferme  avec  les  coordonnées  x , y un  paramètre  varia- 
ble a,  en  sorte  qu’on  ait 

“ =/{*>  y,  «)• 

!• 

Si  l’on  donne  successivement  à a une  infinité  de  valeurs 
différentes,  l’équation 

f(x,  y,  a)  = p 

représentera  l’une  après  l’autre  une.  infinité  de  courbes 
enveloppées  par  une  combe  unique  dont  il  s’agit  de  trou- 
ver l’équation.  Pour  y.  parvenir,  j’observe  d’abord  que 
si  l 'élimination  de  a entre  les  deux  équations 

■'  g ^ 

/(*>  JV-a)  = o,  f(x,  y,  n-h  *)=  o, 

« 

produit  la  suivante 

*(•*»  r» ■«)  = o,  ■"  v’ 

cette  dernière  formule  résultera  aussi  de  l’élimination  de 


T.  i. 


29 
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a entre  les  (leux  équations 

/(•*>  y > « — •)  = °>  f(T,r,a)—o, 
et  qu’en  conséquence  la  courbe  représentée  par  la  for- 
mule 'fix->  JS  «)  = ° renfermera  les  points  d’intersectiou 
de  la  courbe  représentée  par  l’équation  f(x,  y,  a)  = o 
avec  celles  que  représentent  les  formules 

/(•*,  X,  a—  «)  = o,  f(x,  y,  a-+-a)  = o. 

Les  points  d’intersection  dont  il  s’agit  étant  évidemment 
très  rapprochés  l’un  de  l’autre  lorsque  a est  très  petit , si 
dans  l’équation  %{x,  y,  a.)  — o on  fait  a = o,  on  obtien- 
dra une  nouvelle  équation  de  la  forme 

'K*.  x)=  °> 

qui  représentera  une  courbe  tangente  à toutes  celles  qui 
répondent  à la  formule  f(x,y,  a ) = o,  et  qu’on  appelle 
la  ligne  d’enveloppe  de  toutes  ces  courbes.  Il  reste  à former 
l’équation  <p(x,y)  = o.  Or  si  l’on  désigne  par  e un  nombre 
qui  soit  très  petit  avec  «,  on  pourra  évidemment  donner 
aux  équations  f(x,y,  «)  = o,  f(x,y,  «-+-«)  = o,  la 
forme  suivante  : 

“=°*  "+a(S±,)=o- 

On  peut  en  conclure  que,  pour  obtenir  la  formule 
x(x,r,  n)  = o , 

il  suffira  d’éliminer  a entre  les  deux  équations 


Si  dans  ces  dernièj-es  on  fait  a = o,  et  par  suite  £ = o, 
elles  deviendront 


du 


J 
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N 

•et  l’élimination  de  a produira  l’équation  de  la  courbe  en 
veloppante. 

Au  reste , on  peut  s’assurer  directement  que  les  deux 
courbes  représentées  par  l’équation  u — a,  i°  quand  on 
suppose  a constant , 2°  quand  on  prend  pour  a une  fonc- 
tion de  x et  y déterminée  parla  formule 


du 


se  touchent  dans  tous  les  points  qui  leur  sont  communs. 
En  effet,  pour  tous  ces  points  les  valeurs  de  ^ tirées  des 

équations  des  deux  courbes  sont  évidemment  les  mêmes  et 

. , ...  du  du  dy 

sont  donuées  par  une  meme  équation  — -t — = o.  ' 

1 1 dx  dy  dx 

Applications.  Si  à la  courbe  qui  a pour  équation 

X = <P  (*)» 

on  mène  par  le  point  dont  l’abscisse  est  x,  une  tangente 
«t  une  normale,  les  équations  de  ces  deux  droites  seront 
respectivement 

„ — p(x)  — (Ç  — x)p'{x)  = o, 

£ — x -+-  [*  — p{x)]  p'  (x)  = o . 

Par  suite  la  tangente  etla  normale  qui  répondent  au  point 
dont  l’abscisse  est  a seront  représentées  par  les  deux 
équations 

y — ?(«)—(?—  a)<p'(a)  = », 

£ — a -+-  [y  — p («)] p'(a)  = o. 

Si  entre  la  première  de  ces  équations  et  sa  dérivée  prise 
par  rapport  à a,  savoir, 

£ — a — o, 

29- 
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on  élimine  la  constante  a,  on  obtiendra  la  formule 

• *!  • 

* — <P  (?)  = O,  , 

qui Représente,  comme  on  devait  s’y  attendre,  la  courbe 
proposée.  Au  contraire,  si  entre  l’équation 

J.  ' ** 

î — a -+-  [ y — <p(a)]  <p  ' (a)  ==  o 
et  sa  dérivée"  grise  par  rapport  à a,  savoir, 

[y  — $>(«)] <p"a  — [i  -|-(ip,«)l]  = o, 

on  élimine  la  constante  a , on  obtiendra  l’équation  non 
plus  4e  4 courbe  proposée , mais  de  sa  développée. 

’i*  Exemple  : Si  par  le  point  dont  l’abscisse  est  a , on 
mène  une  tangente  au  cercle  représenté  par  la  formule 

-I-  y»  =p», 

' M 1 

l’équation  de  cette  tangente  sera  . 

i.  » 

* 


ax 


+ yV^p'  — a*  = , 


Si  l’ym.  élimine  a entre  cette  équation  et  sa  dérivée  par 
rapport  à «,  savoir, 


«r 


l/p*  — 


on  trouvera  l’équation  du  cercle. 

2mr  Exemple.  Trouver 'l’enveloppe  des  ellipses  repré- 
sentées par  des  équations  de  la  forme  ( 


x2  y. 

a2  T*  ~ ' 


quand  on  suppose  a £ ==  K. 

Solution.  Si  l’on  différence  l’équation  par  rapport  à la 
quantité  a,  en  regardant  b comme  fonction  de  a.  on  aura 

x7  y 7 

— 5 da  -\r  TT  'ib  = o. 

n J A3 
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♦ 

D ailleurs  a -f-  b = K donne  da  -+-  dl>  = o.  Donc 


x* 


jr* 

» 


= tt  . ou 


(îl\  f 

U* J \b'-j 


.)■ 


donc 


i 

K’ 

y. 

«.  i 


^ (m*  /Ly  » ■ 

a3  K’  63  K \k)  \Ky 

221 . Considérons  la  surface  représentée  par  l'équation 
/(*,  y,  2,  «)  = o, 

qui  renferme  avec  les  coordonnées  x , y,  z , la  constante 
arbitraire  a.  Si  l’on  fait  varier  cette  constante,  la  surface 
dont  il  s’agit  changera  de  position,  souvent  même  de 
forme,  et  traversera  un  espace  terminé  par  une  seconde 
surface  qui  touchera  sans  cesse  la  surface  mobile.  Cette 
seconde  surface  est  ce  qu'on  nomme  la  snvi&c&cnveloppe, 
tandis  que  les  diverses  surfaces  représentées  par  l’équa- 
tion f (.r,  y,  z,  a)  — o et  correspondantes  aux  diverses 
valeurs  de  la  constante  a,  sont  ce  qu’on  appelle  les  en- 
veloppées. ^ * 

Si  dans  l’équation  f(x,jr,  z,  a)  = o on  attribue  suc- 
cessivement à la  constante  arbitraire  trois  valeurs  diffé- 
rentes, mais  très  rapprochées,  par  exeiqple 

a — « , a,  a -t0  x,  « 

« désignant  une  quantité  infiniment  petite , on  obtien- 
dra trois  enveloppées  très  voisines,  et  celle  du  milieu 
cdhpera  les  deux  autres  suivant  deux  courbes  comprises 
dans  une  même  surface,  dont  Inéquation  sera  produite 
par  l’élimination  de*ia  constante  a entre  les  deux  f ormules 

* * f 

/{x,  X , Z,  a)  O,  /(x,  y,  Z,*I  +#&*=  o. 

* , • # P 

En  effet,  soit  _ t,  e 

\ ’ ■ %(f,  & Zf)z=  o . . 

« ■ * « 
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l'équation  dont  il  s’agit.  La  même  équation  résultera  en- 
core de  l’élimination  de  a.  entre  les  deux  formules 

Z)  « — <*)  =o  > z,  a)— o. 


Si  l’on  fait  converger  a vers  la  limite  zéro,  les  deux 
surfaces  se  rapprocheront  de  plus  en  plus , et  la  surface 
représentée  par  l’équation  % (x , y,  z , a)  = o finira  par 
devenir  tangente,  quelque  soit  a , à l’enveloppée  repré- 
sentée par  l’équation  f(x,  y,  z,  a)  = o.  Donc  à la  li- 
mite, c’est-à-dire  lorsqu’on  supposera  a ==  o,  l’équation 
X(pc,  y,  z)  = ° deviendra  précisément  l’équation  de  la 
surface  enveloppe. 

Observons  maintenant  que , si  l’on  désigne  par  u la 
fonction  f(x,y,  z,  a),  et  par  £ une  quantité  infiniment 
petite,  lès  équations  /(x,y,  z,  a)  = o,  f(x,y,z-\-a)=p. 
deviendront 


u — o , 


o. 


Lorsque  dans  celles-ci  on  suppose  « = o,  elles  se  rédui- 
sent à 

du 

“ = °’  Ta  = °\ 

C’est  donc  entre  ces  dernières  qu’on  devra  éliminer  a. 
pour  obtenir  l’équation  de  la  surface  enveloppe. 

Au  reste , il  est  facile  de  s’assurer  à posteriori  que  les 
deux  surfaces  représentées  par  l’équation  u =o,  i°  dans  le. 
cas  où  l'on  attribue  à la  quantité  a une  valeur  constante  ; 
2°  dans  le  cas  où  l’on  considère  a comme  une  fonction  des 

variables  x,  j,  z , assujétie  à vérifier  la  formule  -^  = o , 

sont  tangentes  l’une  à l’autre  dans  tous  les  points  qui  leur 
sont  communs.  Eu  effet,  la  direction  de  la  normale  à une 
surface  courbe  pour  le  point  (x,y,  z)  se  trouve  détermi- 
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née  par  les  valeurs  des  coefficients  différentiels 


dz 


dz 


P = *c'  f'  = Ty 

D’ailleurs  on  tire  de  l’équation  u = o,  en  supposant  a 
constant , 

du  du 
s + fs=o, 


du 


du 


dÿ  ^ dz  °’ 


puis,  en  supposant  a variable  et  fonction  de  x,  y . 


du 

du 

du  du 

• 

dx 

+ pTz 

dâ  dïr  ~ ° ’ 

du 

du 

du  du 

dX 

Les  valeurs  de  p et  de  q seront  donc  données  pour  un 
point  situé  sur  la  surface  enveloppée  par  les  premières 
valeurs  de  p et  de  q , et  pour  un  point  situé  sur  Ja  surface 
enveloppe,  par  les  secondes,  qui,  en  vertu  de  l’équation 

~ = o,  se  réduisent  aux  deux  précédentes.  Donc,  pour 

tout  point  situé  à la  fois  sur  les  deux  surfaces,  les  quan- 
tités p et  q obtiendront  précisément  les  mêmes  valeurs-, 
d’où  il  résulte  que  ces  surfaces  se  toucheront  dans  tous  les 
points  communs  à l’une  et  à l’autre. 

222.  Revenons  aux  deux  courbes  d’intersection  de  l’en- 
veloppée qui  correspond  à l’équation  f{x,y , z,  à)  — o 
avec  celles  que  représentent  les  équations 

/(x,  y,  Z,a  — a)  = o et  /(x,  y,  z,  a -f-  <*)  = o. 

Lorsqu’on  passe  aux  limites  en  faisant  évanouir  «,  ces 
deux  courbes  se  confondent  en  une  seule  qui  est  la  courbe 
de  contact  de  l'enveloppée  représentée  par  l’équation 
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f(x,y,  z,  a)  — o avec  la  surface  enveloppe.  Cette  courbe 
de  contact  est  ce  qu’on  nomme  la  caractéristique.  Pour 
former  ses  équations,  il  suffira  de  poser  a = o dans  les 
formules 

, ' '•  * 

/(•*,/, .*>«)  =o,  f(x,y,  z,a±  «)  = o; 

on  obtient  alors,  comme  on  l’a  prouvé,  les  équations 

du 


u = o, 


da 


— o. 


Donc  ces  dernières,  lorsqu’on  y considère  a comme  cons- 
tant, sont  Içp  équations  mêmes  de  la  caractéristique.  Si 
l’on  y donne  successivement  à la  constante  a diverses 

* valeurs , on  obtiendra  diverses  caractéristiques  tracées 
sur  diverses  enveloppées. 

Les  courbes  d’intersection  de  l’enveloppée  • 

f(x , y,  z,  a)  = o 

avec  les  deux  enveloppées  que  représentent  les  équâtions 
2,  « 4-  *)  = o,  f(x,y,  z,a  — *)  — 

se  coupent,  qn  général,  eu  un  point.  Les  coordonnées  de 
ce  point  se  trouvent  déterminées  par  les  trois  équations 

♦ . 

/(*»  fi  « — 3)  = °>  / (x>  z>  «)  = o,  f{xxy,  z,  a + a)=  a, 
qne  l’on  peut  éwrire  comme  il  suit,  ' / **  + 

du  ct*/’diu  , \ 


da 


+ Tid^±V=°’  \=°’  ¥ 

, t du  a*  f dy  u J*  ,V 


«+-V-  + -|-rr± 


Hu 


z,  t désignant,  ainsi  que  «,  des  quantités  intiment  pe- 


tites. On  peut  encore,  à ces  équations,  substituer  les 
suivantes: 

du  ufd’u 
“ — 2 (//«*■ 


% 

N 

Ptj  — », 


d*u  A I + »1 
da  2 


o. 
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Si  raaintenanf'ôn  passe  aux  limites  en  faisant  évanouira, 

les  équations  qui  précèdent  deviendront 

« *>' 

du  d*u 

“=°>  S*30’  d^=°- 

Ces  dernières  déterminent  ce  qu’on  peut  appeler  le  point 
commun  à la  caractéristique  représentée  par  les  équations 

u — o,  — = o,  et  à une  caractéristique  infiniment  voi- 
da 

sine.  Il  existe  un  point  de  cette  espèce  sur  chaque  en- 
veloppée. La  suite  des  points  semblables  correspondants 
aux  diverses  enveloppées,  ou,  ce'  qui  revient  au  même , 
aux  diverses  valeurs  de  a , constitue  sur  la  surface  en- 
veloppe, une  certaine  courbe  a laquelle  on  a donné  le 
nom  A' arête  de  rebroussement.  Pour  obtenir  les  deux 
équations  de  cette  courbe  en  X,  y,  ~ , il  suffit  évidem- 
ment d’éliminer  la  constante  arbitraire  a entre  les  trois 
équations 


« = o,  -T-  = o 


du 

da 


d'u 


du 


Donc  les  équations  u — o,  — — o,  qui  représentent 

une  caractéristique  particulière,  lorsqu  on  y suppose  la 
quantité  a constante , représentent  au  contraire  1 arête  de 
rebroussement,  si  l’on  attribue  à cette  quantité  une  va- 
■ r . d*u 

lfur  variable  propre  à vérifier  1 équation  = o. 

Comme  dans  les  deux  hypothèses  les  équations  u = o, 

— = o fournissent  les  mêmes  valeurs  de  dx , dy,  dz , ou 
da 

_ V*.  * dz  dz  . 

plutôt  les  mêmes  valeurs  des  rapports  —,  —,  nous  de- 
vons conclure  que  tout  point  commun  à l’arète  de  re- 
broussement £t  à une  caractéristique,  est  pour  ces  deux 
courbes  un  point  de  contact. 
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223.  ire  Application  : Surface  cylindrique  droite  à 
base  circulaire. 

Considérons  le  cercle  représenté  par  la  formule 
x1  + y'  — p1, 

et  tracé  dans  le  plan  xy.  Si  par  le  point  dont  l’abscisse 
est  a , on  mène  une  tangente  à ce  cercle,  et  par  cette  tan- 
gente un  plan  perpendiculaire  au  plan  xy , ce  plan  aura 
pour  équation  l’équation  même  de  la  tangente,  savoir, 

ax  -+-  y\/ p1  — a*=.p*. 

Si  l’on  fait  varier  la  valeur  de  a,  le  plan  se  mouvra  de 
manière  à toucher  constamment  la  surface  cylindrique 
droite  qui  a pour  base  le  cercle  donné.  Donc , en  vertu 
des  principes  ci-<lessus  établis , l’équation  de  cette  surface 
cylindrique  devra  résulter  de  l’élimination  de  la  cons- 
tante a entre  la  formule  ax-\-y\S p * — rt*  = p*,  et  sa  dé- 
rivée prise  par  rapport  à la  quantité  a.  Cette  dérivée 

étant  x - ■ — — n l’élimination  donne  pour  ré- 

y/p-a-  r 

sultal  x * -h y*  = p *,  comme  on  devait  s’y  attendre. 

Dans  le  cas  présent,  la  caractéristique  représentée  par 

les  équations  ax-\-y\/ p*  — ' a * = p % x — ■ ■ — o, 

V ( * — n* 

sera  la  droite  verticale  qui  résulte  de  l’intersection  de 
deux  plans  infiniment  voisins  menés  par  deux  tangentes 
perpendiculairement  au  plan  xy . 

Comme  les  droites  caractéristiques  seront  des  droites 
parallèles,  il  n’y  aura  pas  d’arète  de  rebroussement. 

2mc  Application  : Surface  cylindrique  à base  quel- 
conque. 

Considérons  un  plan  parallèle  à l’axe  des  z et  repré- 
senté par  l’équation  y = ax  -4-  b.  Si  l'on  fait  varier  les 
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constantes  a et  b , ce  plan  deviendra  mobile  ; et  la  loi  de 
son  mouvement  sera  déterminée  si  l’on  établit  une  rela- 
tion entre  les  deux  constantes,  en  supposant  par  exemple 
b = 9 (a).  Dans  cette  hypothèse,  le  plan  mobile,  dont 
l’équation  prend  la  forme ^ = ax  -f-  >(«),  touchera  cons- 
tamment une  surface  cylindrique  qui  pourra  elle-même 
être  représentée  par  l’équation  y — ax  9 («),  pourvu 
que  l’on  attribue  à la  quantité  a , non  plus  une  valeur 
constante , mais  une  valeur  variable  propre  à vérifier  la 
dérivée  de  l’équation^  = ax  <p(«)  prise  relativement 
à cette  quantité,  savoir,  x -f-  <p'(«)  = o. 

Pour  chaque  valeur  particulière  de  a,  les  équations 
jr  = ax  -|-  y (a)  et  x -+-  9(0)  = o réunies,  détermineront 
une  caractéristique  qui  sera  évidemment  une  droite  pa- 
rallèle à l’axe  des  z.  Cette  droite,  comprise  tout  entière 
dans  la  surface  cylindrique,  se  confondra  évidemment 
avec  la  génératrice  de  cette  surface. 

Comme  les  diverses  caractéristiques  seront  des  droites 
parallèles , il  n’y  aura  pas  d’arète  de  rebroussement. 

224.  3me  Application  : Surface  développable . 

Considérons  maintenant  un  plan  quelconque  repré- 
senté par  l’équation  z = ax  -(-  by  -f-  c.  Si  l’on  fait 
varier  les  constantes  n,  b,  c,  mais  en  établissant  des  rela- 
tions entre  ces  constantes,  par  exemple,  en  supposant 
b = f (a),  c = yfa)  , le  plan  deviendra  mobile , et  la  loi 
de  son  mouvement  sera  complètement  déterminée  par  la 
nature  des  deux  fonctions  9 et  y.  La  surface  à laquelle  le 
plan  restera  tangent  dans  toutes  ses  positions  sera  ce  qu’on 
nomme  une  surface  développable.  D’après  son  mode  de 
formation , il  est  clair  que  le  plan  mobile , supposé  flexible 
et  inextensible,  pourra  s’appliquer  et  se  plier  sur  elle, 
sans  duplicature  ni  solution  de  continuité,  et  récipro- 
quement qu’on  pourra,  sans  briser  la  surface,  l’appliquer 
et  la  développer  sur  ce  plan.  La  caractéristique  de  la  sur- 
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lace,  qu'on  peut  aussi  nommer  sa  génératrice,  ne  sera 
autre  chose  que  la  droite  d’intersection  de  deux  plans  in- 
liniment  voisins.  Les  équations  de  cette  droite  seront  l’é- 
quation même  du  plan  mobile,  savoir , ç. 

* = («)  + xla)  > 

» . . , • 

et  sa  dérivée , prise  relativement  à la  constante  a,  savoir  , 

v o — x -+-  y<p'(a)  +x'{p). 

t; 

L’élimination  de  la  constante  a entre  ces  deux  équa- 
. lions  donnera  pour  résultat  l’équation  même  de  la  sur- 
face développable. 

Si  l’on  dilférentie  de  nouveau  l’éqUation 
o=x-hy<p'(a)  -hx'{a) 
par  rapport  à la  quantité  a,  on  trouvera 
o = y<p"(a)  + *"(«). 

Les  trois  équations 

i=àx  +y$(a)  -t-  x (a),  o = x -+-yç’(a)  X '(«)> 

J o —y$"(a)  + x"(a), 

. f 

déterminent,  pôur  chaque  valeur  particulière  de  a,  un 
point  situé  sur  Tarète  de  rebroussement  de  la  surface  dé- 
veloppable. Si  entre  les  mêmes  formules  on  élimine  a, 
on  obtiendra  précisément  les  deux  équations  de  cette  arête 
de  rebroussement.  A joutons  que  si  l’on  effectue  d’abord 
l’élimin&lion  entre  les  formules  z = ax (a)  -+-  ^ (a), 
o—X  y'(n)  -f-  X (A) •>  OIt  trouvera  pour  prenuère  équa- 
tion celle  de  la  surface  développàble,  que  passe  effecti- 
vement par  l’arête  dont  il  s’agît.  * 

On  peut  remarquer  encore  que,  pour  chaque  valeur 
particulière  de  a,  l’équation  o =~-x  X (<l) 

représente  un  plan  perpendiculaire  au  plan  xy  et  pas- 
sant par  une  ■caractéristique.  Tous  les  plans  de  cette  es- 
pèce touchent  évidemment  une  certaine  surface  dévetop- 
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{table,  et  pour  former  l’équatioto  de  cette  seconde  surface 
il  suffit  d’éliminer  a entre  la  formule 

■ i o = <c  -+-  y<p'  («)  + XÏ{à) 

et  sa  dérivée  relative  à la  quantité  n , c'est-à-dire  entre 
les  formules 

O = * + /?'(«)  + *'(«),  o =± y ip" (a)  -+-  *"(«). 

D’autre  part  il  est  clair  qu’en  opérant  :ainsi  on  obtien- 
dra une  seconde  équation  de  l’arète  de  rebroussement. 

Donc  cette  arête  est  précisément  la  ligne  d'intersection 
des  deux  surfaces  développables. 

A la  formule  z = ax  -+-/_(«)  on  pourrait  subs- 

tituer l’équation  générale  du  plan  oscillateur  dJ ùne  courbe 
' donnée , ou  du  plan  normal  à cette  courbe.  Soient 

X = <p(*)*  * = zW» 

• les  deux  équations  de  la  courbe,  et  désignons  par  £,  rh  Ç 
les  coordonnées  variables  du  plan  oscillateur  ou  normal. 
L’équation  du  plan  oscillateur  Sera  ' » 

(£  — x)  (dyd*z — dzdy)  -j  (ü  — y)  (dzd'x  — dxd‘z)  -+-  — z)  ( dxd'y  — dyd'x)  =o, 

M * 

ou  plus  simplement 

(*  — *)[^(*>^(^  — O, 

tandis  que  l’équation  du  plan  normal  sera 

(l  — ^r) dx  -I-  (t,  — y) dy  -t-  (Ç  — *)  dz  — o , 

'Vf  • • 

ou,  en  d’autres  termes, 

é — X -+-  [«  — Ç(z)]f>'(x)  -t-  [Ç  — x(*à]x'(x)  °- 

En  conséquence,  les  plans  osculateur  et  normal,. menés 
par  le  point  dont  l’abscisse  est  a , .auront  pour  équations 
respectives  , . 
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et 

£ — «*  + [ » — <P  («)]  -+-[£,—  % («)]  x.'  («)  = o- 

Cherchons  maintenant  la  surface  développable  qui  tou*- 
che  constamment  le  plan  osculateur.  La  caractéristique  de 
cette  surface  sera  représentée  par  l’équatiou 

et  par  la  dérivée  de  cette  équation  prise  relativement  à la 
quantité  a,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  les  deux 
formules 

(aNSW-Ke-aU'M-U-M]  KW 

Or  ces  deux  équations  équivalent  aux  deux  suivantes 
(f  _ «)*'(«)  - [,  - 9(a))  = o, 

(*  - «)*'(«)  — H — *(«)]  = o, 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  à la  seule  formule 

f — a _ ®(fl)  _ £—*(«) 

> *'(«)  ~ *'(«)  * 

Donc  la  caractéristique  de  la  surface  développable  se  con- 
fond avec  la  tangente  à la  courbe  donnée.  Il  est  aisé  d’en 
conclure  que  l’arète  de  rebroussement  de  cette  surface  se 
confond  avec  la  courbe  elle-même.  C’est  aussi  ce  que  dé- 
montre le  calcul.  En  effet,  les  coordonnées  d’un  point 
quelconque  de  l’arête  de  rebroussement  doivent  satisfaire 
non-seulement  aux  équations 

$ ~ a)  A*)— I*  — *>(«)]  = o,((— a)  *'(«)—[  Ç — X(a)]  = o ; 

mais  encore  aux  dérivées  de  ces  équations  prises  relative- 
ment à la  quantité  a.  Or  ces  dérivées  se  réduisent  l’une 
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| — 0 = 0. 

Si  entre  cette  dernière  formule  et  les  équations 

((  — a)<p'(a ) — [»  — <p(«)]  — o, 

(f  — a)x'(a)—  [Ç  — *(a)]  = o, 

on  élimine  a,  on  obtiendra  les  deux  suivantes 

„ = 9(i),  Ç = x((), 

c’est-à-dire  précisément  les  équations  de  la  courbe  don* 
née.  Quant  à l’équation  même  de  la  surface  développable 
qui  touche  constamment  le  plan  osculateur,  il  est  clair 
qu’elle  résultera  de  l'élimination  de  la  constante  a entre 
les  formules 

(f  — a)  $>'(«.-)  — O — <p{a)\  = o, 

(|  _ «)*'(«)  - [*  - *(«)]  = o, 

Passons  à la  recherche  de  la  surface  développable  qui 
touche  constamment  le  plan  normal.  La  caractéristique 
de  cette  surface  est  représentée  par  l’équation 

* — «■+-  [y  — -+-[£  — *(«)]*'(«)  = o, 

jointe  à sa  dérivée 

i + [ ?'(«)]*  ■+•  [*'(«)?  =[y—  t(aï)<P‘'(a  >+•  fC  — x(a)]x"(<*)- 

Or,  on  satisfait  à ces  mêmes  formules  en  prenant  pour 
n , £ le9  coordonnées  du  centre  du  cercle  osculateur  de 
la  courbe  proposée.  Donc  ce  centre  se  trouve  situé  sur  la 
droite  avec  laquelle  se  confond  la  caractéristique  de  la  sur- 
face développable.  J’ajoute  que  cette  caractéristique  et  le 
rayon  du  cercle  osculateur  se/coupent  à angles  droits.  En 
effet,  si  par  le  point  qui  sur  la  courbe  a pour  abscisse  la 
quantité  «,  on  mène  une  parallèle  à la  caractéristique  de 
la  surface  développable , cette  parallèle  sera  représentée 
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par  les  deux  équations 

? — « ■+■  [«  — <f(a)M«)  -+-  [Ç—  x{a))x'{à)  = o. 

[7  — ©(«)] + K~  X (“)]x "(a)  = o ; . 

ou,  ce  qui  revient  au  même  , par  la  formule 

£ — « _ 1 — ç(a)  _ Ç — x(a) 

(«)-<?>)*'(«)  -*"■(«)  ~ *»  ‘ 

Donc  cette  parallèle  sera  perpendiculaire  au  plan  oscula- 
teur,  et  par  suite  au  rayon  du  cercle  oscillateur,  autrement 
nommé  rayon  de  courbure,  ce  qui  entraîne  la  proposi- 
tion énoncée. 

Si  entre  les  équations 

t — a - f-  [■,*—  tf(a)]©'(n)  + [£  — x[a)\  x'(a)  = o, 
[y-<tW(a)  + K-  *(«)]*»  = o, 

ou  élimine  la  quantité  a,  on  obtiendra  précisément  l’é- 
quation de  la  surface  développable  qui  touche  constam- 
ment le  plan  normal.  Cette  équation  appartiendra  en 
même  temps  à l’arète  de  rebroussement  de  la  surface,  et 
pour  obtenir  une  seconde  équation  de  cette  arête  , il  suf- 
fira d’éliminer  de  nouveau  la  quantité  a entre  l’équation 

1 -(-[©'(a)]1  ■$[*'(«)  f = [7  — ©(a)]  ©"(a)  -f-  [£—*{«)]*"(«) 

et  sa  dérivée  prise  relativement  à cette  quantité,  savoir  : 

■3[(p'(«)©"(a)4-^'(a)^(a)]=[.-©(a)]©>)+K-^(a)]Z>). 

f;  ' 

Nous  avons  vu  que  si  X, y,  z représentent  les  coordon- 
nées d’un  point  quelconque  de  la  développante,  et  £,  r,,  £ 
les  coordonnées  d’un  point  quelconque  de  la  développée, 
on  a 

. ' ' ' .jC  • . 

(f  — -*)  dx  -+-  (ij  7)  dy  (Ç  — z)  dz  =r  o , 

(f  — x)  d2x-h(>i  — 7)  d2y  -f-(£  — z)d%  z — dx2-\-dy*  -f-  dz*. 


! 
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Par  conséquent  si  l’on  élimine  x,y,  z entre  ces  dernières 
et  les  formules  y=<f  (x),  z=x(x),  on  obtiendra  en  r>,  £, 
l’équation  jle  la  surface  sur  laquelle  se  trouvent  situées 
toutes  les  développées  de  la  courbe  représentée  par  ces 
memes  forai  ides. 

Or  l’élimination  dont  il  s’agit  donne  évidemment 
le  même  résultat  que  celle  de  la  quantité  a entre  les 
formules 


S — a + l>  ~ •(«)]  *'(«)  +[Ç  - *(*)]  x’{a)  = o , 

' + + [%'(")]'  -[?  - 9(a)]p"(a)  + [ «-*(■)]*•(«). 

Donc  la  surface  développable  qui  touche  constamment  le 
plan  normal  à une  courbe  quelconque,  est  en  même  temps 
le  lieu  de  toutes  ses  développées.  On  arrive  encore  aux 
mêmes  conclusions  par  les  considérations  suivantes. 

Si  l’on  fait  rouler  sur  une  surface  développable  le  plan 
tangent  à cette  surface , avec  plusieurs  droites  menées  par 
un  point  pris  à volonté  dans  ce  plan,  pendant  que  le  point 
décrira  une  courbe  dans  l’espace,  chaque  droite  tracera 
évidemment  sur  la  surface  une  développée  de  cette  courbe. 
Donc  la  surface  sera  le  lieu  de  toutes  les  développées,  et 
le  plan  tangent,  passant  par  les  tangentes  aux  dévelop- 
pées, ou,  en  d’autres  termes,  par  plusieurs  droites  nor- 
males a la  courbe  décrite,  sc  confondra  néccssaii'ement 
avec  le  plan  normal  à cette  courbe. 

225.  4me  Application  : Surface  qui  enveloppe  l’espace 
parcouru  par  une  sphère  dont  Je  rayon  demeure  cons- 
tant et  dont  le  centre  sc  meut  sur  une  ligne  donnée. 

Supposons  d’abord  que'  le  centre  de  la  sphère  se 
meuve  sur  l’axe  des  a?;  si  l’on  désigne  par  a l’abscisse  de 
ce  centre,  l’équation  de  la  sphère  riïobile  sera  de  la  forme 

(x  — -t-  J1  4-  31  = p1,  ' . * 


et  si  à cette  équation  on  joint  sa  dérivée 
T.  i. 


prise  relative- 
3o 


T 
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ment  à la  quantité  a,  savoir, 

x — <7=0, 

on  obtiendra  les  deux  équations  de  la  caractéristique  de 
la  surface  enveloppe.  L'élimination  de  a donne , pour 
l’équation  de  cette  même  surface, 

. j1  4 -z’=p’; 

donc  la  surface  enveloppe  sera , comme  on  devait  s’y  at- 
tendre, un  cylindre  droit  qui  aura  pour  axe  l’axe  des  x , 
et  pour  base  un  cercle  décrit  d’un  rayon  p égal  à celui  de 
la  sphère. 

Les  différentes  caractéristiques  étant  des  cercles  paral- 
lèles, compris  dans  des  plans  perpendiculaires  à l’axe  des 
X , il  n’y  aura  pas  d’arète  de  rebroussement. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  le  centre  de  la  sphère 
se  meuve  sur  une  courbe  plane  tracée  dans  le  plan  xy. 
Si  l’on  désigne  par 

7 — ? (•*) 

l’équation  de  cette  courbe,  celle  de  la  sphère  mobile  sera 
de  la  forme 

{x  — a)1  4-  [7  — 0(a)]*  -f-z1  = p1; 

si  à cette  équation  l’on  joint  sa  dérivée  par  rapport  à a, 

savoir  : ' 

x — a 4-  [7  — <p(fl)]  sp'(a)  = o , 

on  obtiendra  les  deux  équations  qui  représentent  la  ca- 
ractéristique de  la  surface  qui  touche  constamment  la 
sphère  mobile  , et  que  l’on  nomme  surface  canal.  Enfin, 
si  aux  équations 

(x  — a) *4-0  — ♦(«)],4- *•=?*,  æ — a4-f7— ip(fl)>,(a)  = o, 
011  réunit  la  dérivée  de  la  dernière  par  rapport  à a,  savoir, 
1 *+■  l?  '(«)?  — [7  —?(«)]  "(a)  = 0 » 


Digitized  by  Gôc 


TKENTE-NEL  V1EME  LEÇON. 


467 

on  aura  en  tout  trois  équations  qui  détermineront  les  co- 
ordonnées d’un  point  situé  sur  l’arête  de  rebroussement 
de  la  surface  canal.  L’équation  de  cette  surface. résultera 
de  l’élimination  de  a entre  les  formules 

(x — fl)1-!-  [/  — p(fl)]*-| -2'=^,  x — a + [y— tf(a)]?>'(a)  = 0 • 

Quant  aux  équations  de  l'arête  de  rebroussement,  il  suf- 
fira pour  les  obtenir  de  joindre  à l’équation  de  la  surface 
canal  celle  que  l’on  obtient  en  éliminant  a,  entre  les 
deux  équations 

X— fl  +[j — <p(a)]ç,'(a)—o , 1 -+-  [<f>  '(fl)]1—  [y  — <t{a]\p"(a)  = o 

Cette  élimination  conduira  à l’équation  d’une  surface 
cylindrique  verticale,  dont  l’intersection  avec  la  surface 
canal  sera  précisément  l’arête  dont  il  s’agit. 

Supposons, en  troisième  lieu,  que  le  centre  de  la  sphère 
se  meuve  sur  une, courbe  à double  courbure  représentée 
par  les  deux  équations 

jr  = ç(x),  z = z(*)i 

la  sphère  mobile  , représentée  par  la  formule 

(x  — «) 1 -4-  [7  — 9(a)  H-  [z  — x(a)  j1  = p1, 

, parcourra  un  espace  dont  l’enveloppe  sera  encore  une 
surface  canal.  Hfc?  plus , comme  la  dérivée  de  cette  der- 
nière équation  relative  à la  quantité  a,  savoir, 

X — fl  O — ?(«)]*'(«)  -H  [*  — *(«)]  X '(«)  = O , 

est  l’équation  même  du  plan  normal  à la  courbe  décrite 
par  le  centre  de  la  sphère  mobile,  il  est  clair  que  la  ca- 
ractéristique de  la  surface  canal  sera  précisément  le  cercle 
qui  résulte  de  l’intersection  de  ce  plan  normal  avec  la 
sphère.  Si  entre  les  formules 

(X— «)*•+•[  J—  ?(«)]*  -(-[3  — *(«)]*  — p1, 

X — fl  -t-  r T — ?(«)M«)  + [z  — x(a)]x'(»)  — 

3o.  . 
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ou  élimine  a , on  obtiendra  l’équation  de  la  surface  canal* 
Si  l’on  élimine  la  même  quantité  a entre  l’équation 

X — a + [j  — <f(a)]<p'  («)■+•  [2—  X («)]*'(«)  = « 

et  sa  dérivée  Relative  à a,  savoir, 

> . ' « ‘ 

1 4-[*'(a)]»+[#,(fl)]»=|>  — ?»(«)>"(«)+[»—  *(*)]*"(«), 

on  obtiendra  l’équation  de  la  surface  développable,  que 
touche  constamment  le  plan  normal  à la  courbe  des  cen- 
tres. Enfin , toutes  les  fois  que  la  surface  canal  sera  ren- 
contrée par  la  surface  développable,  la  courbe  d’intersec- 
tion de  ces  d’eux  surfaces  sera  barète  de  rebroussement 
de  la  première. 

f * * - , . 

i*.  •.  * 

v# 
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• -î  ' 

Kquations  nu*  dcrivee»  partielles  des  surfaces  enveloppée*  et  des 
surfaces  enveloppes 


226.  Considérons  la  surface  représentée  par  l’équa- 
tion u = o , et  supposons  d’abord  que  la  fonction  u ren- 
ferme, avec  les  coordonnées  x,y,  2,  les  deux  paramè- 
tres a et  Z»  = <p(«);  en  sorte  qu’on  ait,  par  exemple, 

u=/[x,jr,  z,  a,ç(a)]. 

Si  l’on  fait  varier  la  constante  a,  la  surface  dont  il  s’agit 
deviendra  mobile,  et  parcourra  un  espace  dont  l’enve- 
loppe sera  une  nouvelle  surface  représentée  par  l’équation 
qui  résulte  de  l’élimination  de  a entre  les  deux  suivantes 

du 


Cela  posé,  on  reconnaît  facilement  que  les  équations 


du 


du 


du 


u = o,  — — l-  p~j~  — o,  — 
dr  dz  dy 


du 

dz 


appartiennent  à l’ime  des  surfaces  enveloppées,  lorsqu’on 
attribue  à la  quantité  a une  valeur  constante , et  à. la  sur- 
face enveloppe , lorsqu’on  attribue  à la  quantité  a une 


du 


valeur  variable  propre  à vérifier  la  formule  — ==  o 
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Donc, si  entre  ces  trois  équations 


o, 


du 


du 


dv  + PTz=°' 


du 

dr 


du 


on  élimine  a et  <p(a),  on  obtiendra  une  équation  aux  dé- 
rivées partielles  en  x,y,z,p,q,  qui  appartiendra  en 
même  temps  à la  surface  enveloppe  et  à chacune  des  sur- 
faces enveloppées. 

Exemple  : Supposons  que  la  surface  représentée  par 
l’équation  « = o soit  une  sphère  dont  le  rayon  p de- 
meure constant  et  dont  le  centre  se  meuve  sur  une  courbe 
comprise  dans  le  plan  xy.  L’équation  u = o sera  de  la 
forme 


(x  — a)*  -+■  [y  — $(«)]*  -+-  z‘  = «*. 


Dans  la  même  hypothèse,  les  deux  dernières  équations 

du  du  du 

dz  dy 

se  réduiront  à 


du 

dx 


qlz  ~ °* 


x — a pz  = o , y — ç (a)  -y  qz  — o. 

Cela  posé,  l’élimination  de  a et  de  (f  (a)  entre  les  formules 

(x  — a Y 4-  [y  — p(a)]*  4-  z*  = p % 
x — a-hpz  = o,  y — p(a)  -f-  qz  = o, 

produira  l’équation  aux  dérivées  partielles 

(p%  4-  y*4-  i>’  = p», 


qui  appartiendra  non-seulement  à la  sphère  mobile,  mais 
encore  à la  surface  canal  circonscrite  à toutes  les  sphères. 

Supposons  maintenant  que  l’équation  u = o renferme 
avec  les  coordonnées  x , y,  z , les  trois  paramètres 
a , b—y(a)  et  c — /(a ),  en  sorte  qu’on  ait,  par  exemple, 

« =/[x,  y,  z,  a,  <p(a),x(a)]. 
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Si  l’on  fait  varier  la  constante  a , la  surface  représentée 
par  l'équation  u=  o deviendra  mobile , et  pour  cette  sur- 
face mobile,  ainsi  que  pour  la  surface  enveloppe  de  l’es- 
pace qu’elle  traverse , les  valeurs  de  x , y,  z , />,  q satis- 
feront à la  fois  aux  trois  équations 


u — o, 


du  du 

di^pTz 


= o, 


du 

dz 


O. 


Supposons,  que  ces  mêmes  équations  étant  résolues  par 
rapport  aux  paramètres  a , <f(à)  et  %(a) , on  en  lire 

« =U,  <p(a)  = V,  x(a)  = W, 


U,  V,,  W étant  fonctions  des  seules  variables  x,y,z,  />,  q , 
et  par  suite 

V = *(U),  W=*(U),  W = 'l'(V). 

.On  pourra  donc  obtenir,  dans  le  cas  que  l’on  considère, 
trois  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  or- 
dre, dont  chacune  appartiendra  également  à la  surface 
mobile  et  à l’enveloppe  de  l’espace  qu  elle  parcourt.  Pohi- 
former  ces  mêmes  équations,  il  suffira  d’établir  une  liai- 
son arbitraire  entre  deux  quelconques  des  trois  quantités 
variables  U,  V,  W.  Par  conséquent,  chacune  des  équa- 
tions dont  il  s’agit  renfermera  une  fonction  arbitraire. 
Telles  sont  effectivement  les  fonctions  y , y,  dans  les  for- 
mules précédentes  : V ==  9 (U),  W = ^(U),  W = V). 

Au  reste,  comme  la  fonction  arbitraire  % («)  peut  être 
censée  déduite  d’une  équation  de  la  forme 

la  caractéristique  ts  indiquant  eHc-mème  une'  fonction 
arbitraire,  il  est  clair  que  pour  la  surface  enveloppe  et 
pour  chacune  des  enveloppées’,  les  valeurs  de  X,  y,  z,/>,  q 
satisferont  encore  à l'équation  aux  dérivées  partielles 

»(W,V,W)  = o. 
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Celte  dernière  équation  comprend  les  formüles 

v = <p(U),  w = *(u),  w = 4(V) 

comme  cas  particuliers. 

Si  l’on  diflerentie  l’une  de  ces  équations 

V = ?('U),  W=^U),  W=4(V),  (U,  V,  W)  = o, 


i°  par  rapporta  x,  2° par  rapporta^,  on  obtiendra  deux 
équations  qui  renfermeront  les  dérivées  des  fonctions 
<p,  X,  tp  ou  o,  et  desquelles  on  pourra  déduire,  par  l’éli- 
mination de  ces  dérivées,  une  équation  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre.  Ainsi,  par  exemple,  en  difl’é- 
rentiant  l’équation  V = <jp(U),  i°  par  rapport  à x,  2°  par 
rapporta  y,  on  trouvera 


rfV 

dx 

dV 

dX 


dV 

dz 

d\ 


-^l'  + ^r^-s  = (-+-p. 


dy 

dp' 

dV 

dp* 


dq 

dV 

dq' 


d U dU 


(dU  dU  rfU  rfU  \ ,/TT. 

'=fe+^î+^ï+^?(u,; 


dU  dU 


et  l’on  aura  par  suite,  en  éliminant  <p'(ü), 

d\  dy  d\  dV  \(dU  rfU  dU  rflj 


/d\  d\ 

\d*+'dïIJ  + dïr‘ 

(dV  d\  d\  J 

= Kdï+Tz(1  + d? 


fi,i  J \(iJ 


dz  q^-TpS  + ^qt 


dy  \ /du  </U 

dq  J \ dx  dz 


dU 

P^r-r-r 

dp 


dU 

dq  ’ 


ou,  ce  qui  revient  au  meme, 

uy  dy 

dy  + dz  ' 


(dy  , dy  ^ 

JdV  ■ 

rfU 

\ (■ 

l dï+Tzp) 

lTzq 

► 

H; 

udy/du 

dU  \ 

dU/ 

dy 

+ + dz  V 

dp  \ 

dy  + 

rdy/du 

dU  \ 

rfU 

(dy 

dq 

\dy 

dU 

dx 


dU  \ 

Tzp) 


dz 


/)]r+[ 


dU/dV  dV  \_dV/d  U rfU 
dq  \dx  dz  ? j dq  \ dx 


dy  \ 

J~  ' J-  ~l~  dz  V 


rfü/rfV 

i ^<£r 


dp 
fdVdV 
<lP  dq 


dy 

dzÀ 


_dV(dU 

dp  \ dx 


2')} 


dy  d u \ 

dq  dp 


j ( rt  — .fl  ) = o. 
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La  formule  précédente  est  l’équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre,  qui  appartient  en  même  temps  à la 
surface  enveloppe  et  à chacune  des  enveloppées.  Cette 
équation  ne  renferme  plus  de  fonction  arbitraire , et  elle 
a cela  de  remarquable,  qu’elle  est  linéaire  par  rapport  aux 
quatre  quantités  r,  s,  t,  rt  — s’. 

On  pourrait  tirer  immédiatement  des  équations 

, * i 

du  du  du  du 

5 + '+=•’  Â + ÎSÏ  = °’ 

une  formule  équivalente.  En  effet,  si  l’on  différentie  la 
seconde  et  la  troisième  de  ces  équations,  i°  par  rapport 
à x , a0  par  rapport  à y,  en  y considérant  a comme  une 
fonction  des  variables  xety,  on  trouvera 

dxu  d2u  d%u  du 


dz 1 


dz 


dxu 


dxu\  da 


dxda 


dxu 

dxdy 

dxu 


dxu 

dxdz 

dxu 


dxu  dxu 
.—-p+—.pq. 


du 

dz 


dxdy  dxdz 
dJu 

^ 

dy*  dydz 


d*u  dxu  du 

d^dzP+d^P^dzS  + 


>rP  dzda)  dx~  °’  * 

/ dxu  dxu  \ da 

\dxda  ' P dzda ) dy  °’ 

dxu  dxu  \ da 

1 dzda  J dx  ° ’ 


dyda 


dxu 

2-T-T-? 


dxu 

dFf 


du  / dxu 
dz*^~  \dyda 


dxu  \ da 


- ■ 


= o. 


dzda  J dy 

Or  on  conclura  des  quatre  équations  qui  précèdent, 
i°  en  combinant  la  première  avec  la  quatrième 


/ (Pu 
\dxx 


dxu 

dxu 

du  \ ( 

dxu  dxu 

dxu 

+ 2 dxdzP  + 

&pX 

+ ^r){ 

dyx  ^*dydzq  + 

d?*'* 

* 

y dxu 

dxu\ 

y dxu  dxu  \ 

da  da 

— 

\dxda 

+ Pdzda) 

\dyda  1 ^ dzda  J 

^ dxdy ’’ 

du  \ 
dz1/ 


2°  en  combinant  la  seconde  avec  la  troisième , 


/ dxu 


dxu 


\ dxdy  dxdz 


dxu 
' dydz 
( dxu 


dxu  du  V 

p+dFpi  + dzs) 


dxu 


V: 


dxu 


d‘u 


\dxda  ' dzda  J \ dyda  ' dzda 


da  da 
dx  dy 
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On  aura  donc  par  suite 


/ cl  7u 
\dx* 


-2 P 


dxu 


dxdz 


d*u 

du\( 

dxu  d*u 

d*u 

l>— — 

dz* 

+rs)( 

dy*  ~h2>/  dydz  1 

q'dT 

d*u 

d*u 

d*u 

d*u 

dxdy 

+ P dydz 

+ q dxdz  + Pq 

~dï  + 

dz 
du\* 
'Tl 


£«M 

ii 


ou , en  développant , 

' I 

/ d*u  d*u  / d*u  d'u  d*u\  ( d*u  d*u  d%u  J dW 

\dP  + 'ipdITz^P  dp)  dP)~  \dP^^P^i+qdPTi+P',l?) 

du\~  ( d*u  d*ti  diu\  / d*u  d*u  d*u  d*u\  fd'u  d*u  . 

;i"SLr  ^>dP ) +p^dz  ^IP r \âP  +V^ITP 

. + (£)V‘ -*’)=«> 

Sous  cette  forme  on  reconnaît  immédiatement  qu  elle  est 
linéaire  par  rapport  aux  quatre  quantités  variables  r,  s , t, 
rt — .s3.  Si  de  cette  dernière  formule  on  élimine  a , <p(a)  et 
y(a)  par  le  moyen  des  équations 

du  du 

dz 


u — o , 


_4./,_==°j 


du  du 
Ty  + i-.=»> 


on  obtiendra  entre  x,  y,  z,  p,  q,  r,  s,  t une  équation  aux 
dérivées  partielles  du  second  ordre  qui  ne  différera  pas 
de  la  formule  déjà  obtenue. 

ier  Exemple.  Supposons  que  l’équation  u = o soit 
celle  d’un  plan  et  se  réduise  k z = ax  -\-yy(a)  -\-  y (a) , 
les  formules 


« — o , 

deviendront 


du 


du 


Tc+pTz=°> 


du 


du 


djr  q dz 


P =za,  q =9(rt). 
En  les  combinant  avec  l’équation 


on  en  conclura 


z — ax  -f-  y <p  (a)  4-  x (a). 


■ px  — 


- *(«)• 


% 
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On  aura  donc , dans  le  cas  présent , 

U = /> , V = <7 , W —z  — px  — t/s. 

Par  suite  les  valeurs  de  x,  y,  z,  p,  q,  relatives  soit  au 
plan  mobile,  soit  à la  surface  qui  le  touche  constamment, 
vérifieront  les  équations  aux  dérivées  partielles 

9==<p(p),  z—px—<iy—x.{p),  * — px  — qy  = 4 (q), 
<*(/>>  9 y z ~PX  — qy)=  O. 

Si  l’on  différencie  la  première  de  ces  équations,  i°  par 
rapport  à x,  2°  par  rapport  à y , yn  en  tirera  successi- 
vement 

s=rt[>'(p),  t = sip'(p), 
puis , en  éliminant  < p ' ( /?) , , . 

rt  = s ». 

/ ' 

Telle  est  l’équation  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre  qui  convient  à toutes  les  surfaces  développables. 
Lorsque  dans  l’équation 

u — o 


les  variables  x,y,  z sont  séparées,  on  a 


dydz  ’ dzdx  ’ dxdy  ’ 
et  par  suite  l’équation 

fd'u  d'u  ,d'u\  fd'u  d'u  ,d'u\  / d'u  d'u  J',.  j,  x, 

\fdP~h'f  dxdz'hp  dPJ  \dr,  + ’i‘! drdt~i  '1  Ip)~\inï^pdpyz^idPTI^p'>  j£) 
du\~  f d'u  d'u  td’u\  f d'u  d'u  d'u  d'u\  / d'u  d'u  jt  \ i 

'dz\J\dFï+^'!drdz  q dz')  \dx<fr  Pdûrdz~H,dxdz  1 Pqdp) "h‘ \^'^PdPdii^P' dp) j 

/ du\  * 

\ 1 + w {rt 


d'u  d'u 


d'u  d'u 


- I . - I , d'u  d'u 

dx'  dy'  ^ dy'  dz'  ^ dz'  dx ' 


duV  fd'u  d'u \ d'u  fd'u  d'u\  \ /du  * 

r\w--+r % (—• 


>)~  O. 
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«K 

Si  l’on  suppose  en  outre  que  l’équation  u = o soit  li- 
néaire par  rapport  à x , y,. z , on  aura  encore 

d'u 


d*u 

dx 1 ’ dy * 


: o.  — — =0: 


ce  qui  réduit  l’équation  précédente  à rt  — j’  =0. 

2me  Exemple  : Supposons  que  l’équation  u = o soit 
celle  d’une  sphère  décrite  d’un  rayon  constant  p , et  se  ré- 
duise à 

(x  __  à)  * -+•  [y  — *>(«)] 1 4-  0 — %(a)  ]*  = p‘i 
les  deux  formules 


du 


“=°>  dx  + r 


du  du  du 

dz~° 


dy+<idz—0’ 


deviendront 

x—a+[z  — x{a)\p  = o , y — ç(a)  4-  [z— *(«)]7  = o . 

En  combinant  celle-ci  avec  l’équation  de  là  sphère , on 
trouvera 

x — a __y—tp(a)_  t—xja) 

P 7 — > 

et  par  suite 


V P*  + q*  + l 


a =xqp  p 

K /J1 -t- 9’  4-1 

<p(«)  =/  + f 


V//>’4-<71 -+-  1 ’ 


*(«)  = s ±> 


y/p'+q'-h  1 

On  aura  donc , dans  le  cas  présent , 


U = x 


-T-  P/> 


V = 


W=rz± 


V'/»*  4-y1  4-  1 


V//>*4- 


7*  -+-  t 


Digitized  by  Google 


QUARANTIÈME  LEÇON.  4?7 

ïl  en  résulte  que  les  valeurs  de  .r, y,  z,  p,  (/,  relatives, 
soit  à la  sphère  mobile,  soit  à la  surface  canal  qui  enve- 
loppe l’espace  traversé  par  cette  sphère,  vérifieront  les 
équations  aux  dérivées  partielles 


pp\ 
*)' 

±S='t(-r;P5:)' 


R désignant,  pour  abréger,  le  radical  \/ p'  -+-  q'  -+-  1 . 
Quant  à l’équation 

d*u  d'u  id*u  d%u  td*u  d‘u 
dx*  dr * P dr 1 dz  * ^ dz'  dx* 


r (d'u 

d*  u\ 

d'u  , 

l'd'u  d'uX 

l,(da V 

-\*F 

+q'd^y 

ydx’-hp-~dz'  ) 

J U) 

elle  prendra,  dans  le  cas  préseut,  une  forme  très  simple. 
En  effet,  en  vertu  des  équations 


^=2(x  — a),  O— ?>(«)]«  % = *[*  — *(«)!. 


d'u 


d'u 


= i. 


:=  a» 


dz 
d'u 
' dz  * 


■ = a. 


rf-r1  . "’  rf.T* 

\ 

s elle  se  réduit  à ^ 

‘ . ' ‘ < 

l -+-[(?*  ~h  I )r—  zpqs  -4-  (/»’-+-  — *(«)]+  (rt  ~ J »*)t*  ~ x(<*)¥  = O. 

Si  l’on  remet  au  lieu  de  z — x(a)  sa  valeur  l>rée  de  la  for- 
mule 

x — a y — ç(a)  _ Z — %(<*)  _ _±.  P 

p q — • S/p1  -t-  9*  4-  i ’ 

et  que  l’on  fasse,  pour  plusde  commodi  té,  R=  p*+ç*-+-  ii 
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on  aura  définitivement 

. . - . /. 

P'-+- ?*+  1 qp[( 9’4- 1 ) c—  2pqs+  (p' -+- 1 ) t]  ~ ■+■  (rt — iro, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

R1  R 

(p1- 1-  7’+ 1 )— qp[(<7*-f- 1 )r — Ipqs  4-  (/>*+ 1 )f  ] — -hrt — S1— O. 

On  obtiendrait  précisément  la  même  formule  en  subs- 
tituant dans  l’équation  qui  donne  les  rayons  de  courbure 
principaux 

(/>1*+-<’/14-i)Q1=ir[(/>1-+-  i)f—  — s*—  o, 

au  lieu  de  la  quantité  Q , sa  valeur  ±.  — tirée  de  l’équa- 
tion Or,  dans  l’équation  qui  donne  les- rayons 

de  courbure  principaux,  p désigne  un  rayon  de  plus 
grande  ou  de  moindre  courbure,  tandis  que  dans  l’équa- 
tion aux  dérivées  partielles  qui  précède,  p désigne  le  rayon 
de  la  sphère  mobile;  donc  il  résulte  de  cette  formule, 
qu’en  chaque  point  de  la  surface  qui  enveloppe  l’espace 
parcouru  par  la  sphère  mobile,  l’un, des  rayons  de  plus 
grande  ou  de  moindre  courbure  est  égal  au  rayon  de  la 
sphère  dont  il  s’agit. 

227.  On  peut  déterminer  les  fonctions  arbitraires  que 
renferme  l’équation  d’une  enveloppée,  de  manière  que  la 
surface  enveloppe  passe  par  des  directrices  données , ou 
soit  circonscrite  à des  surfaces  données. 

Soit  toujours  u = o l’équation  de  l’enveloppée  mobile, 
et  supposons  d’abord  que  la  fonction  u renferme  avec  les 
coordonnées  x,y,  z les  deux  paramètres  a cto  (a).  Pour 
déterminer  la  fonction  <p,  il  suffira  de  supposer  que  l’en- 
veloppe doit  passer  par  une  directrice  donnée  ou  être  cir- 
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consente  à une  surface  donnée.  Soient,  dans  la  première 
hypothèse,  v = o,  te  = o,  les  équations  de  la  directrice. 
Cette  directrice  devant  être  tangente  à chacune  des  enve- 
loppées ; les  valeurs  de  dx,  dy,  dz,  tirées  de  ses  équations, 
devront  satisfaire  à la  différentielle  de  l'équation  u =o, 
et  par  suite  ou  aura,  pour  chaque  point  de  la  directrice, 
non-seulement  les  équations  u = o,  \>  — o , ie  = o,  mais 
encore  la  formule 


du  dv  dw 
tla:  dr  dz 


du  dv  dw 
dx  dz  dy 


du  dv  dw 
dy  dz  dx 


du  dv  dw 
dy  dx  dz 


du  dv  dw 
dz  dx  dy 


du  dv  dw 
dz  dy  dx 


= o. 


Si  entre  ces  quatre  équations  on  élimine  x,  y,  z,  on  ob- 
tiendra une  équation  de  condition  entre  a et  f(u) , que  je 
représenterai  par  A = o,  et  qui  déterminera  la  forme  de 
la  fonction  (j>.  Si , à l’aide  de  cette  équation  de  condition , 
on  élimine  de  la  fonction  u= o le  paramètre  tp(a),  l’équa- 
tion résultante  représentera  une  surface  déterminée  pour 
chaque  valeur  particulière  de  la  quantité  a,  et  en  faisant 
varier  cette  quantité,  on  aura  une  surface  enveloppe  éga- 
lement déterminée. 

Supposons  maintenant  que  l’enveloppe  doive  être  cir- 
conscrite à une  surface  donnée  représentée  par  l’équation 
v = o.  Cette  dernière  surface  sera  tangente  à chacune  des 
enveloppées,  et,  comme  deux  surfaces  qui  se  touchent  eu 
un  point  ont  nécessairement  en  ce  point  la  même  nor- 
male, il  est  clair  que  les  coordonnées  x,  y,  z , du  point 
de  contact,  vérifieront  non-seulement  les  équations  « = o, 


o=o, 


mais  encore  la  formule 


du 

du 

du 

dx 

dy_ 

dz 

dv 

dv 

dv 

dx 

dy 

dz 

- 

Si  entre  ces  quatre  dernières  équations  on  élimine  x,y , z. 
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on  obtiendra  encore  une  équation  de  la  forme  A = o,  A 
étant  une  fonction  desdeux  paramètres  a et<f(a).  La  nature 
de  la  fonction  (j>  étant  déterminée  par  la  formule  A = o, 
on  achèvera  le  calcul  comme  dans  l’hypothèse  précédente. 
Si  l’équation  u=o  renfermait  trois  paramètres  a , <f(à)  et 
y_(a) , alors,  pour  déterminer  les  deux  fonctions  <|?  et  ^ , il 
faudrait  connaître  deux  directrices  de  la  surface  enveloppe, 
ou  deux  surfaces  courbes  auxquelles  cette  surface  enve- 
loppe doit  être  circonscrite.  En  opérant  comme  ci-dessus , 
i°  pour  la  première  directrice,  ou  la  première  surface 
courbe  donnée;  2°  pour  la  seconde  directrice,  ou  la  se- 
conde surface  courbe,  on  obtiendrait  deux  équations 

- Æffe  " 


A = b . 


B = o , 


m.- 

jg| 


dont  les  premiers  membres  A et  B renfermeraient  seule- 
ment les  trois  paramètres  a,  <j>(a),  x(a)-  Ces  deux  équations 
suffiraient  donc  à la  détermination  desfonctjons  y èt  y. 

La  même  méthode  peut  être  évidemment  étendue  au 
cas  où  l’équation  « = o renfermerait  plus  de  trois  para- 
mètres dépendants  les  uns  des  autres. 


228.  Cherchons  par  cette  méthode  l’équation  de  la 
surface  développable  qui  passe  par  deux  directrices  don- 
nées. Désignons  par  Xj , , s,  les  coordonnées  de  la  pre- 
mière directrice,  et  par  Xly  zt  celles  de  la  seconde. 
Soient  = o,  tv,  = o,  les  équations  de  la  première  di- 
rectrice, et  v,  = p,  iv,  = o , celles  delà  seconde.  Euûn, 
concevons  que  les  points  (x, , y% , z,),  (xt , y,,  z,),  se 
trouvent  sur  une' même  caractéristique  ou  génératrice  de 
la  surface  développable,  et  désignons  par  x,y,  z les  coor- 
, données  variables  de  cette  génératrice.  Le  plan  qui  tou- 
chera la  surface  développable  suivant  cette  génératrice  , 
passera  par  les  tangentes  aux  deux  directrices.  Par  suite, 
si  la  perpendiculaire  à ce  plan  forme  avec  les  axes  les  angles 


0<  A H AN  TI  LME  I.F.ÇO'. . 

v,  on  aura  simultanément 

(*'  — -r.)  COS  A+  (jr,  — Y,)  COS  fi  -+-  (z,  — Z,)  COS' 
cos  A/ir,  4-  cos^u/y,  4-  cos  rds,  ~ » 
cos  A/ir,  4-  cos f*dy,  4-  cos  >dz,  — <>. 

On  en  conclura 

(x,  -x,)(dytdz,  - dyrdz,)-+-  (y y,)(dz,dx,  ~ dz.dx,) 

-+■  (z.  — z.)  (/ir ,dy,  — //x , dy , ) — 0. 

Cette  dernière  équation,  lorsqu’on  y substitue  pour 
dxt,  dy t , //z,.,  leurs  valeurs  tirées  des 
formules  u,  =o,ie,=:o,e,  = o,  ie,  = o,  établit  une  ffcl*. 
tion  nouvelle  entre  les  six  coordonnées x„ y „ zt,x,,  y,,  Zî. 
Si  aux  formules  précédentes  on  réunit  les  équations  de 
la  génératrice  de  la  surface  développable,  lesquelles  se 
trouvent  comprises  dans  la  formule 

x— x‘  _ y —y,  _ g— rt 

y,  — y,  ~ z,~ z,  ’ 

on  aura  en  tout  sept  équations  entre  les  quantités 

■ t 

x>y*z ■ x>,y,  ,2„  x„y„z,; 

et  si  l’on  élimine  les  six  dernières,  on  obtiendra  en 
r’  y ■<  * I équation  même  de  la  surface  développable. 

229.  De  la  surface  développable  circonscrite  à deux  sur- 
faces  données. 

Désignons  par  z,:  ,r„  j,,  les  coordonnées  va- 
riables de  deux  surfaces  données  ; et  soient  e,  — 0,  e,  ~ 0 
leurs  équations  respectives.  Si  les  points  (ô\ , y,,’ z,), 
(xiiYi,z i).  se  trouvent  sur  une  même  génératrice  de 
la  surface  développable,  les  normales  menées  aux  surfa- 
ces données  par  ces  deux  points  seront  perpendiculaires 
au  plan  qui  touche  la  surface  développable  suivant  la  gé- 
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itéra  tri  ce  dont  il  s'agit-,  et  l’on  exprimera  que 
males  sont  non-seulement  parallèles  entre  elles , mais  en- 
core perpendiculaires  a la  génératrice  , en  posant  les  li ois 
équations  comprises  dans  les  formules 


dv, 

dv1 

dv , 

dx. 

dz , 

dv. 

dv. 

~ dv,' 

dx. 

dy. 

dz. 

— y*) 

dv. 

(/> 

T"  + 
dy. 

Si  entre  les  formules  qui  précèdent  et  les  équations  de  la 
génératrice,  savoir. 


x- — x 1 / — y,  z— z, 

x, — xt  y, — y,  z , — z,’ 


on  élimine  les  six  quantités  x,,  y,,  z, , xt,yt,zt.on 
obtiendra  en  X,  y,  z l’équation  même  de  la  surface  déve- 
loppable. 

Si  l’on  se  proposait  seulement  de  trouver  la  courbe  de 
contact  de  la  surface  développable  avec  l’une  des  deux 
surfaces  données,  par  exemple  avec  la  première,  il  suffi- 
rait de  joindre  à l’équation  v,  = o celle  qui  résulte  de 
l’élimination  des  coordonnées  xt,  y,,  z , entre  l’équa- 
tion e,  = o et  les  formules 


(x. 


dv± 

dv, 

dv 

dx. 

_ dy 

dz. 

dv. 

dv. 

= ±, 

dx. 

dy 1 

dz. 

, , dv,  , , 

+ (r.  — + (*■•”*») 


dv, 

dz. 


o. 


Exemple  : Surface  développable  circonscrite  à deux 
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sphères  ou  à deux  ellipsoïdes  semblables,  dont 
sont  parallèles. 

Calcul  pour  deux  sphères.  Soient 


483 
les  axes 


x'  "l"*'  ~ (r.  — -+-  (z,  — z„)i=/!’, 

les  équations  des  deux  sphères. 

On  aura 


*«  _ J'. 

x»— x°  ~ y*  — y a 


x>x*  H-  y, y*  H-  z.  z>=/s’. 


On  en  conclura 


x*  xo__y* — rn z, — z0 

*.  >,  ~ z, 

et  par  suite 


fg P*  (j°æ»+JqXi+z»z.) 

/j  p»  ~ - ». 


^z.+Zo/i  4-  *o zi  = F(pdzp0). 

La  dernière  équation  est  celle  d’un  plan  qui  renferme  la 
courbe  de  contact  de  la  surface  développable  avec  la  pre- 
mière des  sphères  données. 


3i . . 
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Principes  élémentaire*  du  calcul  des  résidus. 


1 . Lorsqu’une  fonction  f(x)  de  la  variable  x ne  de- 
vient pas  infinie  pour  une  valeur  particulière  x,,  on 
peut  la  développer  suivant  les  puissances  ascendantes  en- 
tières et  positives  de  la  différence  x — x,  = s,  et  l’on 
trouve,  en  faisant  usage  de  la  formule  de  Taylor, 


(a; — x,)" 


ou,  ce  qui  revient  an  même, 

/(*,+«)=/(*,)  + «/'(*,)  + — /"(x,) 


. H S— -, î /"-•(*,)- 1 s — /W(*,-M«). 

i.a.3...(n — i)  ' ' 1.2.3.  n 

Alors  aussi  le  coefficient  de  la  première  puissance  de 
x — Xj,  ou  de  e,  est  la  valeur  que  prend  le  colïicient 
différentiel  ou  la  dérivée  de  la  fonction  f(pc ),  quand  on 
y fait  x = xt. 

Mais  si  la  fonction  f(x)  devient  infinie  pour  x = x, , 
ou  si  x,  est  une  racine  de  l’équation  f(x)  — oo  , 

«r  | 

— o,  on  ne  peut  plus  faire  usage  du  développement 
qui  précède,  et  I on  est  forcé  de  lui  en  substituer  un  autre, 
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toujours  ordonné suivant  lus  puissances  ascendantes  de  s, 
mais  qui  renferme  des  puissances  négatives.  Ce  dévelop- 
pement s’obtient  très  facilement  en  procédant  comme  il 
suit. 

2.  La  valeur  particulière  x,  peut  être  une  racine  sim- 
ple ou  multiple  de  l'équation  = o;  X,  sera  une  ra- 

J\x) 

cine  simple,  et  l'équation  — osera  dite  n’avoirqu  une 

J ( , 

seule  racine  égale  à x , , lorsque  le  produit  (x  — x ,)  f{pc) 
ne  deviendra  pas  infini  pour  x — x,.  On  dit,  au  con- 
traire, que  x,  est  une  racine  multiple  de  l’ordre  m,  m 

désignant  uu  nombre  entier,  ou  que  l'équation = o 

a m racines  égales  à x,,  lorsque  le  produit  (x  — x ( )"’  j\x) 
obtient  pour  x = x,  une  valeur  finie  dillérente  de  zéro. 

Posons,  dans  cette  dernière  hypothèse,  qui  renferme  la 
première  comme  cas  particulier, 

(x  — *,)"/(*)  = f(x),  -4-  i)  = f(x,  -4-  «); 

la  fonction  f(x)  conservant  une  valeur  finie  pour  x = x,, 
on  pourra  développer  f(x,  -(- s)  suivant  les  puissances  as- 
cendantes et  positives  de  e,  et  l'on  aura 

f (x,  -+-•)  = f(x.)  -H  P(x.)-t-  — f"(x,) . . . + - ~ ‘ -4- 

' ' ' i.2  v i.2.3...(»i — i)  1.2.3  ...m 

d’où  l’on  tire,  en  divisant  par  em,  et  ayant  égard  à l’cqua- 

tiou  /(x,  -+-£)  = , 

/(x, -4-.)= M-f-  _L_  f'(x,) h — 4.  - ’ ?(*.)  .. 

1™  1 t"~ 1 1.2  l"  “ J 1.2.3 


. 2 t" 

> f— *(*,) 


f^Xj-pÔt) 

i .2.3  ...ihV 


t 1.2. 3.  ..(m — î) 

Si  m est  égal  à l’imité , ou  si  x est  une  racine  simple  de 
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l’équation o , cette  équation  devient 

I I 1.2 

Dans  tous  les  cas  le  coefficient  de  - est  ce  que  M.  Cauchy 

a appelé  le  résidu  de  la  fonction  f ( x ) , correspondant  à 
la  valeur  particulière  X|  de  la  variable  x.  Ce  résidu  sera 
donc,  dans  l’hypothèse  d’une  racine  simple,  f(x,)  ; dans 

* f**  * /jj  \ 

l’hypothèse  d’une  racine  multiple,  ^ ^ — {m  i) , et  l’on 
pourra  toujours  le  calculer,  en  formant  la  fonction 
f(x)  = (x  — x,)"/(x), 

que  l’on  différentiera  ensuite  m — 1 fois,  pour  y faire 
x = xx . f'“~‘  (x,)  est  évidemment  aussi  ce  que  devient 


£•(*-«)(«,  + ,) 


dm~‘ 


lorsqu’on  y fait  e = o.  L’équation  f (x,  -f-  e)  = (xt  -+-  e) 

donne  d’ailleurs 

dm~,f(xl  -+-  t)  d[i”/(x1+»)]- 

dtm~l  rft*-*  * 

on  aura  donc 

f <--•>(*.)  = Hm.  fC--)(x,-+.i)=Um. dM  , 

» . •• 

1.2. 3. ..(m — 1)  i.2.3...(/n — 1)  dtm~l  ’ 

1' 

de  sorte  que  le  résidu  de  la  fonction  J\x),  relatif  à x = x, , 
est  ce  que  devient  l’expression 

i . dm~'  [imy(x,+  )] 

i.a.3...(/« — 1)  dtn~t 

lorsque,  après  la  dillërentiation,  011  pose  e = o. 
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(J.  Exemple:  t"  Soit 

fl  S — Jl  + 1 . 

' X (x  — t)(x  -t-  i }’ 

celte  fonction  devient  infinie  pour  x — i , mais  le  pro- 
duit 

(x—  i )/(*)  — T-  t-  = f(x) 

conserve  une  valeur  finie.  Le  résidu  de  la  fonction  f(x), 

I — f~  I 

correspondant  ài=i,  sera  dès-lors  f(i)  ou  ^ ^ —•  — i. 

Le  résidu  de  cette  même  fonction,  correspondant  à 
x = — i , s’obtiendra  en  formant  le  produit 

(■*■+•  «)/(■*)  = ~ _ ; > 

et  faisant  x = — 1, 

ce  qui  donnera  = — i . , 


•2mc  Exemple  : 


/(*)  = 


cosx 


Cette  fonction  devient  infinie  pour  x = ^ ; mais  Je  pro- 

5T 

X 

duit , qui  prend  la  forme  indéterminée  -,  conserve 

COS  JC 

néanmoins  pour  x = ~ une  valeur  finie  que  l’on  obtient 

en  prenant  la  dérivée  du  numérateur  et  du  dénominateur. 
Cette  valeur  finie  et  égale  à l’unité  est  le  résidu  de  la 

fonction  — — - correspondant  à x = 

cosx  1 a 

3me  Exemple  : 


m 


X 1 1 

:(^h r 
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on  a 

(x  -+-l)*  ./(*)=  X* — I=f(x),  f '(x)  = 2jc,  f'( — 0—  — 2» 

et  — 2 est  le  résidu  de  cette  fonction  relatif  à x = — i. 

4.  Lorsqu'une  fonction  f{x)  devient  infinie  pour  une 
série  de  valeurs  particulières  a:,,  , xs, . . . x„,  on  peut 

prendre  le  résidu,  ou  successivement  par  rapport  à tou- 
tes les  racines,  ou  partiellement  par  rapporta  quelques- 
unes  seulement.  On  appelle  résidu  intégral  de  la  fonction 
f (x)  la  somme  des  résidus  de  cette  fonction  relatifs  aux 
diverses  racines  réelles  et  imaginaires  de  l’équation 

L’extraction  des  résidus  est  l’opération  par  laquelle 

on  les  déduit  de  la  fonction  proposée.  On  indique  cette 

j' 

extraction  à l’aide  .de  la  lettre  initiale  qui  sera  consi- 
dérée comme  une  nouvelle  caractéristique  analogue  aux 
caractéristiques  d,  f,  £ ; et  pour  exprimer  le  résidu  inté- 

gral  de  j (x) , on  place  la  lettre  ^ devant  la  fonction  en-: 
tourée  de  doubles  parenthèses,  ainsi  qu’il  suit: 

i ((/(*)))- 

Pour  indiquer  le  résidu,  par  rapport  à une  valeur  parti- 
culière x = x, , on  remplacera  la  fonction  f(x)  par  la 
fonction  identique 

(x  — x,)/(x)  (x  — x,)*/(x) 

(x  — xt)  (x  — X,  j"  ’ 

et  l’on  mettra  entre  deux  parenthèses,  sous  le  signet,  la 

différence  (.r  — x,)  ou  (x  — x,)m  placée  au  dénomina- 
teur ; le  résidu  sera  donc  indiqué  par  l’une  des  notations 

f (x  — x,)/(x)  y (x  — x,)”/(x) 

^ ((x  — x,))  ’ ° (((x  — x,»)’ 
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Pour  indiquer  le  résidu  pris  par  rapport  à certaines  va- 
leurs particulières  x, , x, , xs,. . . , on  se  servirait  de  la 
notation 

y (*—*■)  (g — x»)  ix — xi)f(x)  » 

((  (x—  X.)  (x  — X,)  (x  — Xjj  )) 


Lorsque  la  fonction  f ( x ) se  présentera  sous  la  forme 

fractionnaire  f(x)  = — et  que  nous  voudrons  indi- 
x(x) 

quer  la  somme  des  résidus  relatifs  aux  racines  de  l’équa- 
tion x(x)  = o,  nous  écrirons 


y *(*) 

appliquant  ainsi  les  doubles  parenthèses  à la  fonction  ^(.r). 
Au  contraire,  la  notation 

y t(>  (X)J) 

^ *>) 


représentera  la  somme  des  résidus  de  J (x)  relatifs  aux 

setdes  racines  de  l'équation  — r---  = o,  et  l'on  aura  identi- 

<P  (*) 

quement 


De  même,  si  l’on  suppose  /_(x)  = X(x)/jl(x)  , les  deux 
notations 

/ _ tP  (x)  J' 

((*(*)  ))/•(*)’  °A(x)((^(x)))’ 


exprimeront,  la  première  la  somme  des  résidus  corres- 
pondants aux  racines  de  l'équation  X(x)=o,et  la  seconde 
la  somme  des  résidus  qui  correspondent  aux  racines  de 
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l’équation  p(x)  = o;  en  sorte  qu’on  aura  généralement 

f <r>(x)  y <p(x)  , y p{x) 

°((a(x)a,(*)))  -C'((A(x))M*)  + °((,.(x)))a(x)’ 

0 

De  même  encore,  si  l’on  suppose  f(x)  = y (x)gj(x) , on 
obtiendra  les  équations 

y ((y(x)«w(x))) f ((y(x)))*r(x)  , J'  y (x)  ((  w (x)  )) 

C *(X)  *(*)  + ° Z(*)  ’ 

y ((  * M V\  _ / ?(*)  y ?(*) 

^ VV*  (•)))  ~ ° ((*(*)  )V(x)^°  A(x)((^  (x)  )) 

, r ((y(*)  )M*)  y vm*(*)))' 

x(x)  . x(x) 

5.  Si  la  fonction  f{x)  est  la  somme  ou  la  différence  de 
plusieurs  fonctions  <p(x),  ^(x),  il  est  évident,  d’après  la 
définition  même  du  résidu  et  du  résidu  intégral,  que  le 
résidu  intégral  de  la  somme  de  ces  fonctions  sera  égal  à la 
somme  de  leurs  résidus  intégraux  ; on  aura  donc 

L ((tfxjdr^xjcfcetc.))  = «£((*(x)))±  £((#(x)))±. . . etc. 

6.  Si  la  fonction  f (x)  est  le  produit  d’une  autre  fonc- 
tion F(x)  par  un  facteur  constant  a,  on  aura  aussi 

<S((«F  (x)  ))=«<£((  F (x))). 

Cette  dernière  équation  est  un  cas  particulier  de  celle  que 
nous  avons  établie  plus  haut, 

<U(y  (x  Wx)  ))  = <£,  ((y  (x)  ))  »-  ( x ) 4-  £*(•*)((  * (•*'))> 

équation  qui  correspond  à l’équation  différentielle 
ri.uv  — udv  -+-  vdu. 

7.  Soit,  de  plus,  f (x,  z)  une  fonction  des  deux  va- 
riables indépendantes  x,  z,  et  supposons  que  l'éqnaWon 


Digitized  by  Google 


QTJARANTE-UNIÉME  LEÇON. 


49* 


= o,  résolue  par  rapporta  x , fournisse  des  racines 

f\x  y z) 

indépendantes  de  la  variable  z ; si  l’on  désigne  par  xt 
l’une  de  ces  racines,  il  est  clair  que  le  résidu  de  la  fonc- 

dérivée  correspondant  à x = xt , ne  diffé- 


tion 


rera  pas  de  la  dérivée  relative  à z du  résidu  de  la  fonction 
f (x , z);  car  ces  deux  quantités  se  réduiront  l’une;  et 

l’autre  au  coefficient  du  rapport  — dans  le  développement 


de  l’expression  f (a\-+-  s,  z -+•«'),  suivant  les  puissances 
ascendantes  des  accroissements  e , e'. 

En  effet,  pour  avoir  le  résidu  de  la  fonction  f(x,z), 
correspondant  à ar  = ac, , il  faut  poser  x=x,-\-e  et  pren- 
dre dans  le  développement  de  f (ar,  + e , z),  le  coeffi- 
cient de  puis,  pour  avoir  la  différentielle  de  ce  résidu, 

il  faut , dans  ce  coefficient  de  - , changer  z en  z -+■  e', dé- 


velopper et  prendre  le  coefficient  de  s ' qui  sera  évidem- 
ment le  coefficient  de  — dans  le  développement  de 


/(x,  t,  S i '). 

De  même,  pour  avoir  le  résidu  de  la  différentielle,  il 
faut  d’abord  dans  f{x,  z)  changer  z enz  + prendre 
le  coefficient  de  s',  y changer  x en  x,  -f-  e,  et  dévelop- 
per; le  coefficient  de  1 sera  le  résidu  cherché  et  sera  aussi 

le  coefficient  de  dansle  développement de/^a:, -M , z-t-e'); 
donc,  etc. 

Cette  remarque  pouvant  s’étendre  aux  diverses  racines 
de' l’équation  ^ = o que  I on  suppose  indépendantes 


Digitized  by  Google 


493  CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 

de  la  variable  z , on  en  conclura 


dC((f(x,z))) 

dz 


c’est-à-dire  que  le  résidu  intégral  de  la  différentielle  est 
égal  à la  différentielle  du  résidu  intégral. 

Nous  conclurons  plus  tard  de  ce  théorème  que  1 inté- 
graîe  du  résidu  est  égale  au  résidu  de  l’intégrale. 

8.  Ce  que  nous  venons  de  dire  sur  les  principes  du  cal- 
cul des  résidus  suffit.  Il  reste  à faire  connaître  une  de  ses 
principales  applications. 

Application  à la  transformation  d’une  fonction  qui 
devient  infinie  pour  certaines  valeurs,  et  à la  décomposi- 
tion des  fractions  rationnelles  en  fractions  simples. 

Eq  supposant  que  la  fonction  f (x)  devienne  infi- 
nie pour  x = x, , mais  de  telle  sorte  que  le  produit 
(, x — xC)m f (x)  — f( x ) conserve  une  valeur  finie,  nous 
avons  trouvé 


/(*)  = 


f(*) 

(■*— x,)r 


_f(*0  , 1 f'(*')  , 1 r(x»)  ... 

(x  — x.y  i (x  — x.) ■ 1 i . a (x-x,)""1 


(x — X,) 


■1.2.3  ...(ni- 1)  fC""')(xI)  i .2.3 ...m 


f C")  [x,  -f-  0 (x-x,)]. 


Posons 


f !-)  [x,  -H  0 (x  — x,)]  = <p  (x) , 

1.2.3  . .in 


<f(x)  aura  généralement  pour  x — X,  une  valeur  finie 

, ^ — et  par  conséquent,  en  retranchant  de  la  fonc- 

i.2.3  ...  n»  r 

lion  f(x)  la  somme 


f(x,)  . T(a:,) 

(x-x,)"  I (x-x,)"-' 


i f"(x,)  I fC-'^x,) 

",+i.a.3...M  (x— x,)  * 
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on  obtiendra  nue  nouvelle  fonction  <jp(x),  qui  ne  deviendra 
plus  infinie  pour  x = x,  •,  or  cette  somme  de  fractions 
peut,  à l'aide  du  calcul  des  résidus,  se  mettre,  sous  une 
forme  très  simple. 

En  effet , on  a évidemment , d’après  ce  que  nous  avons 
dit  sur  les  résidus  et  la  manière  de  les  calculer, 

r/_._  r f(*)  e<--o(x,)  _f  f(x) 

1 l .2 . 3...(/n  — I ) ^(((x  — x,)*))  * 

d’où  l’on  tire,  en  posant  m — i — n,  x — z, 

f(">(x,)  _ f f(î) 

. . 2.3.../i3=°(((s-x,)-+*))- 

Si , dans  cette  dernière  équation , on  fait  tour  à tour 

n — \ /?  — 3,  ...  n — m — i , 

on  trouvera 

r f(>)  f(*)_ 

r(x.)_r  f(*)  *-■>(*.)  _ç  f(«) 

I.»  ~°(((*-xI)î))’  )-°(((*-*,)F))* 

Dès  lors  l’équation 


r/  i f(*.) 


<P(x) 


devient 


/»_» ! / fW L / _JW ) 

(x-*,rC'((.-xI))  (x-x,)— °(((s-x.)*))(_ 

■ r f(»)  __l_/  _IW_ l~ * ' 

(x-x,)"  * °(((^X.)3))  x-x,  ° (((a  — x,)-))  ) 

t 

* . J' 

En  faisant  entrer  sous  le  signe  qui  se  rapportes  z, 
(x-x,)—  ’ • • ‘ ffU’0n  P*ut  re8ar' 


les  quantités 
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/(*)  — 


4y4 

der  comme  constantes,  réduisant  au  même  dénominateur 
et  observant  que  le  résidu  de  la  somme  est  égal  à la  somme 
des  résidus,  on  obtiendra  successivement 

Ÿ f (t) 

^ (^~x ; —r -K*- • ..-K*1-*  f(*). 


f(x) _.r  f(z)  r . 


(X— X,)m—  (z— /,)“]  _ 


f(*hl 


f « 


l 


f(z)  (z-x,)m 


(x - z)(((z-a ;,)"))  (x-x,  )« (((*-x,)")) (*- z) 


?{x). 


Le  second  des  résidus  du  premier  membre , ou  le  ré- 
sidu de  la  fonction 


((z)(z—x,y 


f(z) 


(x X,)m(z-r-XI)m(x  — z)  (x  — ^“(x — z)  ’ 

relatif  à z — x, , est  évidemment  nul , puisque  cette 
fonction  ne  devient  pas  infinie  pour  z = a:,  ; on  a donc 
plus  simplement 

f(X)  ~ ^(x— -*)(((*  — *,)"))  = 9 (X)  ’ 
ou , en  mettant  pour  f(z)  sa  valeur  f(z)(e  — - x,)* , 

,,  , f*  /(«)(»  — *0*  _ //_»_  f /(»)(*  — *«)  _ , , 

Il  résulte  de  cette  dernière  équation  que,  pour  déduire 
de  la  fonction  f(x),  qui  devient  infinie  lorsqu’on  suppose 
x = x,  , une  autre  fonction  qui  conserve  dans  la  même 
hypothèse  une  valeur  finie,  il  suffit  de  retrancher  de  f(x) 
une  somme  de  fractions  rationnelles  équivalentes  à l’ex- 
pression <£.  c’est-à-dire  au  résidu  de  Is 


U — z)((z—  *,))’ 


fonction 


/(») 

(x  — z) 


relatif  à z = Jf,. 
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9.  Concevons  maintenant  que  l’on  veuille  déduire  de 
la  fonction  f(x)  une  autre  fonction  qui  11e  devienne  in- 
finie pour  aucune  des  racines  x, , xs,  ...xn  de  l’équation 


f(. r)  = oo  , V7-7  = o,  il  suffira  évidemment  de  retrancher 

’ /(*) 

de  f[x)  la  somme  des  résidus  de  la  fonction  cor- 

respondant  aux  valeurs  z =x,,  z = x»,...  qui  peuvent 
rendre  cette  fonction  infinie,  ou  le  résidu  intégral  de 

cette  fonction  représenté  parla  notation^,  (.(/*(*))) . donc 


si  l’on  pose 


K*)  — <L 


((/(«))) 


î(x)> 


la  fonction  ©(x)  conservera  une  valeur  finie  pour  toutes 
les  valeurs  finies  réelles  ou  imaginaires  de  la  variable  x. 
On  pourra  donc  toujours  décomposer  une  fonction  don- 
née en  deux  parties,  dont  l’une  soit  la  somme  de  fractions 
rationnelles,  et  dont  l’autre  ne  devienne  jamais  infinie. 

10.  Dans  le  cas  particulier  où  f(x)  désigne  une  fraction 
rationnelle,  la  fonction  <p(x) , qui  est  ce  qu’on  obtient 
quand  delà  fonction  donnée  on  retranche  une  série  de  frac- 
tions rationnelles,  ne  peut  être  qu’une  fraction  de  même 
espèce,  mais  qui  ne  ppisse  jamais  devenir  infinie,  ou  dont 
le  dénominateur  ne  puisse  jamais  s’évanouir.  Dès-lors  le 
dénominateur  de  <p(x)  doit  être  constant,  et  <j>(x)  ne  peut 
être  qu’une  fonction  entière  de  x. 


De  plus,  si  dans  la  fraction  rationnelle  ,/(x)  = 


_to 

FM 


degré  du  dénominateur  surpasse  le  degré  du  numérateur, 
cette  fonction  s’évanouira  pour  des  valeurs  infinies  de  x, 


ainsi  que  l’expression 


Il  devra  donc  en  être 


aussi  de  même  de  la  fonction  entière  <p(x).  Mais  une 
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fouction  entière  qui  s’évanouit  pour  x = go  doit  être 
identiquement  nulle.  On  aura  donc,  dans  cette  hypothèse, 

P(x)  = o,  ' /(x)  = L 

à l’aide  de  cette  formule,  on  pourra  décomposer,  dans  tous 
les  cas  possibles,  la  fractiou  rationnelle  f{oc)  en  fractions 
simples. 

11.  Exemples.  i°  f(x ) = 


on  aura 

n*)=l 


l, 


(*— *)(((*— .1  )*))(*+')  (*—*)(*— i)’{(*+i))' 

Pour  calculer  le  premier  résidu,  il  faut  multiplier  la 

p 

fonction  sous  le  signet  par  (z  — i)*,  ditférentier,  et 

faire  z = x . On  trouve  de  cette  manière 

c 1 III 

l*  — *)(((*—  ')*))(Z+l)~  4(‘*’ *)  + 2(X—  ■)■* 

on  trouve  plus  facilement  encore 

l 


(x— z)(z  — r)»f(z+i))  4(x  + i)’ 


on  aura  donc 

i 


(x  — i)*(x4-i)  4x4- 


7". 


4 x — 1 2 (x  — l)1 

fix\  — L(fl 

' (x — X,)(x — x,)...(x  — x„) 


on  trouvera 

%) _ 


r 

C'TT 


fz 


x,)(x— xa)...(x  — x.)  ((a  — x,)j(z— x,)....(z  — x„)x  — s 

f(») < _ f(*0 


(z  — x,)(z — Xi)...((z — x*))  x — a (x,  — x,)(xI  — X3)...(x, — xm)  (x  — x.) 

f(xa) i f (x,J.  I 


X,l(Xj— X3^  .*  .(a,—  -I  m)  X X, 


4..  4- 


(.r„— x,)...  (xOT  -xM , ) x- — x ,,j 
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f f A _ (*  — *»)(*  — *i)(x— **):.•(*— *m)  , , . 


cl  par  suite 

A- 

+ (x— x,)(x  — x,)(.r  — J3)... 

(X|,,  x , J (xm  xa^ ...  (xm  xm_ , J 

Cette  dernière  équation  est  la  formule  d’interpolation  de 
Lagrange. 

ï2°.  Reprenons  l’équation  f(x)  = c — ' ■ ■ 

Si  après  avoir  multiplié  ses  deux  membres  par  x,  on  at- 
tribue à la  variable  x une  valeur  infinie,  et  si  l’on  désigne 
par  F la  valeur  correspondante  du  produit  xf(x),  on  aura 

_ r ■((/(*)))  • ’ 


xf(x) 

et  en  passant  à la  limite, 


z 

,r 


r 


F=t((f(z))). 

Si  la  quantité  F s’évanouit,  on  aura  simplement 

l ((/(z)))  = o. 

Cette  dernière  formule  subsistera  toutes  les  fois  que  dans 
la  .fraction  rationnelle,  désignée  par  J(x) , la  diffé- 
rence entre  le  degré  du  dénominateur  et  celui  du  nu- 
mérateur sera  supérieure  à l’unité;  alors,  en  ellet , dans 

le  produit  x J (x)  — Ie  degré  du  dénominateur  est 

encore  plus  grand  que  celui  du  numérateur,  et  ce  produit 
s’évanouira  par  conséquent  quand  on  fera  x = oo. 

Si  la  quantité  /'était  égale  à l’unité,  ce  qui  aurait  lieu 

par  exemple  si  dans  la  fraction  rationnelle  le  degré 

X(x) 

du  dénominateur  surpassait  d’une  unité  seulement  le 
dégré  du  numérateur,  et  si  de  plus  les  coefficients  de  la 
T.  i.  3a 
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^ haute  puissance  de  x au  numérateur  et  au  dénomi- 
nateur étaient  égaux,  on  aurait 

l ((/(*)))  = '• 


Exemple:  /(*)  — (r_r_;r  (*—*■)’ 


on  aura 

xn 

il  ((/(*)))  ~ —^3)  .••{Xr—Xm) 

V .1  ' JC** 

j» 11  * m • , , , 

la  somme  du  second  membre  sera  égale  à b si  n<m  — 1 
et  égale  à l’uni  té  si  » = m — 1 , ce  qu’on  savait  déjà. 
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Principes  élémentaires  du  calcul  direct  aux  différences  finies. 


Soit  y — /(x)  une  fonction  quelconque  de  la  variable 
x,  et  h un  accroissement  quelconque  attribué  à cette  va- 
riable; J'(x  4-  h)  — f{x)  est  ce  qu’on  appelle  la  diffé- 
rence finie  de  la  fonction  y ; on  désigne  cette  même  dif- 
férence par  la  notation  A y,  ou  AJ'(x)  ; en  sorte  qu’ôu  a, 
en  supposant 

(0  y — f(x)  - W a r = f{*  -+-  h)  — /(f)* 


Lorsqu’on  suppose  y = x , l’équation  précédente  devient 


ax  — h. 

La  différence  finie  de  la  variable  x n’est  donc  autre  chose 
que  l’accroissement  h attribué  à cette  même  variable.  • 

Si  l’on  prend  successivement  pour  r différentes  fonc- 
tions de  x , on  obtiendra  pour  Ay  autant  de  valeurs  cor- 
respondantes qui  seront  fonctions  de  x et  de  h.  On  trou- 
vera, par  exemple,  eu  supposant 

y = x - (-  a,...&y  — h, 

y—  ax, ......  \y  — a(x-y  h) — axxzah, 

y ~ ax , i/=a;r  + * — a*  — {ah — i)«x, 

y = (?*, Ar  = ca(I+*)  — — i)ea*, 

. , ,,  . fah\  ( ah'\ 

y = stDrtÆ, ...  Af =Sin(«.r-f-o^)—  sinox—  tsm  I — icos;  ax  -| j 


y =lav.. dy=:l(x-4-A)  — la  — 


(,  + h\ 


x) 


3a.  . 


/ 

t 
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Enfin  si  l’on  prend  i = x"‘ . m désignant  un  nombre 
entier,  on  trouvera 


— (x  4-  A)”1 — x"z= — h.iT~' 


m(m — i)  m . , 

—G, £A>x”'-’4-.<.4 h.m~'x  4-  A" 

1 -.1  i 


Les  différences  finies  des  fonctions  de  fonctions,  des 
fonctions  composées,  se  déduiront  avec  la  même  facilité  de 
l’équation  (2).  On  peut  même  faire  à ce  sujet  quelques 
remarques  qu’il  importe  de  retenir. 

Soi  ent  d’abord 

y = au,  u = F(x), 

u désignant  une  fonction  de  la  variable  x , et  a une  quan- 
tité constante  ; on  aura 

Ay=zaF(x-\-  A)— aF  (x)  = « [ F (x  4-  A)  — F (x)]  = a.}tt. 
Soient,  en  second  lieu, 

y — u 4-  v 4-  *v  4-  ...etc.,  u = F(x),  v = /^(x),  w — /(x)..., 

m,  v,  iv  désignant  diverses  fonctions  de  la  variable  x,  on 
troifvera 


Ay  — F(x  4-  A)  4-  F(x  4-  A)  4-  /(x.  4-  h)  4-  ... 

— F(x)  — *■  F{x)  — /(x) — ...=  A«4-  4e  4-  aw  4-  ... 

Enfin  si  l’on  suppose 

\ 

y = au  4-  bv  4-  4-  . . . , 

u , v,  iv  désignant  des  fonctions  de  la  variable  x,  et  a,  b,  c 
des  quantités  constantes,  on  trouvera  encore  de  la  même 
manière 

.ij'-  = aàu  4-  bAv  4-  caw  4-  . . . . 

Si  l’on  prend  pour  y un  polynôme  entier  du  degré  n,  ou 
si  l’on  fit 

y — ax"  4-  bxn~'  . 4-  /x  -H  l. 


i 
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on  aura 

Ay  = «A.x"-f-  bs.x »“■  -(- -f-  Asx. 

D’ailleurs  A.  x",  A.  .r"-1,...  Absout  des  fonctions  rationnel- 
lesdexetde  /t,  dont  une  seulement,  savoir,  A.x",  est  par 
l'apport  à x du  degré  n — i , les  autres  étant  d’un  degré 
inférieur.  La  différence  linie  d’un  polynôme  en  x du  de- 
gré «est  donc  un  nouveau  polynôme  en  x du  degré  n — i . 
Revenons  maintenant  à l’équation  générale 

AT  = fix  ■+■  A)  — /(*); 

lorsque  l’on  considère  l’accroissement  de  la  variable  x 
comme  une  quantité  constante,  la  valeur  de  Ay  déterminée 
par  cette  équation  est  une  nouvelle  fonction  de  x.  La  dif- 
férence finie  de  cette  nouvelle  fonction,  savoir  A.  Ay , est'ce 
qu’on  appellela différence  finie  du  second  ordre  de  la  fonc- 
tion^; on  la  désigne,  pourabréger,  par  A!jy.  De  même,  la 
différence  finie  de  A^  est  ce  qu’on  appelle  la  différence 
finie  du  troisième  ordre  de  la  fonction  y ■;  on  la  désigne, 
pourabréger,  par  A^y,  et  ainsi  de  suite.  En  général,  lors- 
qu’on a pris  n fois  de  suite  la  différence  finie  de  la  fonction 
y,  le  résultat  est  ce  qu’on  appelle  la  différence  finie  du 
ordre  de  la  fonction  y , et  s’indique  par  la  notation 
A "y.  On  a donc 

A’y  = a. 4 y,  A*y  = A.  = AAAy  et  A"y  = A.A"-,y. 

Les  différences  finies  des  divers  ordres  d'une  fonction  y 
s’obtiennent  avec  la  même  facilité  que  la  différence  finie 
du  premier  ordre,  et  peuvent  quelquefois  s’exprimer 
d’une  manière  très  simple.  Supposons  par  exemple y=az. 

En  prenant  plusieurs  fois  de  suite  les  différences  finies 
des  deux  membres  de  l’équation  précédente,  on  trouvera 

a y = (n*  — i ) a* , 

AJy  = («i*  — i)  a.«*  — («*  — i)’«x, 

A \y  («*  — i)’A.fl*  = («*  — i)3«x, 
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et,  en  général, 

a*  = ( ah  — i )"«x. 

Cette  dernière  formule  sera  souvent  employée  dans  ce 
qui  va  suivre. 

Supposons  en  second  lieu  y — au-,  u désignant  une 
fonction  de  a:,  et  a une  quantité  constante,  on  trouvera 
successivement 

iy  — a au, 
a*j r = atSu, 

A"y  = a\nu. 

De  même,  si  l’on  avait  = u -f-  v -f-  w,  on  en  conclu- 
rait généralement 

A"y  — a*u  4-  4-  Anu>, 

et  l’équation 

y = + 4c  4 c»  4 etc. 

entraînerait  également  la  suivante, 

A*y  ~ aAHu  4-  b\nv  4-  cA"tv4-  etc. 

Il  ne  sera  pas  inutile  de  fixer  un  moment  notre  attention 
sur  les  différences  finies  des  fonctions  rationnelles  et  en- 
tières de  la  variable  x. 

S'oit  n le  degré  d’une  semblable  fonction,  et 

y = axn  4-  4-  kx  4-  l 

cette  fonction  elle-même.  Sa  différence  finie  du  premier 
ordre , en  vertu  de  ce  qui  a été  dit  plus  haut , sera  un  po- 
lynôme en  x du  degré  n — i . Par  la  même  raison , sa 
différence  finie  du  second  ordre  sera  un  polynôme  en  x 
du  degré  n — 2 etc.  Enfin,  la  différence  finie  de  l’ordre 
n sera  un  polynôme  du  degré  zéro,  c’çst-à-dire  une  quan- 
tité constante. 

La  différence  finie  de  l’ordre  n étant  constante,  toute 


t 
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différence  finie  d’un  ordre  supérieur  sera  évidemment 
nulle.  Ainsi  les  différences  finies  d’un  polynôme  du  de- 
gré n s’évanouissent  lorsqu’elles  sont  d un  ordre  supé- 
rieur à ce  degré.  Ce  résultat  subsiste  évidemment  dans  le 
cas  même  où  le  polynôme  se  réduirait  à un  seul  terme. 
On  trouvera,  par  exemple, 

~ o, , . = o,  eu-. 

La  différence  finie  de  l’ordre  n d’un  polynôme  du  degré  n 
étant  une  quantité  constante,  on  peut  être:  curieux  de 
connaître  la  valeur  de  celte  même  quantité.  Soit  donc 

y — ajf'  -4-  bx"~l . . . kx  -4-  /. 

Si  l’on  prend  n fois  de  suite  les  différences  finies  des  deux 
membres  de  l’équation  précédente , on  aura 

\Hy  — a\m.x"  iv.j"-1.  . . -t-  kbHx  = a\n.x". 

Reste  maintenant  à déterminer  la  valeur  de  A".#";  or  on 
a déjà  trouvé 

\.x?-=.  nhxa  ' h — h'jF"1  4-  etc. 

1 2 

Si  l’on  prend  n — i fois  de  suite  la  différence  finie  des 
deux  membres  de  la  formule  précédente,  en  ayant  égard 
aux  équations 

’ = O,  = 0,  4"~  'x  —■  O, 

on  obtiendra  la  suivante 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

\“.x".  — nh\"  ~‘.xn~‘. 
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On  trouvera  de  la  même  manière 

A"-1. JT"-1  = («-r  i)AA"-1.**“*', 

A’.X*  = 2/lAx, 

A.r  = l . h.  ■ ' 

En  multipliant  respectivement  ces  diverses  équations 
l’une  par  l’autre,  et  supprimant  dans  le  résultat  les  fac- 
teurs communs , on  trouvera 

4".x"  = ■ . a . 3. . . («  — i)  nh". 

Celte  valeur  de  A"  .x" , substituée  dans  la  formule 
Any  = a A".xM  , fera  connaître  la  valeur  de  A “y  dans  le 
cas  où  l’on  suppose  y = axn  -f-  èx"-’...  -+-  etc.,  et  l’on 
aura  pour  cette  même  valeur 

A "y  = i.a.3  ...nah". 

Supposons  maintenant  généralement 

y = /(*)• 

Si  l’on  prend  plusieurs  fois  de  suite  les  différences  finies 
des  deux  membres  de  l’équation  précédente . on  en  con- 
clura successivement, 

4T  = a.  /(x) = /(x  4-  h)  — /(x), 
iy=^f\x-\-h)—\.f(x)=f(x-\-?.h)—f(x-Jrh.)—f(x+h)-^f.(jc) 
=/(«+  lh)~  if(x  -+-  h)  4-/(x), 
a 3y=  \.f(x-+-  y-h)—  2A./(x4-A)4-  a./(x) 
=f(x-h3/t)—f(x-h2h)—2f(x-h2h)-h9f(x-t-h)+f(x+h)—f(x) 
=/{x  4-  3 h)  - 3/(x  4-  2//)+  3 f(x  -+-  h)  -/(x), 

et  ainsi  de  suite. 

Si  l’on  fait , pour  plus  de  commodité , 

/(x  -f-  h)  = y„  /(x  -I-  7.h)  — y,, 
et  en  général 

/(x  -f-  nh)  = yn, 
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les  liquations  précédentes  deviendront 

= r.  — y, 

fy  = j*  — v.  y» 

£y  = y j — 3^-,  -+-  3y,  — y. 

On  trouvera  de  même , en  général , 
n n (n — i ) 

yy  — y»  — -+-  - — — «r.±  r 

Pour  démontrer  rigoureusement  cette  formule,  on  com- 
mencera par  observer  que  la  valeur  de  , obtenue  par 
des  calculs  semblables  à ceux  qui  précèdent , est  nécessai- 
rement une  fonction  linéaire  des  quanti  tés  y,  y,  ,y„...yn; 
puis  on  déterminera  cette  même  fonctioh  à l’aide  du 
théorème  suivant. 

Théorème  ier.  Pour  déterminer  une  fonction  linéaire 
des  quantités^, '. . yn,  il  suffit  de  calculer  la  va- 
leur particulière  que  reçoit  cette  fonction  dans  le  cas  où 
l’on  suppose y=ax-,  de  remplacer,  dans  cette  valeur  par- 
ticulière, a 1 par  l’unité,  ah  pary  ; de  développer  le  résul- 
tat obtenu  suivant  les  puissances  ascendantes  de  y,  et  de 
substituer  dans  le  développement 


y 

à 

yO 

y< 

à 

y s 

y» 

à 

y\ 

y s 

à 

y3. 

y « 

à 

Yn 
J y 

c’est-à-dire  de  remplacer  les  exposants  par  des  indices. 
Démonstration.  Soit  eu  effet 

A y o H-  Br,  -+  Cy».  . = u 
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la  fonction  linéaire  dont  il  s’agit,  A,  B,  C,  etc.,  désignant 
des  quantités  constantes.  Si  l’on  fait  j-  = aJ,  on  trouvera 

y . = *x+\ 

y*  = a‘+lh,  etc., 

et  par  suite  la  fonction  u obtiendra  la  valeur  particulière 
qui  suit 

«‘(A  -H  B ah  C«l*  H ); 

et  pour  en  déduire  la  fonction  proposée  elle-même,  il 
suffira  évidemment  de  poser  a1  = i , nh  =y,  et  de  rempla- 
cer les  exposants  de  la  lettre  y par  des  indices,  la  variable 
y=  f (x)  étant  censée  correspondre  à l’indice  o,  ou,  en 
d’autres  termes,  les  deux  expressions  y0  et  y étant  con- 
sidérées comme  synonymes. 

Au  moyen  du  théorème  qu’on  vient  d’établir,  on  dé- 
terminera facilement  la  valeur  de  A"y  en  fonction  de 

Xy  X*y  J n • • .*  * * X «• 

En  effet,  A ny  devant  être  une  fonction  linéaire  de  ces 
mêmes  quantités,  on  pourra  déduire  sa  valeur  générale  de 
la  valeur  particulière  correspondante  à y —ax\  or,  en 
supposant^  = ax , on  a déjà  trouvé 

&ny  ~ a*(«A  — i y. 

Si  dans  le  second  membre  de  cette  équation  on  remplace 
a*  par  l’unité,  et  nh  par y,  on  obtiendra  la  formule  sym- 
bolique 

\y  = {y  — i)\ 

Si  l’on  développe  le  second  membre  de  cette  formule 
suivant  les  puissances  ascendantes  dey,  et  que  l’on  rem- 
place dans  ce  développement  les  exposants  par  des  indices 
et  y°  par  y,  on  trouvera,  pour  la  valeur  générale  de  A ny, 

» » (« — *)  , 
à y = /«  — y y*  -4-  - — /•„_  a + ± y ■ 
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Nous  veuonsdexprimer  A “y  en  fonction  de  y,  yt,  y,... 
Ou  peut  réciproquement  exprimer  y„  en  fonction  de 
y,  A y,  A’y,  etc.  On  y parvient  de  la  manière  suivante  : 
On  tire  de  l'équation 

ày  — yl  — y,  y,  = jr-hAy, 

ou,  si  l’on  fait jy'  = f(x), 

/{*  + A ) =/(x)  4-  A./(x). 

Cette  dernière  équation  subsiste,  quelle  que  soit  la  fonc- 
tion f(x).  Si  l’on  y met  successivement  à la  place  de  f ( x ) 

/(x4-A),  f(x->rlh),'f{x->rnh), 

on  obtiendra  les  suivantes  : 

f(x  -t-  a A)  — f{x  4-  A)4~  A./(x  -t-  A), 

/(x  -|-  3 A)  =/(x  4-  aA)  -t-  a./(x  4-  ih)  j 

/(x  -I-  nh)  =/[i  + («  — l)  A]  -y  A./[x  4-  (n — i)  A], 
ou,  ce  qui  revient  au  même , 

4>  = 4.  -t-  *r.> 
n = 4»  4-  ir>> 


y»  = Xn-t  -+-  a4,„,. 

Si  dans  la  première  des  équations  précédentes  on  remet 
pour  y,  sa  valeur  y -f-  A y,  on  trouvera 

y i ~Xx  4-  ATi  = X 4-  AT  4-  *y  4-  a1  y = y 4-  aa y 4-  a*j. 

De  même , si  l’on  remet  cette  valeur  de  yt  dans  l’équation 

‘ Xi  = y 7 4-  A4,, 

on  trouvera 

43  = 4>  4-  A r»  —X  4-  2 A4  4-  a*4  4-  ar  4-  2A*4  4-  r 

= 4 4-  3A4  4-  3a*44-  i34- 
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En  continuant  de  même  on  trouvera  généralement 

n n[n — i)  n 

Jn  —y  + y Ajr  -I-  • - A2r  + --  + y A"”  'y  + \Hy. 

Pour  démontrer  rigoureusement  cette  formule , on  com- 
mencera par  observer  que  la  valeur  de  yn  obtenue  par  des 
calculs  semblables  à ceux  qui  précèdent  est  nécessaire- 
ment une  fonction  linéaire  des  quanti  tés y,  A y,  A*y,  A ny\ 
puis  l’on  déterminera  cette  même  fonction  à l’aide  du 
théorème  suivant  : ^ 

Théorème  ame.  Pour  déterminer  complètement  une 
fonction  linéaire  des  quantités  y,  Ay,  A 7y,  etc.,  il  suffit 
de  calculer  la  valeur  particulière  que  reçoit  cette  fonction 
dans  le  cas  où  l’on  pose  — a* , de  remplacer  dans  celte  • 
valeur  particulière  a*  par  y,  ak  par  i -+-  A,  de  déve- 
lopper le  résultat  obtenu  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  A,  et  de  substituer  dans  ce  développement,  à 
chaque  produit  de  la  forme  A"  Xy,  la  différence  finie  A "y. 
Démonstration.  Soit 

A y -+-  B sy  -+-  Cb*y  . • 

la  fonction  linéaire  dont  il  s’agit.  Sa  valeur  particulière 
correspondant  au  cas  où  l’on  suppose  = a*  sera 
[A  + B(aA  — 1)  + C {ah  — 1)2.  . .]«*. 

Si,  dans  cette  valeur  particulière,  on  remplace  ax  par  y, 
ah  par  1 + A,  on  obtiendra  l’expression 

(A-|-Ba  -+-  Ca*-+-  ...)j  = ky  -+-  BaX  y + Ca2  X; . 

et  si,  dans  cette  dernière,  o’n  considère  A y,  A’y,  etc. , 
comme  représentant,  non  les  produits  de  A,  A*  par  y , 
mais  des  différences  finies  du  premier,  du  second  or- 
dre, etc.,  on  retrouvera  évidemment  la  fonction  linéaire 
proposée. 

Cherchons,  à l’aide  de  ce  théorème,  la  valeur  générale 
de  y„  en  fonction  de  y,  A y,  A ’ÿ. ..  On  trouvera  d’abord. 
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en  faisant  y = a*,  ' 

y„  = a1"’-"*. 

Si,  dans  le  second  membre  de  cette  équation,  on  rem- 
place a*  par  y,  nk  par  i -f-  A,  on  obtiendra  la  formule 
symbolique 

y«  = (i  -f-  a)“r. 

En  développant  cette  dernière  et  substituant  aux  pro- 
duits Ay,  A’ y les  différences  finies  qui  s’écrivent  de  la 
même  manière,  on  trouvera 

. , n n n — i n 

y*  — y 4-  - AT  -+- -•  — — A*  y H — A*  'y  H-  A * y ; 

ce  qu’il  s’agissait  de  démontrer. 

Dans  la  dernière  leçon , nous  avons  démontré  les  deux 
équations 

A\r  —y»  — Y y H-,  -4-  . . • :+:  y y,  zfc  y 

= f(x-t-nh)  -+-  -^/[x  i)h]-tr...zç.~f  {x  -f-  h)  ±/(x), 

y„  —f{x  ■+-  nh)  = y -f-  ” $y  -h  ...  -+-  " A y -*f-  A “y , 

et  nous  avons  remarqué  que  l’on  pouvait  présenter  ces 
deux  équations  sous  une  forme  symbolique  en  écrivant 

A “J  = (r—  ')"»  Jn  = (l  -h  A)»y. 

Nous  allons  maintenant  donner  quelques  applications 
de  ces  mêmes  formules. 

Si  l’on  suppose  dans  la  première  y —xm,m  étant  un 
nombre  entier  inférieur  àn,  A".xm  étant  alors  égal' à 
zéro,  on  trouvera 

✓ ' „ 

(x-^-nhY --[*+(«  — i)A]“  ..  qp  -(x  ~\~h)m±xm—0. 

*■ 

Si  l’on  suppose  au  contraire  y = X on  aura,- comme  ou 
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l’a  fait  voir  dans  la  dernière  leçon , ' 

&".x"  — 1.2.3..  nh", 

et  par  suite 


(x  -+-  nh)n [j?  -4-  (« — i)À]'‘  ...  rfcir" 


Si  dans  les  formules  précédentes  on  fait  x = o,  les  deux 
membres  de  chacune  d’elles  deviennent  divisibles  par  lim 
ou  h" , et  l’on  en  tirera 


n,  , n(n — i) , . 

nm (n  — i )m  -+-  - — — - (n  — a r — etc.  = o, 

i v ' 12  . 

n,  , n[n — i),  , 

n" (n  — i)"  H — ' -(n — a)"  — etc.  = i .2.3 

i 12'  ' 


n . 


J .a  dernière  de  celles-ci  sert  à démontrer  le  théorème  de 
W ilson  , savoir,  que  le  produit  1 .2.3 ...  n , augmenté  de 
l’unité,  devient  divisible  par  » + 1 , toutes  les  fois  que 
n -+- 1 est  un  nombre  premier.  Ainsi,  par  exemple,  le 
produit  1 .2.3.4  = 24,  augmenté  de  l'imité,  devient  di- 
visible par  5.  Le  produit  1 . 2 . 3. 4 - 5 . 6=  720,  augmenté 
de  l’unité,  devient  divisible  par  7. 

La  démonstration  de  ce  théorème , fondée  sur  la  série 
que  je  viens  de  rapporter,  a été  donnée  par  Lagrange 
dans  les  Mémoires  de  Berlin , et  par  Euler  dans  ses  Opus- 
cules analytiques.  Ceux  qui  désireront  en  connaître  les 
détails  les  trouveront  dans  la  Théorie  des  nombres  de 
Legendre,  à la  tête  de  la  seconde  partie. 

Je  passe  maintenant  aux  applications  que  l’on  peut  faire 
de  la  formule 

,,  ..  n n (n — 1) 

f(x  + nh)=y-+--±jr-l--y- -+-  ejc. 

Si  l'on  suppose  dans  cette  formule  nh  = Ar,  x=x0  et  que 
l’on  désigne  respectivement  par  j0,Aj0,  etc.,ceque 
deviennent/,  .A y,  A*y,  etc.,  en  vertu  de  l’hypothèse 
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Jl  l 


x = xit,  on  aura 


rr  , » ,k  Ay* n . ^ ^ A 

J\x b -4-  k ; — y o -+-  - — — | — . j—  - 

i n i 2 nJ 


Si  l’on  fait  dans  cette  dernière  Xtt  -+-  k — X,  on  trouvera 

/(*)=  r.+  — + <2^>fi=fî=aîï-+ete 

' ' ? I - A 1.2  A* 


Toutefois,  cette  dernière  équation  suppose  queX — x0=k 
est  un  multiple  de  A. 

En  recourant  à des  équations  du  genre  de  celles  que 
nous  avons  déjà  nommées  équations  symboliques,  on  peut 
retrouver  d'une  manière  très  élégante  et  très  simple  les 
deux  formules  fondamentales  du  calcul  aux  différences 
finies.  La  notation  TL  indiquera,  comme  nous  l’avons 
déjà  admis,  que  l’on  prend  la  dérivée  par  rapport  à x , et 
les  dérivées  successives  d’une  fonction  quelconque^  de  x 
seront  représentées  par  les  notations  Dîy, . . . |^y. 
On  aura  dès-lors,  en  vertu  de  la  formule  de  Taylor, 

h à’ 

y -+-  ±r  = r-t-  - t>*.r  -+-  — - D ly 

ou , ce  qui  revient  au  même  , 

rh  h * \ 

i - D,  -4-  — Dî . . . jy. 

Cette  équation  symbolique  subsiste  quel  que  soitj',  eeque 
Ton  exprime  en  écrivant 

A ■ h 1 

i -h  i = i -+-  — D,  -f D . ~h  etc. , 

1 .1.2 


ou  plus  simplement 

. -4-  a = e*U'. 

De  cette  dernière  équation  symbolique  on  tire 
i°.  a=^D'—  i, 
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et  par  conséquent 

A,=  = 


+ n(n~  ')c(n-*)h'Dj  tm±, 

I .2 

i ■ ). 

ou,  ce  qui  revient  au  même , à cause  des  équations 

X + =f{x+h)=eVD‘y,  f{x+nh)=yHz±  c"SD'j, 

b? y — enhDxy  — "e(n-')AD-r  _f_etc...±ir=>-„-+-”j„_I.  .zhr; 


M ),  , , n (n  — ! ) 

2°.  ^u,=  l + A«=I+^n Aa  . . . -j-  Aw> 

I 2 

c’est-à-dire 

' * j-  • ' r 


(,nh*)x.r  = y -+*  «aj  -+- 


«(« — i) 

— - A’r- 


ou^he  qui  revient  au  même, 

n(n  — i) 

Xn  — y + nby  -+-  — ! i — • — - 

1.3 

Nota.  En  indiquant  par  D xu,  Dr«,  D,u  les  dérivées 
d’une  fonction  u = F (x,y,  z),  prises  par  rapport  à 
x,y,  z. . la  formule  de  Taylor,  étendue  au  cas  d’un 
nombre  quelconque  de  variables  indépendantes , pourra 
se  mettre  sous  la  forme 


Att  zr  fADx  + tOy  + ADs,, . ^ 

Nous  verrons  plus  tard  à combien  d’heureuses  transfor- 
mations cette  formule  peut  conduire , et  quels  immenses 
avantages  on  pourrait  retirer  de  l’emploi  habituel  des 
notations  D,,D  r,  D,  •••• 
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SUR  UNE  MÉTHODE  NOUVELLE  D’INTERPOLATION  ; 
Par  M.  Cauchy. 


Dans  les  applications  de  l’analyse  à la  Géométrie , à la 
Physique,  à l’Astronomie,...  deux  sortes  de  questions  se 
présentent  à résoudre  : il  s’agit,  i°  de  trouver  les  lois 
générales  des  figures  et  des  phénomènes,  c’est-à-dire  la 
forme  générale  des  équations  qui  existent  entre  les  di- 
verses variables  ; par  exemple , entre  les  coordonnées  des 
courbes  et  des  surfaces,  entre  les  vitesses,  le  temps,  les 
espaces  parcourus  par  les  mobiles,  etc...;  2°  de  fixer  en 
nombres  les  valeurs  des  paramètres  ou  constantes  arbi- 
traires qui  entrent  dans  l'expression  de  ces  mêmes  lois, 
c’est-à-dire  les  valeurs  des  coefficients  inconnus  que  ren- 
ferment les  équations  trouvées.  Parmi  les  variables  on 
distingue  ordinairement,  comme  l’on  sait',  celles  qui  peu- 
vent varier  indépendamment*! es  unes  des  autres,  et  que 
l’on  nomme  pour  cette  raison  variables  indépendantes, 
d’avec  celles  qui  s’en  déduisent  par  la  résolution  des  di- 
verses équations , et  qui  se  nomment  fonctions  des  varia- 
bles indépendantes.  Considérons  en  particulier  une  de 
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ccs  fonctions , et  supposons  qu'elle  se  déduise  des  variables 
indépendantes  par  une  équation  ou  formule  qui  renferme 
un  certain  nombre  de  coefficients.  Un  pareil  nombre 
d’observations  ou  d’expériences,  dont  chacune  fournira 
une  valeur  particulière  de  la  fonction  correspondante  à 
un  système  particulier  de  valeurs  des  variables  indépen- 
dantes, suffira  pour  la  détermination  numérique  de  tous 
ces  coefficients  5 et,  cettedélermination  faite,  on  pourra  ob- 
tenir sans  difficulté  de  nouvelles  valeurs  de  la  fonction  cor- 
respondantes à de  nouveaux  systèmes  de  valeurs  des  varia- 
bles indépendantes,  et  résoudre  ainsi  ce  qu’on  appelle  le 
problème  de  l’interpolation.  Par  exemple  , si  l’ordonnée 
; d’une  courbe  se  trouve  exprimée  en  fonction  de  l’abscisse 
par  une  équation  qui  renferme  trois  paramètres,  il  suffira 
de  connaître  trois  points  de  la  courbe,  c’est-à-dire  trois  va- 
leurs particulières  de  l’ordonnée  correspondantes  à trois 
valeurs  particulières  de  l’abscisse,  pour  déterminer  les  trois 
paramètres;  et,  cette  détermination  effectuée,  011  pourra 
sans  peine  tracer  la  courbe  par  points  en  calculant  les  co- 
ordonnées d’un  nombre  aussi  grand  que  l’on  voudra  de 
nouveaux  points  situés  sur  les  arcs  de  cette  courbe  com- 
pris entre  les  points  donnés.  Ainsi , envisagé  dans  toute 
son  étendue,  le  problème  de  l’interpolation  consiste  à 
déterminer  les  coefficients  ou  constantes  arbitraires  que 
renferme  l’expression  des  lois  générales  des  ligures  ou  des 
phénomènes , d’après  un  nombre  au  moins  égal  de  points 
donnés,  ou  d’observations,  ou  d’expériences.  Dans  une 
foule  de  questions  les  constantes  arbitraires  entrent  au 
premier  degré  seulement  dans  les  équations  qui  les  ren- 
ferment. C’est  précisément  te  qui  arrive  lorsqu’une  fonc- 
tion est  développable  en  une  série  convergente  ordonnée 
suivant  les  puissances  ascendantes  ou  descendantes  d’une 
variable  indépendante,  ou  bien  encore  suivant  les  sinus 
ou  cosinus  des  multiples  d’un  même  are.  Alors  il  s’agit  de 
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déterminer  les  coefficients  de  ceux  des  termes  de  la  série 
que  l’on  ne  peut  négliger  sans  avoir  à craindre  qu’il  en 
résulte  une  erreur  sensible  dans  les  valeurs  de  la  fonction. 
Dans  le  petit  nombre  de  formules  qui  ont  été  proposées 
pour  cet  objet,  on  doit  distinguer  une  formule  tirée  du 
calcul  des  différences  finies,  mais  applicable  seulement 
au  cas  où  les  diverses  valeurs  de  la  variable  indépendante 
sont  équidifférentes  entre  elles,  et  la  formule  de  Lagrange 
applicable,  quelles  que  soient  ces  valeurs,  à des  séries 
ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  de  la  va- 
riable indépendante.  Toutefois  cette  dernière  forprule 
elle-même  se  complique  de  plus  en  plus  à mesure  qué 
l’on  veut  conserver  dans  le  développement  de  la  fonction 
en  série  un  plus  grand  nombre  de  termes  5 et  ce  qu’il  y a 
de  plus  fâcheux , c’est  que  les  valeurs  approchées  des  di- 
vers ordres  correspondantes  aux  diveçs  cas  où  l’on  conser- 
verait dans  la  série  un  seul  terme , puis  deux  termes, 
puis  trois  termes, . . . s’obtiennent  par  des  calculs  à peu 
près  indépendants  les  uns  des  autres , en  sorte  que  chaque 
nouvelle  approximation,  loin  d’ètre  rendue  facile  par 
celles  qui  la  précèdent,  demande  au  contraire  plus  de 
temps  et  de  travail.  Frappé  de  ces  inconvénients,  et  con- 
duit par  mes  recherches  sur  la  dispersion  de  la  lumière  à 
m’occuper  de  nouveau  du  problème  de  l’interpolation , 
j’ai  eu  le  bonheur  de  rencontrer  pour  la  solution  de  ce 
problème  une  nouvelle  méthode  qui , sous  le  double  rap- 
port de  la  certitude  des  résultats  et  de  la  facilité  avec 
laquelle  on  les  obtient,  me  paraît  avoir  sur  les  autres 
formules  des  avantages  tellement  incontestables,  que  je 
ne  doute  guère  qu’elle  ne  soit  bientôt  d’un  usage  général 
parmi  les  personnes  adonnées  à la  culture  des  sciences 
physiques  et  mathématiques. 

Pour  donner  une  idée  de  cette  formule,  je  suppose 
qu’une  fonction  de  .r,  représentée  par  y,  soit  développa- 
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ble  en  une  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  ou  descendantes  de  x , ou  bien  encore 
suivant  les  sinus  ou  cosinus  des  arcs  multiples  de  x,  ou 
même,  plus  généralement,  suivant  d’autres  fonctions  de 
x que  je  représenterai  par 

. 0(x)  = «,  *(•*)'=  v>  'H*)  = 

en  sorte  qu’on  ait 

(i)  / = au  + if  + w + • • . , 

«,  b , c,...  désignant  des  coefficients  constants.  Il  s’agit 
de  savoir,  i°  combien  de  termes  on  doit  conserver  dans 
le  second  membre  de  l’équation  (i)  pour  obtenir  une  va- 
leur dey  suffisamment  approchée,  dont  la  différence  avec 
la  valeur  exacte  soit  insensible  et  comparable  aux  erreurs 
que  comportent  les  observations  ; 2°  de  fixer  en  nombres 
les  coefficients  des  termes  conservés , ou , ce  qui  revient  ' 
au  même,  de  trouver  la  valeur  approchée  dont  nous  ve- 
nons de  parler.  Les  données  du  problème  sont  un  nombre 
suffisamment  grand  de  valeurs  dey  représentées  par 

y ti  Xif  • • y ni 

et  correspondantes  à un  pareil  nombre  n de  valeurs  de  x 
représentées  par  a:,,. . .x„,  par  conséquent  aussi  à 
un  pareil  nombre  de  valeurs  de  chacune  des  fonctions 
k,  v,  iv, . . . valeurs  que  je  représenterai  de  même  par 

M,  , U »,  . • Um 

• » , , 

pour  la  fonction  u , par 

»t,  v, , . . • 

pour  la  fonction  c,  etc.  Ainsi,  pour  résoudre  le  pro- 
blème, on  aura  entre  les  coefficients  inconnus  a,  bfc ,... 
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lus  n équations  du  premier  degré 

y,  = au,  ■+■  bv , 4-  cw,  -f-...,, 
y,  — au,  + bv,  4-  cw,  4-..., 


y»  — ««,.  4-  4-  4-..., 

qui , si  l’on  désigne  par  t l’un  quelconque  des  nombres 
entiers 

i , 7.,..  .n, 

se  trouv  eront  toutes  comprises  dans  la  formule  générale 

Xi  = aui  4-  bv,  4-  cw,  4- . . . 

On  effectuera  la  première  approximation  en  négligeant 
les  coefficients  b,  c, . . . , ou,  ce  qui  revient  au  même,  en 
réduisant  la  série  à son  premier  terme.  Alors  la  valeur 
générale  approchée  de  y sera 

y — ««; 

et , pour  déterminer  le  coefficient  a , on  aura  le  système 
des  équations 

(a)  y,  = au,,  y,  = au,,...  .r,  = aun. 

Les  diverses  valeurs  de  a,  que  l’on  peut  déduire  de  ces 
équations  considérées  chacune  à part,  ou  combinées  entre 
elles , seraient  toutes  précisément  égales  si  les  valeurs 
particulières  de  y , que  nous  supposons  données  par  l’ob- 
servation , étaient  rigoureusement  exactes.  Mais  il  n’en 
est  pas  ainsi  dans  la  pratique,  où  les  observations  compor- 
tent des  erreurs  renfermées  entre  certaines  limites  ; et 
alors  il  importe  de  combiner  entre  elles  ces  équations  de 
manière  que,  dans  les  cas  les  plus  défavorables,  l’in- 
fluence exercée  sur  la  valeur  du  coefficient  a par  les  er- 
reurs commises  sur  les  valeurs  de  y,,  y,,. . ■,  y soit  la 
moindre  possible.  Or,  les  diverses  combinaisons  que  l’on 
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peut  faire  des  équations  (a)  pour  en  tirer  une  nouvelle 
équation  du  premier  degré  , par  rapport  à a,  fournissent 
toutes  des  valeurs  de  a comprises  dans  la  formule  générale 

a — -<-•••  knTn 

_ k,  «,  + “j  + • • • *»««  ’ 

que  l’on  obtient  en  ajoutant  membre  à membre  les  équa-  • 
tions  (2)  après  les  avoir  respectivement  multipliées  par 
des  facteurs  constants  k,,  kt. . ..  kn.  Il  y a plus  ; comme  la 
valeur  de  a déterminée  par  cette  équation  ne  varie  pas 
quand  on fait  varier  simultanément  les  facteurs  A,,  kt,...,k„ 
dans  le  même  rapport,  il  est  clair  que  parmi  ces  fac- 
teurs, le  plus  grand  (abstraction  faite  du  signe)  peut  tou- 
jours être  censé  réduit  à l’unité.  Remarquons  enfin  que , 
si  l’on  nomme 

» *ï»  • • • J 

les  erreurs  respectivement  commises  dans  les  observations 
sur  les  valeurs  de 

*.  y \ 9 Xi  y • ' • > y n y 

s.  ' 

la  formule  précédente  fournira  pour  a une  valeur  appro- 
chée , dont  la  différence  avec  la  véritable  sera 

h «1  -t~  k ntn  _ , 

k,u,  -+■  /t,u,  . . +knun 

Il  faut  maintenant  choisir  k ,,  kt , . . .,  kn  de  telle  sorte 
que,  dans  les  cas  les  plus  défavorables,  la  valeur  numé- 
rique de  cette  différence  soit  la  moindre  possible. 
Représentons  par 

Su, 

la  somme  des  diverses  valeurs  numériques  de  u,  , c’est-à- 
dire  ce  que  devient  le  polynôme 

± dt  «,  ± . - . ± u„ 
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quand  ou  y dispose  du  chaque  signe  de  manière  à rendre 
chaque  terme  positif.  Représentons  par  Se,  non  la  somme 
des  valeurs  numériques  £,,£*,...,£.,  mais  ce  que  devient 
la  somme  Su,  quand  on  y remplace  chaque  valeur  de  »/, 
parla  valeur  correspondante  de  £,.  Si  l’on  réduit  à -1-  i 
ou  à — i chacun  des  coefficients  A,,  A,,  . . . , A„ , en  choi- 
sissant les  Signes  de  manière  que,  dans  le  dénomiuateur 
de  la  fraction 

A, i,  -+-  Aji,  -+-  . . . -h 
A ,u,  -+-  Atu,  -+■•.•  -f*  A,jt„ 

tous  les  termes  soient  positifs , cette  fraction  sera  ré- 
duite à 

S». 

S«, 


et  elle  offrira  une  valeur  numérique  tout  au  plus  égale11 
au  rapport 

E 


Su,’ 

si  l’on  désigne  par  E la  somme  des  valeurs  numériques 
dee,,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  valeur  numérique 
de  Se,  dans  le  cas  le  plus  défavorable.  D’autre  part,  en 
attribuant  à A,,  A,  . . . , A„  des  valeurs  inégales  dont  la 
plus  grande  ( abstraction  faite  des  signes)  soit  l’unité,  on 
obtiendra  pour  dénominateur  4e  la  fraction  une  quantité 
dont  la  valeur  numérique  sera  évidemment  inférieure  à 
Su, , tandis  que  la  valeur  numérique  du  numérateur  pourra 
s’élever  jusqu’à  la  limite  E;  ce  qui  arrivera  effectivement 
si  les  erreurs  e,,  e*,.  . .,  £„,  sont  toutes  nulhîs,  à l’ex- 
ception de  celle  qui  sera  multipliée  par  un  facteur  égal, 
au  signe  près,  à l’unité.  11  en  résulte  que  la  plus  grande 
erreur  à craindre  sur  la  valeur  de  a déterminée  par  la 
formule 

A ,y  I -t-  A,y  , + ■ 

A, u,  -f-  A, u, 
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sera  la  moindre 'possible  si  l’on  pose  généralement 

=±  i, 

en  choisissant  les  signes  de  manière  que  dans  le  polynôme 
k tui  ~h  ■+•  •.•+1»#» 

tous  les  termes  soient  positifs.  Alors  cette  formule  don- 
nera 


a — 


§r. 

s#,1 


S y,  étant  ce  que  devient  la  somme  Su,  quand  on  y rem- 
place chaque  valeur  de  u,  par  la  valeur  correspondante  de 
ji,  et  l’équation^  = au  deviendra 


Si  l’on  fait  pour  abréger 


on  aura  simplement 


Su,  ’ 


X = * Sji- 


Si  l’on  supposait  généralement  u = i , l’équation  y = au, 
réduite  à 

r=a, 

exprimerait  que  la  valeur  de  y est  constante  -,  et  commç 
on  aurait  alors 

u i 

Su,-  n ’ 

la  formule  j = a S y,  donnerait 


y — - Sy,- 

n 


Donc  alors  on  devrait  prendre  pour  valeur  approchée  de 
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y la  moyenne  arithmétique  entre  les  valeurs  observées  ; 
et  la  plus  grande  erreur  à craindre  serait  plus  petite  pour  , 
cette  valeur  approchée  que.  pour  toute  autre.  Cçtte  pro- 
priété des  moyennes  arithmétiques,  jointe  à la  facilité 
avec  laquelle  on  les  calcule,  justifie  complètement  l’usage 
où  l’on  est  de  leur  accorder  la  préférence  dans  l’évalua- 
tion des  constantes  arbitraires  qui  peuvent  être  détermi- 
nées directement  par  l’observation. 

Soit  maintenant  Ay  le  reste  qui  doit  compléter  la  va- 
leur approchée  dey  fournie  par  l’équation 

y = *S/„ 

en  sorte  qu’on  ait 

y — «S/,  -4-  Ay. 

Posons  de  même 

p = *Sr,'  -I-  Av,  w — «StV|  -1-  Atv,  etc.  ? 

Ou  tirera  delà  formule yi=aui-^bvi-\-cwi-+- etc., 

S yi  = aSui  -+-  bSv,  cS<*'I  -f-  etc.; 

puis  de  cette  dernière,  multipliée  par  a,  et  soustraite  de 
l’équation  y = au  -4-  bv  bw  etc. , 

(3)  a y = b Av  -+-  cAtv  -+t  etc. 

• 

Soient  d’ailleurs  , Ay,,  Av,-,  Aw, , . . . ce  que  de- 
viennent les  valeurs  de  a , A y,  Av , A w, . . . tirées  des 
équations  qui  précèdent,  quand  on  y remplace  x par  x, , 
i étantl’undes  nombres  entiers  i,  2 ,...».  Si  les  valeursde 

sont  très  petites,  et  comparables  aux  erreurs  que  com- 
portent les  observations,  il  sera  inutile  de  procéder  à une 
seconde  approximation,  et  l’on  pourra  s’en  tenir  à la  va- 
leur approchée  de  y fournie  par  l’équation  y = aSy,.  Si 
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le  contraire  a lieu,  il  suffira,  pour  obleuir  une  approxi- 
mation nouvelle,  d’opérer  sur  la  formule  (3),  comme 
dans  la  première  approximation  l’on  a opéré  sur  la  for- 
mule^ = au  -f-  bv  4-  civ  4-  etc. 

Cela  posé,  désignons  par 

. S'ap, 

la  somme  des  valeurs  numériques  de  Av,  ; et  par 
S'&yi,  S' Aie,  , etc.  . 

W * 

les  polynômes  dans  lesquels  se  change  la  somme  S' Av, 
quand  on  y remplace  chaque  valeur  de  Av,  par  la  valeur 
correspondante  de  Ay,  ou  de  Aw,,. . .;  soit  enfin 


si  l’on  peut,  sans  erreur  sensible,  négliger  dans  la  série(i) 
le  coefficient  c du  troisième  terme  et  ceux  des  termes  sui- 
vants, on  devra  prendre  pour  valeur  approchée  de  Ay 

\y  =*  CS  '\yi- 

Soit  A’y  le  reste  du  second  ordre  qui  doit  compléter  cette 
valeur  approchée , et  faisons  en  conséquence 

&y  — CS'a^  4-  a1/. 

Posons  de  même 

Afv  = ÆS'aiv,  -f-  A’tv,  etc.  : 

on  tirera  successivement  de  la  formule  (3) 

A jr.(  = b\t>i  4-  cài*,  4-  etc., 

S'a  fi  — èS'Av,-  4-  cS'a  Wj  4-  etc.  ; 

puis  cette  dernière , multipliée  par  6 et  retranchée  de  l’é- 
quation Ajy  = b Av  cAw  4-  etc., 

* . ^ * 

\ -A *y  — c\*tv  4-  etc. 
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Soient  d’ailleurs  6,,  A*y, , A’w, , . . ce  que  deviennent 
les  valeurs  de  ê , A*y,  A’ie, . . . , tirées  des  équations  qui 
précèdent,  quand  on  y remplace  or  par  x,,  / étant  l’un  des 
nombres  entiers  i,  a,. . .n.  Si  les  valeurs  de 

1 * !>•••»  i’/i n 

sont  très  petites  et  comparables  aux  erreurs  que  com- 
portent les  observations,  il  sera  inutile  de  procéder  aune 
nouvelle  approximation  , et  l’on  pourra  s’en  tenir  à la  va- 
leur approchée  de  A y fournie  par  l’équation  Ay=6S'Ay1. 
Si  le  contraire  a lieu,  il  suffira,  pour  obtenir  une  troi- 
sième approximation , d’opérer  sur  la  formule  qui  dorme 
A *y,  comme  on  a opéré  dans  la  première  approximation 
sur  la  formule  (i).  En  continuant  de  la  sorte , ôn  obtien- 
dra la  règle  suivante  : 

L’inconnue^,  fonction  de  la  variable  X,  étant  suppo- 
sée développable  en  une  série  convergente 

( I ) a«  + + c» 

où  u , p,  iv, ... , représentent  des  fonctions  données  de  la 
même  variable,  si  l’on  connaît  n valeurs  particulières  de 
y correspondantes  à n valeurs  particulières 

X,,  X,,.  . -,  x„ 

I 

de  x,  si  d’ailleurs  on  nomme  < l’un  quelconque  des  nom- 
bres entiers  t , a, . . . . , »,  et  jy,-,  «, , ce  que  de- 

viennent^, u,  v, . . .,  quand  on  y remplace  x par  xt  -, 
alors , pour  obtenir  la  valeur  générale  de  / avec  une  ap- 
proximation suffisante,  on  déterminera  d’abord  le  coef- 
ficient a à l’aide  de  la  formule 

(II)  « = «cStt,, 

dans  laquelle  Su,  désigne  la  somme  des  valeurs  numé- 
riques de  u, , et  la  dilïérence  du  premier  ordre  Ay  à l’aide 
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de  la  formule 
(ni)  % y = «S Ji  -+-  ày . 

Si  les  valeurs  particulières  de  Ay,  représentées  par  Ay, , 
Ay, , . . . , Ay„ , sbnt  comparables  aux  erreurs  d’observa- 
tion , on  pourra  négliger  Ay  et  réduire  la  valeur  appro- 
chée de  r à 

* ; «S yt.  . 

Dans  le  cas  contraire , on  déterminera  6 à l’aide  des 
formules 

(IV)  . v = <*S +-  ap,  ap  = CS'ap,-, 

/ • • • 

S'Af,  étant  la  somme  des  valeurs  numériques  de  Af,  , et 
la  différence  du  second  ordre  A'y  à l’aide  de  la  formule 

(V)  A y = CS'aj  -+-  A *y. 

Si  les  valeurs  particulières  de  A’y,  représentées  par  A *y, , 
A*y, , . . . , A*yn',  sont  comparables  aux  erreurs  d’observa- 
tion, on  pourra  négliger  A *y  et  réduire  en  conséquence 
la  valeur  approchée  d ey  à otSy,  -f-  6 S' A y,. 

Dans  le  cas  contraire,  on  déterminera  y par  les  for- 
mules 

(VI)  tv  = -(-  AH',  \W  = £S'a<p,  -+-  X'tv,  A*M'  = yS"A,»V,, 

S"A*w,  étant  la  somme  des  valeurs  numériques  de  A’iv, , 
et  la  différence  du  troisième  ordre  A 3y  par  la  formule 

(VII)  A y = yS" \’yi  + A3/  etc. 

Ainsi,  en  définitive,  en  supposant  les  coefficients  a,ê,y,... 
déterminés  par  le  système  de  ces  équations,  etc.,  on  de- 
vra calculer  les  différences  des  divers  ordres  représen- 
tées par 

A^,  A* J,  A3J,..  . 

ou  plutôt  leurs  valeurs  particulières  correspondantes  aux 
valeurs  x,,  x,,.  . .,  x„  de  la  variable  x,  jusqu’à  ce  que 
l’on  parvienne  à une  différence  dont  les  valeurs  particu- 
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lières  soient  comparables  aux  erreurs  d’observation.  Alors 
il  suffira  d’égaler  à zéro  la  valeur  de  cette  différence  tirée 
du  système  des  équations  (III),  (V),  (VII),. . . pour  ob- 
tenir avec  une  approximation  suffisante  la  valeur  de  y. 
Cette  valeur  générale  sera  donc 

y — «S/„  ou  y =7  «S/,  -hCS'a/,-,  ou  etc., 

suivant  que  l’on  pourra,  sans  erreur  sensible,  réduire  la 
série  à son  premier  terme , ou  à ses  deux  premiers  termes. . . 
Donc,  si  l’on  nomme  m le  nombre  des  termes  conservés, 
le  problème  de  l’interpolation  sera  résolu  parla  formule 

y — «S/,  + ÔS'a/,  -t-  yS"A*/f  -+-  etc., 

le  second  membre  étant  prolongé  jusqu’au  terme  qui  ren- 
ferme Am~'y,. 

Il  est  bon  d’observer  que  des  formules  précédentes  on 
tire  non-seulement 

S«o=  1 ; Sf,  = o,  S'  , — 1 ; Sy,  — o,  S'y;==o,  S"y,  = 1 ,etc.  ; 
mais  encore 

Sir,  = O;  Sicv/  = o,  Si’(Vi  = o,  S'a1^-  = o,  etc. . . j 
et 

S A y,=o  ; Sa1/,— o,  S' A1/,— o,  S a3/,=o,  S'a3j,=o,  S'a3/,=o,... 

Ces  dernières  formules  sont  autant  d’équations  de  condi- 
tion auxquelles  doivent  satisfaire  les  valeurs  particulières 
de  a , 6 , y, ... , ainsi  que  celles  des  différences  des  divers 
ordres  de  u,  v,  w, . . . , y,  et  il  en  résulte  qu’on  ne  peut 
commettre  dans  le  calcul  de  ces  valeurs  particulières  au- 
cune erreur  de  chiffres  sans  en  être  averti  par  le  seul  fait 
que  les  équations  de  condition  cessent  d’être  vérifiées. 

En  résumé , les  avantages  des  nouvelles  formules  d’in- 
terpolation sont  les  suivants  : 

i°.  Elles  s’appliquent  aux  développements  en  séries, 
quelle  que  soit  la  loi  suivant  laquelle  les  différents  termes 
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se  déduisent  les  uns  des  autres  , et  quelles  que  soient  les  -I 

valeurs  équidifférentes  ou  non  de  la  variable  indépen- 
dante ; 

a°«  Les  nouvelles  formules  sont  d’une  application  très 
facile,  surtout  quand  on  emploie  Jes.logarilhmes  pour  le 
calcul  des  rapports  a,  6,  7,...,  et  des  produits  de  ces  rap- 
ports par  les  sommes  des  diverses  valeurs  des  fonctions  ou 
de  leurs  différences.  Alors,  en  effet,  toutes  les  opérations 
se  réduisent ‘à  des  additions  ou  à des  soustractions.  ' 

3°.  A l’aide  de  ces  formules  les  approximations  succes- 
sives s’exécutent  avec  une  facilité  déplus  en  plus  grande, 
attendu  que  les  différences  des  divers  ordres  vont  géné- 
ralement en  diminuant; 

4°.  Ces  formules  permettent  d’introduire  à la  fois  dans 
le  calcul  les  nombres  fournis  par  toutes  les  observations 
données,  et  d’augmenter  ainsi  l’exactitude  des  résultats  ^ 

en  faisant  concourir  à ce  but  un  très  grand  nombre  d’ex- 
périences ; 

5°.  Elles  offrent  encore  cet  avantage,  qu’à  chaque  ap- 
proximation nouvelle,  les  valeurs  qu’elles  fournissent 
pour  les  coefficients  a,  b,  c, . . . sont  précisément  celles 
pour  lesquelles  la  plus  grande  erreur  à craindre  est  la 
moindre  possible  ; 

6°.  Ces  formules  indiquent  d’elles-mèmes  le  moment 
où  le  calcul  doit  s’arrêter,  en  fournissant  alors  des  iliilé- 
renees  comparables  aux  erreurs  d’observation; 

70.  Enfin  les  quantités  qu  elles  déterminent  satisfont  à 
des  équations  de  condition  qui  ne  permettent  pas  de  com- 
mettre la  plus  légère  faute  de  calcul , sans  que  l’on  s’en 
aperçoive  presque  immédiatement. 

On  trouvera  dans  les  nouveaux  Exercices  (le  Mathé- 
matiques de  nombreuses  applications  de  ces.formules 
d’interpolation.  \ 
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DEUXIÈME  NOTE. 


SUR  LA 

CONDITION  DE  CONVERGENCE 

DE  LA  SÉRIE  QUI  DONNERAIT  LE  DÉVELOPPEMENT  DE  LA  RLUS 
PETITE  RACINE  DE  l’ÉQUATION^  = XCOSJ'. 


Si  ce  volume  , dont  j’aurais  voulu  faire  l’expression 
complète  de  la  science  actuelle,  n’avait  pas  crû  au-delà  de 
toutes  mes  prévisions , j’aurais  placé  ici  une  exposition 
simple  et  facile  de  deux  des  plus  importants  travaux  de 
M.  Cauchy,  ayant  pour  objet  la  résolution  des  équations 
littérales  ou  numériques  de  tous  les  degrés , et  des  équa- 
tions transcendantes.  Forcé  de  m’arrêter,  je  donnerai 
seulement  un  exemple  de  la  résolution  des  équations 
transcendantes  ; cette  application  est  d’autant  plus  néces- 
saire, qu’elle  complétera  une  des  plus  belles  théories  ex- 
posées dans  ces  leçons. 

Nous  avons  dit  que  la  plus  petite  racine  j0  de  l’équa- 
tion y — x cos  y sera  développable  en  série  convergente 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x pour 
tout  module  inférieur  au  plus  petit  de  ceux  qui  répondent 
aux  équations  simultanées:  . 


x 


y 

ros/  ’ 


cos  y 

— — sin  y , 

Y 
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don#  la  seconde  peut  être  réduite  à cot y = — y,  ou  peut 
être  remplacée  par  la  formule 


cos  y ysiny  = o. 


Quand  on  développe  sin  y et  cos  y,  cette  dernière  formule 
devient 


r*  1 y*  1 y6 

1 -1-  — — — — — } — — — 

2 ’î  4 1.2.3.46 


O. 


Or  si  l’on  nomme  Y le  module  de  la  variable  réelle  ou 
imaginaire  y,  le  module  du  polynôme  qui  précède  ne 
pourra  pas  surpasser  la  somme  des  modules  de  ses  divers 
termes,  savoir 


4 


1 Y6 

1 .2.3.4  6 


etc. 


D’où  il  résulte  que  l’équation  coty  = — y n’admettra 
point  de  racines  réelles  ou  imaginaires  dont  les  modules 
soient  inférieurs  à la  racine  positive  unique  de  l’équation 

Y1  _i_  Y>  1 Y6 

3 i 2 4 + 12. 3. 4 6 “ 1 ’ 

ou , ce  qui  revient  au  même , de  l’équation 


-Y 


—Y 


— Y 


qu’on  peut  encore  présenter  sous  l’une  ou  l’autre  des  deux 
formes 

Y =.  1 •+-  — v2 , 2 Y — I (Y  + i)  + 1(  Y — .)- o. 

e — 1 


D’ailleurs  cette  racine,  supérieure  à l’unité,  en  Vertu  de 
la  formule 


e — 1 
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sera,  en  vertu  de  la  formule 


i Y4 


-4- 


i Y" 


• “ 2 1.2  4 1.2. 3,4  H ’ 

^ • ! 

inférieure  à la  racine  positive  de  l’éqUation 

Y1  î Y4 

— H -y  — • » 

2 I.24. 

r’est-à-dire  au  nombre  \/ S-iV'  1.2  = 1,2100.  . . -y  et 

si  l'on  pose  dans  l’équation  aY — 1 ( Y — 1 _)  — t—  1 ( Y — i)=o, 
Y = 1,2+1’,  i sera  renfermé  entre  les  limites  — ci, 2' 
et  0,1.  Cela  posé,  en  considérant  1,2  comme  une  pre- 
mière valeur  approchée  de  la  racine  positive  Y de  cette 
dernière  équation,  ou  obtiendra  facilement,  par  l’emploi 
de  la  formule  de  Taylor,  de  nouvelles  valeurs  de  plus  en 
plus  approchées.  En  effet,  désignons  par  F (Y)  le  pre- 
mier membre  de  cette  équation  , par  a la  valeur  appro- 
chée de  la  racine  Y,  et  par  a -f- 1 sa  valeur  exacte,  on 
aura 

F ( Y ) = F (g  + i )5î=  F (g)  -+-  » F '(g  -hbi); 

8 indiquant  un  nombre  inférieur  à l’unité,  et  les  valeurs 
de  F '(Y),  F'(n  -f-  0i)  étant 

F'(Y)=  F'fg-Mij^  »/  a , . 

Dès-lors  l’équation  F(Y)  = o donnera 
1 — (a  -+-  bi ) 


F(«)> 


et  comme  on  aura  encore 


" = 1,2,  F(g)  = 2rt — 1(  = 2,4 — l(i  1)  = 0,00210'), 

T.  1.  ' 34 
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un  trouvera  définitivement 

i— (i,a4-'-»)_ 


f£,- 

f - 

r 


it=  — 0,002106 

’2  * 

En  vertu  de  cette  dernière  équation , non-seulement  f sera' 
négatif,  mais  de  plus,  sa  valeur  numérique  sera  inférieure 
au  produit 

o.ooî  io5- ^4^-—=  0,0008216, 

‘ 2 • • ■ : 

et  par  suite  supérieure  au  produit 

„ î — (i.â — o,ooo3?t6)_1  , 

0,009.1  o5  V . =0,0003212.  . . 

* a à .. 

Donc,  en  poussant  l’approximation  Jusqu’aux  millioniè- 
mes, on  aura 

i — 0,000 3?. i,  Y = 1,2  — 0,000 3?. i . ...  = i , 199678.... 

(’.ette  dernière  valeur.de  Y représente  donc,  une  limite  in- 
férieure que  11e  peuvent  pas  dépasser  les  modules  des  va- 
leurs dé  Y qui  vérifient  l’équation 


cotj— , — y ou  1 -+- 


f1  ‘ 1 J 


ri 


-.6 


-f--5zr 


-...=0. 


2 1.24  I .2 .3.4  6 

Mais  ces  modifies  peuvent  atteindre  la  limite  dont  il  s’a- 
git, puisqu’on  satisfait  à la  dernière  de  ces  équations  en  * 
supposant  j = Yl/ — 1 =1,199678. ..V' — 1,  OU  en  pre-  . 
liant  pour  Y la  racine  positive  de  l’équation 

Y*  1 Y4  1 Y6 

jr-y  -t j -f-  -î — — > "7; — I-  • • ■ — o. 

?.  1 . 2 4 1.2.3.46  . 

t Jk  # ! ■ V 

Ce  n’est  pas  tout  •,  comme,  en  vertu  des  équations 

y = xcosy,  cos  y ■+■  y sin  y ■ = o,  .V  ; 


on  a 


cos  j su  t r 


**.’  s 


i.Tsr, 


■y 

t .*  . VV  ■; 

•• 


— 


, 'v 


i-  v. 


p 


Bgp 

!*>« 

rPÇl'  • J*-  ' 

sèv/ 


-4 

» 


rv3_ 


ou  en  conclura 
r’ 
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r*  + I 


53 1 


= vV-f-  |, 


cos  ’j  sin’j  cos’v  -4-  sin  *y 

cl  par  coaséqueut,  si  l’on  suppose  le  module  \ de  j'  égal 
ou  supérieur  au  nombre  1,199678. . le  module  corres- 
pondant de  x sera  égal  ou  supérieur  à 

v/y* — 1=1/(1,199678...)’ — 1 =0,662742...., 

qu  il  atteindra,  si  l]on  suppose^  = 1,199  678.  . . l/ — 1. 
Donc  le  plus  petit  des  modules  de  x qui  répondent  aux 
équations^  =±  x cos  y,  cot  y = — j,  sera  0,662  742 . . . , 
et  par  conséquent  la'  plus  petite  racine  de  l’équation 
y = x cosy  sera  développable  en  série  convergente  or- 
donnée suivant  les  puissances  ascendantes  de  x pour  tout 
module  de  x inférieur  au  nombre  0,662742*  . .,  et  l’on 
se  trouves  ainsi  ramené  immédiatement  à un  résultat  au- 
quel M.  Laplace  est  parvenu  par  une  analyse  pénible  et 
des  calculs  assez,  longs,  dans  ses  deux  Mémoires  sur  la 
convei'gence  de  la  série  qui  fournit  le  développement  du 
rayon  vecteur  d’une  planète  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  l’excentricité. 
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